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Актуальность исследования. Наноэлектромеханические системы, будучи высокочувствительными датчиками, имеющими 
малые размеры, и надежными в эксплуатации, находят все более широкое применение в нефтегазовой промышленности для 
мониторинга различных процессов в нефтедобыче – от разведки до повышения нефтеотдачи, а также при бурении скважин, 
очистке, фракционировании и переработке до вывода их из эксплуатации. Одним из примеров применения наноэлектромеха-
нических систем является сейсмические исследование месторождений. Применение наноэлектромеханических систем позво-
ляет улучшить производительность в дополнение к существенной экономии средств и времени для широкого спектра тех-
нологий нефтегазовой промышленности. Благодаря возможности непрерывного контроля эти технологии могут стать 
основой «умных» месторождений.  
Цель: построение математической модели, наиболее полно описывающей нелинейную динамику чувствительного элемента нано-
электромеханического датчика под действием знакопеременной нагрузки. Для этого необходимо учесть наиболее распространѐн-
ные в настоящее время кинематические гипотезы, масштабные эффекты с помощью моментной теории упругости, нелинейную 
зависимость между напряжениями и деформациями, неоднородность материала, шумовые и тепловые поля.  А также исследовать 
характер сложных нелинейных колебаний и выявить закономерности перехода их от гармонических к хаотическим. 
Объекты: геометрически и физически нелинейная нанобалка, описываемая кинематической моделью первого приближения, 
на которую воздействует равномерно распределенная знакопеременная поперечная нагрузка с гармонической составляющей, 
температурное поле и аддитивный внешний шум. 
Методы: вариационные методы, метод конечных разностей второго порядка точности для сведения системы нелинейных 
дифференциальных уравнений в частных производных к задаче Коши, метод Ньюмарка для решения задачи Коши, метод пе-
ременных параметров упругости Биргера для решения физически нелинейной задачи, метод вариационных итераций для 
получения аналитического решения двумерного уравнения теплопроводности. 
Результаты. Для получения аналитического решения теплопроводности применяется метод вариационных итераций. 
Построена математическая модель колебаний чувствительного элемента наноэлектромеханического датчика в виде раз-
мерно-зависимой балки, на которую действует равномерно распределенная поперечная нагрузка с гармонической составля-
ющей. Помимо переменной нагрузки учитывалось влияние температурного поля и аддитивного внешнего шумового воздей-
ствия. Геометрическая нелинейность принята по теории Теодора фон Кармана (связь между деформациями и перемещения-
ми). Для учета физической нелинейности материала балки применяются деформационная теория пластичности и метод 
переменных параметров упругости. Уравнения движения элемента механической системы, а также соответствующие гра-
ничные и начальные условия выведены исходя из принципа Остроградского–Гамильтона на базе модифицированной момент-
ной теории с учетом гипотезы Эйлера–Бернулли. Выявлено, что температурное и шумовое поля уменьшают нагрузку, при 
которой происходит переход в хаотическое состояние системы. Переход от гармонических колебаний к хаотическим проис-
ходит по сценарию Рюэля–Такенса–Ньюхауза. 

 
Ключевые слова: 
Нанобалка Эйлера-Бернулли, наноэлектромеханическая система, акселерометр для измерения параметров  
буровых скважин, температурное и шумовое поля, модифицированная моментная теория упругости,  
метод конечных разностей и Ньюмарка, хаотические колебания наноэлектромеханической системы. 

 
Введение 

Наноэлектромеханические (НЭМС)-устройства 
обладают уникальными свойствами, которые опреде-
ляют их актуальность для практического применения. 

Среди свойств можно выделить такие, как низкая 
масса, высокая электрическая прочность, высокие 
частоты механического резонанса, потенциально 
большие квантовые механические эффекты, большое 
отношение поверхности к объему, что важно для чув-
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ствительных элементов некоторых типов датчиков, 
например датчиков давления. Наносенсоры (канти-
ливеры, нановесы, резонаторы и др.) и наноактюато-
ры (наномоторы, шестеренки и т. д.) используются в 
физике, биологии, химии, медицине (диагностика, 
клеточная нано- и микрохирургия, доставка лекарств 
в пораженное место организма), электронной и 
нефтегазовой промышленности. 

Условия эксплуатации НЭМС датчиков в большей 
степени совпадают с аналогичными для микроэлек-
тромеханических датчиков (МЭМС). Это темпера-
турные воздействия в широком диапазоне от –40 до 
150 °С, электростатические поля [1], наличие вибра-
ционных [2, 3] и шумовых воздействий [4]. Но в связи 
со сверхмалыми размерами НЭМС датчиков эти воз-
мущающие факторы будут оказывать на НЭМС 
устройства более значительное воздействие, чем на 
МЭМС [5–7]. 

 Наноэлектромеханические системы находят ши-
рокое применение в экономически выгодных отрас-
лях нефтегазовой промышленности, таких как нефте-
добыча и нефтепереработка. Технологическое обору-
дование современного нефтеперерабатывающего 
производства представляет собой комплекс аппаратов, 
машин и вспомогательных устройств, составными 
частями которых являются балки, подвергающиеся 
различным динамическим нагрузкам. Так, например, 
балки и стержни являются составными элементами в 
колоннах насоснокомпрессорных труб и бурильных 
колонн, используемых при скважинной нефтедобыче 
[8–10]. «Сердцем» нано- и микроэлектромеханиче-
ских датчиков является чувствительный элемент (ЧЭ), 
от качеств которого зависит точность самого датчика. 
Такие характеристики датчиков, как прочность, точ-
ность, стойкость к высокой температуре (постоянная 
рабочая температура во время работы в скважине 
достигает 150 °С, при этом возможны скачки и до 
более высоких температур) и внешним воздействиям 
(при бурении возникают случайные динамические 
воздействия, называемые в механике шумовыми), 
чрезвычайно важны при создании приборов геофизи-
ческого назначения, оборудования для нефтегазового 
и топливно-энергетического комплекса. Следует от-
метить, что изменения температурного поля негатив-
но влияют на точность измерений, а постоянные 
внешние случайные (шумовые) вибрации приводят к 
разрушению измерительных ячеек в приборах, и это 
может привести к возникновению резонансных коле-
баний, а впоследствии – к ложным показаниям или 
даже разрушению прибора.  

В настоящее время НЭМС датчики приходят на 
смену МЭМС устройствам, условия эксплуатации этих 
приборов во многом сходны, поэтому при их разработ-
ке необходимо учитывать тепловые и вибрационные 
воздействия на составные компоненты [11–14]. Также 
при исследовании динамики компонентов НЭМС, в 
отличие от МЭМС, необходимо учитывать неодно-
родность (гетерогенность) материала и, следователь-
но, зависимость его физических свойств от деформа-
ции, температуры, пространственных координат и 
времени.  

Таким образом, создание методики расчета и про-
ектирования механических компонентов НЭМС явля-
ется актуальной задачей.  

Составляющими механическими элементами 
НЭМС являются балки, пластины и оболочки, нахо-
дящиеся под действием случайных – шумовых – воз-
действий и температурных полей. При построении 
математических моделей этих механических структур, 
в частности балочных, необходимо учитывать влия-
ние их размеров на характер колебаний. Зависимость 
упругого поведения от размеров тела в микронном 
масштабе экспериментально наблюдалась в разных 
веществах (металлах [15] и сплавах [16], полимерах 
[17], кристаллах [18], биомембранах [19]). Экспери-
ментальные наблюдения являются одним из методов 
моделирования и изучения наноразмерных структур, 
но из-за дорогостоящего характера этого метода ис-
пользуются другие методы, такие как методы моле-
кулярной динамики, и подходы, основанные на меха-
нике сплошных сред, которые обходятся дешевле, с 
точки зрения вычислений, чем методы молекулярной 
динамики.  

В начале 1900-х гг. братья Коссера [20] предложи-
ли теорию для изучения поведения наноматериалов. 
Их теория явилась началом неклассических теорий 
для изучения механического поведения наноструктур. 
Некоторые другие неклассические теории для изуче-
ния поведения наноструктур – это моментная теория, 
теория градиента деформации, теория поверхностных 
напряжений, нелокальная теория. В моментной тео-
рии в энергии деформации рассматривается только 
вектор градиента вращения, и поэтому требуются 
только два параметра шкалы длины материала. Мо-
дифицированная моментная теория была предложена 
Ф. Янгом и др. [21] на основе моментной теории. При 
учете условия равновесия моментов для обеспечения 
симметричности тензора парных напряжений (мо-
ментов) количество параметров шкалы длины мате-
риала модифицированной моментной теории умень-
шается с двух до одного.  

Одним из важнейших аспектов использования мо-
ментной теории упругости является ее приложение 
для задач статики и динамики балок. Для построения 
математических моделей балок используются гипоте-
зы Бернулли–Эйлера, Тимошенко, Шереметьева–
Пелеха [22] и др. Каждую из гипотез, лежащих в ос-
нове математической модели, можно рассматривать с 
точки зрения приближения балки от одномерного к 
двумерному и трехмерному телу. Наиболее популяр-
ным приближением является математическая модель 
на основе гипотез Бернулли–Эйлера. В работах 
[23, 24] с помощью модифицированной моментной 
теории упругости получены определяющие линейные 
уравнения, начальные и граничные условия размерно-
зависимой модели Эйлера–Бернулли. Исследовано 
влияние размерного параметра на статическое де-
формирование и величину собственных частот. Для 
статической задачи рассматривается линейное урав-
нение 4-го порядка для прогиба. Используется метод 
Бубнова–Галеркина в первом приближении, сводя-
щий уравнение в частных производных к обыкновен-
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ному дифференциальному уравнению по времени. 
В работе [25] получены уравнения для геометрически 
нелинейной задачи балки Эйлера– Бернулли на осно-
ве соотношений Теодора фон Кармана. Для получе-
ния численного решения использован метод Бубнова–
Галеркина в первом приближении. Было проведено 
исследование влияния размерного коэффициента на 
величину собственной частоты нелинейных колеба-
ний.  

В достаточно малых масштабах физическое пове-
дение материалов становится зависимым от размера, 
что может влиять на механические, термические, 
электрические и магнитные характеристики кон-
струкций и механических компонентов [26, 27]. Сле-
довательно, прогресс в области микромеханики и 
наномеханики и связанных с ними технологий дол-
жен идти рука об руку с разработкой усовершенство-
ванных моделей, зависящих от размера, для физиче-
ских явлений, таких как термо- и электромеханика. 
В зависящей от размера термоупругости [28] темпе-
ратура может создавать дополнительную термиче-
скую деформацию искривления (кручения) в допол-
нение к обычной деформации термической деформа-
ции. S.L.  Soboley [29] и D.Y.  Tzou [30] также пред-
положили, что теплопроводность в микро/нано мас-
штабе по существу нелокальна и классический закон 
теплопроводности должен быть дополнительно усо-
вершенствован путем введения характеристической 
длины материала. 

Несмотря на большое количество предложенных 
новых моделей теплопроводности, теория Фурье так-
же активно продолжает использоваться. Например, в 
работе [31] представлены основные переходные 
уравнения и (безразмерные) скорости волн для изо-
тропных и ортотропных тел, а также для изотермиче-
ских и термоупругих случаев. Для ортотропного 
твердого тела распространение происходит в главной 
плоскости. В термоупругих случаях рассматриваются 
закон Фурье и тепловая релаксация.  

Исследованию фазовых переходов, индуцируемых 
шумом, в науке и технике уделяется большое внима-
ние. Обобщение этих результатов приведено в моно-
графии [32], где рассмотрено влияние шума в задачах 
физики, химии и биологии. В задачах радиофизики 
этому вопросу посвящены работа авторов [33] и ряд 
других. Исследования влияния шумовых нагрузок на 
динамику балок пластин и оболочек представлены в 
работах [34–36]. 

Проведенный авторами анализ показывает, что в 
известной литературе не описаны модели и исследо-
вания размерно-зависимого термоупругого поведения 
нанобалок, находящихся под воздействием шумовых 
полей, а также с учетом неоднородности материала 
при решении задач с двумя типами нелинейности 
(геометрической и физической). Поэтому важной 
проблемой до настоящего времени остается построе-
ние математических моделей наномеханических си-
стем с учетом действия полей температуры и внеш-
них случайных воздействий. Этому направлению 
посвящена настоящая работа. 

Постановка задачи 

Рассмотрим двумерную область Ω пространства 
R

2
 с декартовой системой координат, введенной сле-

дующим образом: в теле балки фиксируется линия 
приведения, называемая срединной линией z = 0, ось 
OX направлена слева направо вдоль срединной линии, 
ось OZ – вниз, перпендикулярно OX. В декартовой 
системе координат балка как двумерная область Ω 
определяется следующим образом:  

   0, ; 0, ;
2 2

h h
x a y b z

 
       

 
,  t0 .

 

Предполагается, что материал нелинейно-упругий 
и изотропный. Область находится в постоянном тем-
пературном поле T(x,z). Расчетная модель и гранич-
ные условия приведены на рис. 1. На Г1, Г3 принято 
граничное условие – жесткая заделка, Г2 свободна от 
нагрузок. По границе Г4 приложена вертикальная 

нагрузка q = q0sin(pt), направленная вниз. 
Используются следующие гипотезы: тело балки 

упругое, изотропное, но неоднородное; геометриче-
ская нелинейность вводится по модели Теодора фон 
Кармана; соотношения получены на базе модифици-
рованной моментной теории упругости с учетом мо-
дели Эйлера–Бернулли. 

 
Рис. 1.  Расчетная схема 

Fig. 1.  Design scheme  

Для поля смещений (x,z) уравнение равновесия имеют вид 

0ij 
 
в  ,

 

где ij – тензор напряжений. Связь линейных деформа-
ций с перемещениями определяется по соотношениям 

 , ,

1
, , 1,2.

2
ij i j j iu u i j  

 

Соотношение напряжение–деформация записыва-
ется по закону Дюгамеля–Неймана [37] 

( ( , , ) 2 ( , , ))

( ( , , ) ( , , ) ),

ij

ij t ij

x y z x y z

x y z T x y z

  

 

  

  
 

          (1) 

где ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )tx y z x y z x y z T x y z    обозна-

чают параметры Ламе, коэффициент температуро-
проводности неоднородного материала, температура 

балки и ij – символ Кронекера, соответственно. Поля 
смещений и температуры связаны через уравнение (1). 

На основании модифицированной моментной тео-
рии запасенная энергия упругой деформации балки U 
с учетом ее размерно-зависимого поведения может 
быть записана как 



Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2020. Т. 331. № 5. 87–96 
Крысько В.А. и др. Динамика геометрически и физически нелинейного чувствительного элемента наноэлектромеханического ... 

  

90 

 
1

2
ij ij ij ijU m d  



   ,  (2) 

где ij, ij , mij 
и ij обозначают компоненты симмет-

ричной части тензора напряжений  , тензора дефор-
маций  , девиаторной части симметричного тензора 
момента высшего порядка   и симметричной части 
тензора кривизны  , соответственно. 

Поле смещений в произвольной точке нанобалки 
Эйлера–Бернулли записываются в виде 

 
 

 1 2 3

,
, , 0, ,

w x t
u u x t z u u w x t

x


   


,        (3) 

где u(x,t), w(x,t) обозначают осевое перемещение и 
поперечное отклонение точек срединной линии, то 
есть при z = 0.  

Используя (3), нелинейные соотношения Теодора фон 
Кармана могут быть выражены через поле смещений как: 

2 2

2

1

2
xx

u w w
z

x x x


   
   
   

.  (4) 

Также из равенства   
1

2
i i

rot  u  можно записать 

0, , 0x y z

w

x
  


   


.                      (5) 

Отсюда получаем следующее выражение для 
единственного неравного нулю компонента симмет-
ричной части тензора кривизны как 

2

2

1

2
xy yx

w

x
 


  


.         (6) 

Определяющие соотношения при наличии темпе-
ратурного поля для неравного нулю компонента де-
виаторной части тензора момента высшего порядка 
имеет вид:  

2 ,xy xym l                               (7) 

где l – материальный размерно-зависимый параметр 
длины. Размерно-зависимый параметр – это констан-
та, определяющая физические свойства материала, 
полученная экспериментальным путем. Эта константа 
появляется в математической модели, если материал 
рассматривается как континуум Коссера со стеснен-
ным вращением частиц. Вместе с модулем Юнга и 
коэффициентом Пуассона показывает связь между 
компонентами тензора изгиба кручения и компонен-
тами тензора моментов высших порядков. 

Из уравнений (2) и (3)–(7) может быть записана 
энергия деформации U  неоднородной нанобалки как 
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(8)

 

где A – площадь поперечного сечения балки, нор-
мальная результирующая сила N, изгибающий мо-
мент M и момент высшего порядка Y имеют вид: 
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   (9) 

Кинетическая энергия балки K определяется вы-
ражением: 
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(10) 

Компоненты жесткости и инерционные члены в 
уравнениях (9) и (10) определяются как 

   

 

2

1 2 3
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4 0 1 2

, , 2 (1, , ) ,
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. 

Вариация работы W произведенной внешней 

силой q  имеет вид: 

0

.

L

W q wdx  

   

(11) 

Уравнения движения неоднородной размерно-
зависимой балки Эйлера–Бернулли могут быть выве-
дены из принципа Гамильтона  

 
0

0.

t

K U W dt          (12) 

Подставляя (8), (10) и (11) в (12) и интегрируя по 
частям, получим разрешающие уравнения движения 
гибких неоднородных нанобалок с учетом упрощений 
и стационарного температурного поля, аддитивного 
белого шума и поперечной знакопеременной нагрузки:  
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– нелинейные слагаемые, 
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Температурное поле не задается, а определяется из 
решения уравнений теплопроводности 

2 2

2 2
( , )t

T T
f x z

x z

  

  
       

(14) 

с соответствующими краевыми условиями 1-го, 2-го, 
3-го рода. 

Для решения уравнения (14) применим метод ва-
риационных итераций [38, 39] и его модификацию. 
Представим решение в виде T(x,y) = X(x)‧Y(y). В каче-
стве начального приближения одну из функций зада-
дим произвольным образом, не удовлетворяя краевым 
условиям теплопроводности, и далее применим проце-
дуру Бубнова–Галеркина в форме Л.В. Канторовича 
[40] и получим обыкновенные дифференциальные 
уравнения второго порядка, которые позволяют по-
лучить аналитическое решение, удовлетворив одному 
из краевых условий 1–3-го рода. Теперь полученное 
решение считается заданным, и строится процедура 
Бубнова–Галеркина в форме Канторовича уже по 
другой координате и т. д. Этот итерационный процесс 
очень быстро сходится и позволяет получить анали-
тическое решение уравнения теплопроводности  (14). 
Такую же процедуру метода вариационных итераций 
можно применить для трехмерного уравнения тепло-
проводности. Теория такого подхода была разработа-
на в [39]. 

В качестве примера рассмотрим прямоугольную в 
поперечном сечении (b=1) балку с граничными усло-
виями – жесткое защемление с обоих концов:  
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с начальными условиями:  
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с краевыми условиями для уравнения теплопроводности: 
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где t – время; w, u – прогиб и функция перемещения 
по 0x соответственно; h – толщина нанобалки; q – 
параметр внешней равномерно распределенной 
нагрузки; ρ – плотность материала; а – длина балки; 
l – размерно-зависимый параметр; T – температура; 

      (
      )

           
    )  – белый шум – это 

обобщѐнный стационарный случайный процесс X(t) с 
постоянной спектральной плотностью. 

Для учета физической нелинейности материала 
балок применяются деформационная теория пластич-
ности и метод переменных параметров упругости. 
Согласно этому методу модуль упругости и коэффи-
циент Пуассона связаны с модулями сдвига и дефор-
мации следующими соотношениями: 

9
.

3

KG
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Объемная деформация K считается постоянной и 
равной 1,94G0. В деформационной теории модуль 
сдвига определяется по формуле 

( )1
.

3

i i

i

e
G

e


                      (16) 

Диаграмма деформирования материала балок мо-
жет иметь произвольный вид. В данной работе рас-
сматривается чистый алюминий: 

     *     ( 
  

  
)+.  (17) 

Интенсивность деформаций определяется выра-
жением 

2
2
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3 3 2
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        (18) 

Здесь учтено, что составляющая ezz находится из 

условия плоского напряженного состояния (zz = 0): 

.
1

zz xx

υ
e e

υ
 

  

Закон изменения нагрузки во времени и вдоль оси 
балки может быть произвольным. 

Метод решения уравнений движения 

Для решения системы нелинейных дифференци-
альных уравнений в частных производных (16) ис-
пользуется следующий алгоритм: 
1. Сведение к задаче Коши осуществляется методом 

конечных разностей второго порядка точности по 
пространственной координате x. 
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2. Решение задачи Коши по времени методом Ньюмарка. 
На каждом шаге по времени в точках nx, nz ∈ Ω (здесь 
nx, nz – количество точек, на которое разбивается 
область Ω) вычисляется интенсивность деформа-
ций (18), интенсивность напряжений (17) опреде-
ляется модуль упругости (15) и модуль сдвига (16) 
при известных значениях прогиба w и перемеще-
ния u. Вычисляются переменные коэффициенты 
по толщине и длине, определенные интегралы для 

         вычисляются по формуле Симпсона. Так 
как шаг по времени очень мал, то строить итера-
ционную процедуру переменных параметров 
упругости не следует. Для стационарных задач на 
каждом уровне нагрузки следует проводить ите-
рационный процесс параметров упругости. Чис-
ленный эксперимент это подтвердил.  

Численный эксперимент 

Приведем результаты численного исследования 
чувствительного элемента акселерометра для измере-
ния параметров буровых скважин в виде геометриче-

ски и физической нелинейной жестко защемленной 
нанобалки, находящейся в температурном поле, к 
которой приложена знакопеременная и шумовая 
нагрузка. Здесь      – частота линейных собствен-

ных колебаний. Рассмотрена балка со следующими 
геометрическими и физическими параметрами: длина 
a=400 нм, толщина h=4 нм, l=0; 0,3; 0,5 нм. Были рас-
смотрены следующие случаи:  
1) балка находится под действием знакопеременной 

нагрузки (рис. 2, а);  
2) балка находится в аддитивном белом шуме и под 

действием знакопеременной нагрузки (рис. 2, b);  
3) балка находится в температурном поле и под дей-

ствием знакопеременной поперечной нагрузки 
(рис. 2, c);  

4) балка находится в температурном поле, аддитив-
ном белом шуме и под действием знакоперемен-
ной поперечной нагрузки (рис. 2, d).  

 

 

          
а b 

 

             
с d 

Условные обозначения 

 Гармонические колебания на частоте     Колебания на двух независимых частотах 

 Гармонические колебания на частоте 
  

  
  Колебания на двух независимых частотах  

и их линейных комбинациях 
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 Хаос 

Рис. 2  Шкалы характера колебаний и зависимости максимального прогиба в центре балки от амплитуды нагрузки 

       ): a) температура Т = 0  , интенсивность шума     ; b) температура Т = 0  , интенсивность 

шума     ; c) температура Т = 100  , интенсивность шума     ; d) температура Т = 100  , интен-

сивность шума      

Fig. 2.  Scales of the nature of oscillations and dependences of the maximum deflection on the amplitude of the load 

       ) a) temperature Т = 0  , noise intensity     ; b) temperature Т = 0  , noise intensity     ; c) tem-

perature Т = 100  , noise intensity     ; d) temperature Т = 100  , noise intensity      

При решении задач анализировались сигналы, фа-
зовые портреты, сечение Пуанкаре, автокорреляци-
онная функция, Фурье-спектр, знак старшего показа-
теля Ляпунова во времени для каждой из балок в за-
висимости от величины размерно-зависимого пара-
метра. На рис. 2 приведены шкалы характера колеба-
ний и зависимости максимального прогиба от ампли-
туды нагрузки в центре балки        ) для некото-
рых значений размерно-зависимого параметра 
            (при     без учета наноструктуры, 
          – учитывается наноструктура). Анализ 
численных результатов показал, что температурное и 
шумовое поле увеличивает области хаотических ко-
лебаний, зоны удвоения периода и колебаний на двух 
независимых частотах для упругих, изотропных, но 
неоднородных балок. С увеличением размерно-
зависимого параметра увеличиваются зоны гармони-
ческих колебаний. При     переход от гармониче-
ских колебаний к хаотическим происходит по сцена-
рию Рюэля–Такенса–Ньюхауза, т. е. появляется неза-
висимая частота и линейные комбинации частоты 
возбуждения. При           хаотические колебания 
до             кгс нм  отсутсвуют, в то время 
как для     такого не наблюдается. 

Заключение 

Построена математическая модель нелинейной 
динамики чувствительных элементов акселерометра 
для измерения параметров буровых скважин. Прове-
дены численные эксперименты для чувствительных 

элементов наноэлектромеханических систем, которые 
могут рассматриваться как гибкие упругие изотроп-
ные, но неоднородные нанобалки, находящиеся в 
стационарном температурном поле, под действием 
поперечной знакопеременной нагрузки и аддитивного 
белого шума. Математическая модель представляет 
собой систему дифференциальных уравнений в част-
ных производных высокого порядка и высокой нели-
нейности. Проведен анализ устойчивости решения 
полученной системы дифференциальных уравнений, 
определен сценарии перехода от гармонических ко-
лебаний исследуемого объекта к хаотическому (сце-
нарий Рюэля–Такенса–Ньюхауза). 

Выявлено, что температурное и шумовое поля 
уменьшают нагрузку, при которой происходит пере-
ход в хаотическое состояние системы. Это суще-
ственно, если расчетная модель элемента прибора 
адекватно отражает условия его работы (т. е. учет 
неоднородности материала и физической нелинейно-
сти). Это указывает на то, что выбор расчетной схемы 
при расчете приборов НЭМС, применяемых в геораз-
ведке, чрезвычайно важен. Уменьшение чувствитель-
ного элемента прибора до наноразмера (учет размер-
но-зависимого параметра l в математической модели) 
приводит к увеличению зон гармонических колеба-
ний и, как следствие, к стабильной работе и долго-
вечности работы прибора. 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта 
РНФ № 19-19-00215. 
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The research relevance. Nanoelectromechanical systems, being highly sensitive sensors with small dimensions and reliable in operation, 
are increasingly used in the oil and gas industry for monitoring various processes in oil production, from exploration to enhanced oil reco-
very, as well as in well drilling, cleaning, fractionation and processing before decommissioning. One application example of nanoelectro-
mechanical systems is seismic exploration. The use of nanoelectromechanical systems offers improved performance in addition to signifi-
cant cost and time savings for a wide range of oil and gas industry technologies. With continuous monitoring capabilities, these technolo-
gies can become the foundation of smart deposits. 
The main aim of the research is a construction of a mathematical model that most closely describes the sensitive element nonlinear dy-
namics of a nanoelectromechanical sensor under an alternating load action. For this, it is necessary to take into account the most common 
kinematic hypotheses, scale effects using the modified couple stress theory of elasticity, the nonlinear relationship between stresses and 
strains, the material inhomogeneity, noise and thermal fields. And also to examine the complex nonlinear oscillations nature and identify 
patterns of transition from harmonic to chaotic.  
Objects: geometrically and physically nonlinear nanobeam, described by the kinematic model of the first approximation, which is affected 
by a uniformly distributed alternating transverse load with a harmonic component, the temperature field and additive external noise. 
Methods: variation methods, a second-order finite difference method for reducing the system of nonlinear partial differential equations to 
the Cauchy problem, the Newmark method for solving the Cauchy problem, the Birger method of variable elasticity parameters for solving 
a physically non-linear problem, the variation iteration method for obtaining an analytical solution of the two-dimensional heat equation. 
Results. The variation iterations method is used to obtain an analytical solution of thermal conductivity. An oscillations mathematical model for 
the sensitive element of the nanoelectromechanical sensor in the form of a size-dependent beam, on which a uniformly distributed transverse 
load with a harmonic component acts, is constructed. In addition to the variable load, the influence of the temperature field and additive external 
noise exposure were taken into account. The geometric nonlinearity is accepted according to Theodore von Karman theory (the relationship 
between deformations and displacements). To take into account the physical nonlinearity of the beam material, the deformation plasticity theory 
and the method of variable elasticity parameters are used. The motion equations of a mechanical system element, as well as the correspond-
ing boundary and initial conditions, are derived from the Ostrogradsky–Hamilton principle based on a modified moment theory taking into ac-
count the Euler–Bernoulli hypothesis. It was revealed that the temperature and noise fields reduce the load at which the transition to the chaotic 
state of the system occurs. The transition from harmonic to chaotic oscillations occurs according to Ruelle–Takens–Newhouse scenario. 

 

Key words: 
Euler–Bernoulli nanobeam, nanoelectromechanical system, accelerometer for measuring borehole parameters,  
temperature and noise fields, modified couple stress theory of elasticity, finite difference and Newmark methods,  
chaotic oscillations of a nanoelectromechanical system. 
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