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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü. Êîìáèíàòîðíàÿ ãåíåðàöèÿ � ýòî íàó÷íîå íàïðàâëåíèå,íàõîäÿùååñÿ íà ñòûêå êîìáèíàòîðèêè, èíôîðìàòèêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè ýëåìåí-òîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî � ýòî êîíå÷íîå ìíî-æåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî èìåþò íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó è èìååòñÿ ïðîöåäóðàïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðèìåðàìè òàêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþò-ñÿ ïåðåñòàíîâêè, ñî÷åòàíèÿ, ðàçìåùåíèÿ, êîìïîçèöèè, ðàçëîæåíèÿ, ðàçáèå-íèÿ, ãðàôû è äåðåâüÿ, âûðàæåíèÿ ÿçûêîâ, çàäàííûõ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìèãðàììàòèêàìè è ò.ä. Èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðàçâèòèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ äàåòÄ. Êíóò â 4 òîìå ¾Èñêóññòâî ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿. Îäíàêî, êëàññèôèêàöèÿàëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè è îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. Òàêóþêëàññèôèêàöèþ ïðèâîäèò Ô. Ðàñêè â ðàáîòå ¾Êîìáèíàòîðíàÿ ãåíåðàöèÿ¿.Îí âûäåëÿåò 4 êëàññà àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè: ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ãåíåðàöèÿâñåõ ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà; íóìåðàöèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ êîì-áèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà; ãåíåðàöèÿ ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà âñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåññîì íóìåðàöèè; ñëó÷àéíàÿ ãåíåðàöèÿ ýëåìåíòà êîìáè-íàòîðíîãî ìíîæåñòâà (random selection). Àëãîðèòìû ïîñëåäîâàòåëüíîé ãå-íåðàöèè êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ íàèáîëåå èçó÷åíû. Îáîáùåííàÿ ñõåìà èõðàáîòû ñëåäóþùàÿ: óñòàíîâêà íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà êîìáèíàòîðíîãî ìíîæå-ñòâà; îðãàíèçàöèÿ öèêëà, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ âûâîä ñëåäóþùåãî ýëå-ìåíòà êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà èëè åãî êîíñòðóèðîâàíèå èç äàííîãî. Ýòîòïðîöåññ ìîæíî ðåàëèçîâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá ïðåäïîëàãàåòðåàëèçàöèþ ïðîöåäóðû ãåíåðàöèè êàê êîíòåéíåðà, ò.å. äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâäàííîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà âûçûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ïðîöå-äóðà. Îáû÷íî òàêîé ìåõàíèçì ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ïðîöåäóðû ïîä íàçâàíè-åì ForEach. Âòîðîé ñïîñîá ïîäðàçóìåâàåò ðåàëèçàöèþ ïðîöåäóð ãåíåðàöèèFirst è Next. Ïðîöåäóðà First îáåñïå÷èâàåò óñòàíîâêó íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà.Ïðîöåäóðà Next ãåíåðèðóåò ñëåäóþùèé ýëåìåíò. Íóìåðàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿêàê ïðîöåññ óïîðÿäî÷åíèÿ ìíîæåñòâà êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ. Åñëè íåêî-òîðîå êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åíî, òî íîìåð ïîçèöèè íåêîòîðîãîýëåìåíòà â ýòîì óïîðÿäî÷åíèè áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì (rank).Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì èëè ïðîöåäóðó îáû÷íî íàçûâàþò Rank. Ïðîöåññãåíåðàöèè êîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà (unranking) ïî åãî íîìåðó (ðàíãó) ÿâëÿåò-ñÿ îáðàòíûì ïðîöåññó íóìåðàöèè. Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì èëè ïðîöåäóðóíàçûâàþò Generate. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ æåëàòåëüíî íàëè÷èå àëãîðèòìà ãå-íåðàöèè ñî ñëó÷àéíûì âûáîðîì (random selection), êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüîáúåêòîâ íå óïîðÿäî÷åíà èëè íå òðåáóåòñÿ âñå êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî. Ìå-òîäû è àëãîðèòìû êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè ïðèîáðåòàþò âàæíîå íàó÷íîå èïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå â ñëåäóþùèõ îòðàñëÿõ: â ïðîãðàììèðîâàíèè, â ïðî-3



Ðèñ. 1. Îñíîâíàÿ ñõåìà àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíûõìíîæåñòâåêòèðîâàíèè èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è áàç äàííûõ, â òåîðèè êîäèðîâàíèÿè ñæàòèÿ èíôîðìàöèè, â õèìèè, ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõñòðóêòóð, â áèîëîãèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÄÍÊ-ñòðóêòóð. Â îáùåì ñëó÷àå,äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîöåäóð ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâàíåîáõîäèìî çàäàòü áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
Generate : Nm → Am,ãäå Nm � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; Am � êîìáèíàòîðíîåìíîæåñòâî. Òîãäà îáðàòíîå îòîáðàæåíèå çàäàåò ïðîöåäóðó íóìåðàöèè:

Rank : Am → Nm.Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû îñíîâíûå ýëåìåíòû è ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ àëãîðèòìîâGenerate è Rank. Àëãîðèòì Generate íà îñíîâàíèè ÷èñëà num ∈ Nm è íåêî-òîðîãî îïèñàíèÿ D ñîçäàåò ýëåìåíò a ∈ Am. Àëãîðèòì Rank ïðîèçâîäèò îá-ðàòíîå äåéñòâèå íà îñíîâàíèè a ∈ Am è íåêîòîðîãî îïèñàíèÿ D, ôîðìèðóåòíîìåð num ∈ Nm.Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè êîìáèíàòîðíûõìíîæåñòâ ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå è çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî ðàññìàòðèâàåìîãîêîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî ïî-ÿâèëèñü ìåòîäû, ïðåòåíäóþùèå íà íåêîòîðóþ óíèâåðñàëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ.Òàê, Ý.Ðåíãîëüä, Þ.Íèâåðãåëüò, Í.Äåî äëÿ ãåíåðàöèè êîìáèíàòîðíûõ îáúåê-òîâ ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïîèñêå ñ âîçâðàùåíèåì(backtracking), äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîãî ìåòîäà ïðåäëîæåíî Ä.Êðåõåðîìè Ä.Ñòèíñîíîì â ðàáîòå ¾Combinatorial Algorithm: Generation, Enumerationand Search¿. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè âñåõ îáúåêòîâ.Äðóãèì ìåòîäîì, ïðåòåíäóþùèì íà íåêîòîðóþ óíèâåðñàëüíîñòü, ÿâëÿåò-ñÿ ìåòîä ECO (Enumeration Combinatorial Object), ïðåäëîæåííûé Áàðãóò÷÷è,4



Äåë Ëóíãî, Ïåðãîëà è Ïèíçàíè, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò èñïîëüçîâàíèå ñëå-äóþùèõ ðåêóðñèâíûõ ïðàâèë:1) êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû ðàçìåðà n + 1 ñòðîÿòñÿ èç îáúåêòà n-ãî ðàçìåðà;2) êàæäûé îáúåêò n + 1 ðàçìåðà èìååò îäíîãî ðîäèòåëÿ n-ãî ðàçìåðà.Ïî ýòèì ïðàâèëàì ñòðîèòñÿ ãåíåðèðóþùåå äåðåâî, â óçëàõ êîòîðîãî çàïèñàíî÷èñëî îáúåêòîâ. Äàííûé ìåòîä õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ äëÿ ïåðå÷èñëå-íèÿ áîëüøîãî ÷èñëà êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ. Äëÿ ãåíåðàöèè êîìáèíàòîð-íûõ îáúåêòîâ èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ ïåðåõîäà îò îáúåêòà ðàçìåðîì n ê îáúåêòóðàçìåðîì n + 1. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíå-ðàöèè íåêîòîðûõ êëàññîâ ïîëèìèíî. ×èñëî óçëîâ â äåðåâå ïðîïîðöèîíàëüíî÷èñëó êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Ô. Ôëàæîëåòîì, Á. Êàò-ñåìåì è Ï. Öèììåðàìàíîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè ýëåìåíòîâêîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ñî ñëó÷àéíûì âûáîðîì, êîòîðûé áûë ðàçâèò Ê.Ìàðòèíåö è Õ. Ìóëèíåðî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé ãå-íåðàöèè, íóìåðàöèè è ãåíåðàöèè ïî íîìåðó. Ýòîò ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà ïî-ñòðîåíèè ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè, îïèñûâàþùèìèìîùíîñòè êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ è íåêîòîðûìè îïåðàöèÿìè, îïðåäåëåí-íûìè íàä ýòèìè ìíîæåñòâàìè. Êðîìå èçâåñòíûõ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè
+ è × ââîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûå îïåðàöèè Seq, Set, PSet, Circle. Íàïðèìåð,îïåðàöèÿ Seq ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Seq(A) = ε + A + (A × A) + (A × A × A) + . . .Åñëè ìíîæåñòâî A êîíå÷íî äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ Seq(A), òî ìîæíîçàäàòü àëãîðèòìû êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè. Îñíîâíûå íåäîñòàòêè äàííîãîìåòîäà:1. Íåâîçìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ êîìáè-íàòîðíîé ãåíåðàöèè, åñëè íåò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.2. Åñëè ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èìååòñÿ, òî åå íàäî âûðàçèòü â òåðìèíàõ îïå-ðàöèé {+,×, Seq, Set, Pset}, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé.3. Íå ó÷èòûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûé õàðàêòåð êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà.Âî ìíîãèõ àëãîðèòìàõ ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâîïèñàíèå D íîñèò ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð, ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ íà îñíîâå íåêîòîðûõ äîïóùåíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ äàííîãî êîìáèíà-òîðíîãî ìíîæåñòâà èëè êëàññà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ è ïîñëå ïîñòðîåíèÿàëãîðèòìà äîêàçàòåëüñòâî åãî ýôôåêòèâíîñòè. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîð-íîé ãåíåðàöèè.Öåëè è çàäà÷è. Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðà-áîòêà ìåòîäîëîãèè ïðîåêòèðîâàíèÿ è àíàëèçà àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè è íóìå-ðàöèè êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, ïðèìåíåíèå åå äëÿ ðàçðàáîòêè è èññëåäî-5



âàíèÿ øèðîêîãî êëàññà àëãîðèòìîâ, ñîçäàíèå óíèâåðñàëüíîãî ïðîãðàììíîãîîáåñïå÷åíèÿ è ïðèìåíåíèÿ åãî â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàììíûõ ñèñòå-ìàõ.Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè è ìåòîäû ïðîåêòèðîâàíèÿ èàíàëèçà àëãîðèòìîâ.Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè è ìåòîäû ïðîåêòèðîâàíèÿ èàíàëèçà àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèèäåðåâüåâ È/ÈËÈ.Îñíîâíûå çàäà÷è:1. Îáîñíîâàòü è ñîçäàòü ìåòîäîëîãèþ ïðîåêòèðîâàíèÿ è àíàëèçà àëãîðèò-ìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè ñ ïðèìåíåíèåì äåðåâüåâ È/ÈËÈ.2. Ðàçðàáîòàòü ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãî-ðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè, íóìåðàöèè è ãåíåðàöèè ïî íîìåðó ýëå-ìåíòîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.3. Ïðèìåíèòü ïðåäëîæåííûå ìåòîäû äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõìíîæåñòâ è ïîëó÷èòü íîâûå àëãîðèòìû ãåíåðàöèè äëÿ ñî÷åòàíèé, ïåðåñòàíî-âîê, ðàçáèåíèé, êîìïîçèöèé, ðàçëîæåíèé.4. Ïîñòðîèòü íîâûå àëãîðèòìû êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè äëÿ ìíîæåñòâ,îïèñûâàåìûõ ôîðìóëàìè Ôèáîíà÷÷è, Ñèëüâåñòðà, Ñòèðëèíãà, Êàòàëàíà.5. Ñîçäàòü íîâûå àëãîðèòìû êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè äåðå-âüåâ è âûðàæåíèé ÿçûêîâ, çàäàííûõ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè ãðàììàòèêàìè.6. Ðàçðàáîòàòü óíèâåðñàëüíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ èññëåäîâà-íèÿ è ïðîåêòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè è áèáëèîòåêóøàáëîíîâ êëàññîâ äëÿ ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè.7. Ñîçäàòü è âíåäðèòü ïðèêëàäíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ:� èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, îñíîâàííûõ íà ðåëÿöèîííûõ áàçàõ äàííûõ;� ñèñòåì èäåíòèôèêàöèè è ïðîñëåæèâàåìîñòè èçäåëèé;� ñèñòåì ïîñòðîåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ãåíåðàòîðîâ òåñòîâûõ çàäàíèé;� àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè èáåçíàëè÷íûìè ðàñ÷åòàìè çà íåôòåïðîäóêòû ñ ïðèìåíåíèåì ìàãíèòíûõ, ýëåê-òðîííûõ è ñìàðò-êàðò.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ìåòîäû òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé è àëãî-ðèòìîâ, êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà è òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè ãðàôîâ, òåîðèè ñèí-òàêñè÷åñêîãî àíàëèçà. Ìåòîäû è ñðåäñòâà ñîçäàíèÿ ñèñòåìíîãî ïðîãðàììíîãîîáåñïå÷åíèÿ è îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Íàó÷íàÿ íîâèçíà1. Ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ìåòîäîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîéãåíåðàöèè, îñíîâàííàÿ íà ïðèìåíåíèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ.2. Âïåðâûå ïîëó÷åíî:1) Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ èìååòñÿ ñõå-ìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè ïîñòðîåíèÿ äåðåâà È/ÈËÈ, òî ñóùåñòâóåò ðå-6



êóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû {N, +,×, R}, âû÷èñëÿþùàÿ ìîùíîñòü äàííîãîìíîæåñòâà.2) Åñëè ìîùíîñòü êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà çàäàíà â âèäå ôóíêöèè f(n)àëãåáðû {N, +,×, R}, òî äëÿ òàêîãî ìíîæåñòâà ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòðîèòüàëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè è àëãîðèòìû ãåíåðàöèè ýëåìåíòà ïîíîìåðó è íóìåðàöèè ýëåìåíòà.3. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè ýëåìåíòîâ êîì-áèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ðàçðàáîòàí íîâûé ôîðìàëèçì â âèäå àâòîìàòà, ïðåä-ñòàâëÿþùåãî ÷åòâåðêó {B, N, PFirst, PNext}, ãäå B- íà÷àëüíûé ìàãàçèííûéñèìâîë, N - ìíîæåñòâî ìàãàçèííûõ ñèìâîëîâ; ïðàâèëà PFirst äëÿ îïåðàöèèFirst, ïðàâèëà PNext äëÿ îïåðàöèè Next. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àâ-òîìàòà ïî ñõåìå ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ, ïîëó÷åíî âûðà-æåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîéãåíåðàöèè.4. Âïåðâûå ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîçèöèé è ðàçáèå-íèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷àñòè, çàïèñàíû îðèãèíàëüíûåïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè è ôîðìóëû äëÿ êîìïîçèöèé è ðàçáèåíèé, ïîñòðîåí èèññëåäîâàí òðåóãîëüíèê ðàçáèåíèé, ðàçðàáîòàíû è èññëåäîâàíû àëãîðèòìûãåíåðàöèè è íóìåðàöèè êîìïîçèöèé è ðàçáèåíèé.5. Ðàçâèò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñçàäàííûì ÷èñëîì óçëîâ, îñíîâàííûé íà ïðîöåäóðå ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ. Ïî-ëó÷åíû îðèãèíàëüíûå ôóíêöèè è àëãîðèòìû ãåíåðàöèè t-àðíûõ äåðåâüåâ,óïîðÿäî÷åííûõ è íåóïîðÿäî÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ, äåðåâüåâ Êåìïà.6. Ñîçäàíû îðèãèíàëüíûå àëãîðèòìû ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè êîìáèíàòîð-íûõ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ôîðìóëîé Ñèëüâåñòðà è âûðàæåíèé ÿçûêîâ, çàäàí-íûõ îäíîçíà÷íûìè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè ãðàììàòèêàìè.Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäîëîãèÿ ïðîåêòèðîâà-íèÿ è àíàëèçà àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè ñ ïðèìåíåíèåì äåðå-âüåâ È/ÈËÈ, ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû è ïðîãðàììû êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèèîáåñïå÷èâàþò:1. Ðåøåíèå çàäà÷è ãëîáàëüíîé íóìåðàöèè. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïðåäìåòíîéîáëàñòè ñòðîèòñÿ äåðåâî È/ÈËÈ, òî êàæäûé îáúåêò èç äàííîé ïðåäìåòíîéîáëàñòè íóìåðóåòñÿ è ïî äàííîìó íîìåðó ïîëó÷àåòñÿ îäíîçíà÷íîå îïèñàíèå.2. Ðåøåíèå çàäà÷ êîäèðîâàíèÿ. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâñòðîèòñÿ äåðåâî È/ÈËÈ, òî àëãîðèòì Rank áóäåò êîäèðîâàòü îáúåêò, à àëãî-ðèòì Generate - äåêîäèðîâàòü.3. Ðåøåíèå çàäà÷ ñæàòèÿ èíôîðìàöèè. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îáú-åêòîâ ïîñòðîèòü äåðåâî È/ÈËÈ, òî àëãîðèòì Rank áóäåò ïðîèçâîäèòü ñæàòèåîáúåêòà, à àëãîðèòì Generate - âîññòàíàâëèâàòü îáúåêò. Ïðè÷åì, åñëè ïðèïåðåäà÷å îáúåêòîâ ïî êàíàëàì ñâÿçè ñàìî äåðåâî È/ÈËÈ íå ïåðåäàâàòü (ò.å.äåðåâî È/ÈËÈ èìååòñÿ íà ñòîðîíå ïðèåìíèêà è íà ñòîðîíå ïåðåäàò÷èêà), òî7



ìîæíî ïîëó÷èòü óìåíüøåíèå îáúåìîâ ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè.4. Ðåøåíèå çàäà÷ òåñòèðîâàíèÿ. Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ïî-ñòðîèòü äåðåâî È/ÈËÈ, òî ìîæíî, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Generate, ñòðîèòüòåñòîâûå âûáîðêè. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ çàäà÷ òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàìì ñíåêîòîðûì âõîäíûì ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûì ÿçûêîì.5. Ïîñòðîåíèå ìåõàíèçìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïåðåáîðíûõ çàäà÷ è ïåðå÷èñëå-íèÿ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà.6. Ðåøåíèå çàäà÷è ñòàíäàðòèçàöèè è êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëåíèÿ àëãîðèò-ìîâ ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îáúåêòîâ.7. Äëÿ ðåëÿöèîííûõ áàç äàííûõ:
• Êîäèðîâàòü áàçó äàííûõ, ðàçäåëèâ åå íà äâå ÷àñòè. Ïðè ýòîì çàïèñè òàá-ëèöû ðåëÿöèîííîé áàçû äàííûõ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íîìåðà âàðèàí-òîâ â äåðåâå È/ÈËÈ. Ñàìî äåðåâî È/ÈËÈ õðàíèò äîìåíû ñîîòâåòñòâóþùèõñòîëáöîâ òàáëèöû. Òàêèì îáðàçîì, òàêóþ áàçó äàííûõ ìîæíî áåçîïàñíî ïå-ðåíîñèòü îò îäíîãî èñòî÷íèêà ê äðóãîìó.
• Ñæèìàòü îáúåì áàçû äàííûõ. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ áóäåò èìåòüçíà÷åíèå 2 è áîëåå. Åùå áîëüøèé ýôôåêò áóäåò ïîëó÷åí, åñëè â êîìïüþòåðíîéñåòè òàáëèöà áàçû äàííûõ õðàíèòñÿ öåíòðàëèçîâàíî, à äîìåíû, ïðåäñòàâëåí-íûå äåðåâîì È/ÈËÈ, èìåþòñÿ ó êîíå÷íûõ ïîòðåáèòåëåé.Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó1. Äëÿ ëþáîé ðåêóðñèâíî-ïðèìèòèâíîé ôóíêöèè ìîæíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñõåìó ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâà òåðìà.2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ïîñòðîåíà ñõåìà ðåêóðñèâ-íîé êîìïîçèöèè èëè ïîëó÷åíî ôèêñèðîâàííîå äåðåâî È/ÈËÈ, òî îäíîçíà÷íîçàäàþòñÿ:1) àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìîùíîñòè äàííîãî ìíîæåñòâà;2) àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà;3) àëãîðèòì ãåíåðàöèè ýëåìåíòà ìíîæåñòâà ïî íîìåðó;4) àëãîðèòì íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà;5) àëãîðèòìû äëÿ èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðåäëîæåííûõàëãîðèòìîâ.3. Ðåêóððåíòíûå è çàêðûòûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé è êîìïîçèöèéíàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷àñòè λi > m. Âûðàæåíèÿ ïðîèç-âîäÿùèõ ôóíêöèé, òðåóãîëüíèê ðàçáèåíèé.4. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðîöåäóðå ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ äëÿ êîìïîçèöèé, ðàç-áèåíèé è ðàçëîæåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, îáåñïå÷èâàåò ïîñòðîåíèå àëãî-ðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè äëÿ êîðíåâûõ íåïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ.5. Äëÿ ëþáîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè ñ îäíîçíà÷íûì âûâîäîì âçàì-íîîäíîçíà÷íî ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðå-âüåâ È/ÈËÈ.Äîñòîâåðíîñòü. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòèãàåòñÿ äî-8



êàçàòåëüñòâîì òåîðåì è àíàëèòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè, ñðàâíåíèåì ñ ðåøåíè-ÿìè äðóãèõ àâòîðîâ, êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì, øèðîêèì âíåäðåíèåìðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû â ïðàêòèêó.Âíåäðåíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âíåäðåíû èèñïîëüçóþòñÿ:1. Íà ÎÀÎ ÒÏÎ ¾Êîíòóð¿, ïðè ñîçäàíèè ñèñòåìû èäåíòèôèêàöèè è ïðîñëå-æèâàåìîñòè èçäåëèé òåëåêîììóíèêàöèîííîé ìåõàíèêè è óçëîâ ñòðóêòóðíûõêàáåëüíûõ ñèñòåì.2. Íà ÇÀÎ ÍÏÔ ¾Ñèáíåôòåêàðò¿, ïðè ñîçäàíèè è òèðàæèðîâàíèè:� Àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññà-ìè è áåçíàëè÷íûìè ðàñ÷åòàìè íà àâòîçàïðàâî÷íûõ ñòàíöèÿõ è êîìïëåêñàõ¾Ñèáíåôòåêàðò-ÀÇÑ¿.� Àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû öåíòðàëèçîâàííîãî âåäåíèÿ è ïðîãðóçêèíà ÀÇÑ ñïðàâî÷íèêîâ òîâàðîâ è êîíòðàãåíòîâ, ïðèåìà, íàêîïëåíèÿ è îáðà-áîòêè ñìåííûõ îò÷åòîâ è ïðîòîêîëîâ ñ ÀÇÑ � ¾Ñèáíåôòåêàðò-Îôèñ¿.� Ïðîãðàììíî-àïïàðàòíîãî êîìïëåêñà ýìèññèè êàðò è ó÷åòà òðàíçàêöèéïðîöåññèíãîâîãî öåíòðà ¾Ñèáíåôòåêàðò-ÏÖ¿.3. Íà ÎÎÎ ÍÏÔ ¾Èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè¿ ïðè ðàçðàáîòêåàðõèâà óäîñòîâåðÿþùåãî öåíòðà.4. Â äèñòàíöèîííîé òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ: Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåí-íîãî óíèâåðñèòåòà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðàäèîýëåêòðîíèêè ïî 38 ñïåöèàëüíî-ñòÿì, â Êåìåðîâñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå ïèùåâîé ïðîìûøëåííîñòèïî òðåì ñïåöèàëüíîñòÿì, â Þãîðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî äâóìñïåöèàëüíîñòÿì. Ñèñòåìà ïðîâåäåíèÿ êîíòðîëüíûõ ðàáîò è ýêçàìåíîâ ïåðå-äàíà â îòðàñëåâîé ôîíä àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿÐîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñâèäåòåëüñòâî ðåãèñòðàöèè �3524). Èíñòðóìåíòàëü-íàÿ ñèñòåìà ¾Ôåÿ-3¿ ïåðåäàíà â îòðàñëåâîé ôîíä àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììÌèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñâèäåòåëüñòâî ðåãèñòðà-öèè �3510). Ïàêåò ãåíåðàòîðîâ ïî äèñöèïëèíå ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿ äëÿïðîâåäåíèÿ ýêçàìåíîâ ïåðåäàí â îòðàñëåâîé ôîíä àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììÌèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñâèäåòåëüñòâî ðåãèñòðà-öèè �3536).5. Â ó÷åáíîì ïðîöåññå Òîìñêîãî óíèâåðñèòåòà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ðàäèî-ýëåêòðîíèêè.Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, àíàëèòè÷åñêèå âû-ðàæåíèÿ, àëãîðèòìû, òåõíîëîãèè è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, èçëîæåííûå âäèññåðòàöèè, ðàçðàáîòàíû ëè÷íî àâòîðîì.Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-òàöèè áûëè äîëîæåíû íà ìåæäóíàðîäíûõ, âñåñîþçíûõ, âñåðîññèéñêèõ, ðå-ãèîíàëüíûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ. Â òîì ÷èñëå: íà Ìåæäóíàðîäíîéêîíôåðåíöèè ¾Application of the Conversion Research Results for International9



Cooperation, SIBCONVERS '99¿ Òîìñê, 1999; íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-öèè ¾Ãðàäîôîðìèðóþùèå òåõíîëîãèè XXI âåêà¿, Ìîñêâà, 2001; íà âòîðîéÌåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾2-ndWBLE Conference¿ 2001, Lund University,Øâåöèÿ; íà Ìåæäóíàðîäíîé ìåòîäè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Íîâûå èíôîðìà-öèîííûå òåõíîëîãèè â óíèâåðñèòåòñêîì îáðàçîâàíèè¿, Êåìåðîâî, 2002; íàÂñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ ñðåäà¿, Ìîñêâà,2002; íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, Íîâîñèáèðñê,2003; íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ðàçâèòèå ñè-ñòåìû îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèè XXI âåêà¿, Êðàñíîÿðñê, 2003; íà Ìåæäóíàðîä-íîì êîíãðåññå ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â îáðàçîâàíèè¿, 2003; íà Âñå-ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Òåëåìàòèêà¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2003; íà III Âñå-ðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè-âûñòàâêè ¾Åäèíàÿ îáðàçîâà-òåëüíàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ñðåäà: ïðîáëåìû è ïóòè ðàçâèòèÿ¿, Îìñê, 2004; íàÌåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Èííîâàöèîííûå òåõíî-ëîãèè îðãàíèçàöèè îáó÷åíèÿ â òåõíè÷åñêîì ÂÓÇå: íà ïóòè ê íîâîìó êà÷åñòâóîáðàçîâàíèÿ¿, Ïåíçà, 2004. íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé êîíôåðåí-öèè ¾Òåëåìàòèêà¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2007; íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè¾Îáðàçîâàíèå è âèðòóàëüíîñòü¿, ßëòà, 2007; íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè¾Ñèñòåìû àâòîìàòèçàöèè â îáðàçîâàíèè, íàóêå è ïðîèçâîäñòâå¿, Íîâîêóç-íåöê, 2007; íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Òåëåìàòèêà¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,2008; íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Êîñìîñ, àñòðîíîìèÿ è ïðî-ãðàììèðîâàíèå[Ëàâðîâñêèå ÷òåíèÿ]¿,Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2008; íà 9 Ñèáèðñêîéíàó÷íîé øêîëå-ñåìèíàðå ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Êîìïüþòåðíàÿ áåç-îïàñíîñòü è êðèïòîãðàôèÿ¿, Îìñê, 2009; íà ãîðîäñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìè-íàðå Ñèáèðñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà, Êðàñíîÿðñê, 2010.Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 104íàó÷íûõ ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå â ÷åòûðåõ ìîíîãðàôèÿõ, â ïÿòè ó÷åáíûõ ïîñî-áèÿõ è â 17 ñòàòüÿõ æóðíàëîâ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ äëÿ îïóáëèêîâàíèÿíàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê.Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 6 ãëàâ,çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, òðåõ ïðèëîæåíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòà-öèè ñîñòàâëÿåò 387 ñòðàíèöû, âêëþ÷àÿ 43 òàáëèö, 116 ðèñóíêîâ, áèáëèîãðà-ôè÷åñêèé ñïèñîê èç 130 íàèìåíîâàíèé, ïðèëîæåíèÿ (67 ñòð.)Ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð-ìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, ïîêàçàíàïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåíû âûíîñèìûåíà çàùèòó íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ.Â ïåðâîé ãëàâå ââåäåíû è ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ýëåìåíòû ïðåäëàãà-10



Ðèñ. 2. Ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâüåâåìîé ìåòîäîëîãèè: äåðåâî È/ÈËÈ, îïåðàöèÿ ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðå-âüåâ, âàðèàíò äåðåâà È/ÈËÈ.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ D = {di}n
i=1,â äåðåâå dj ∈ D èìååòñÿ m ëèñòüåâ, òîãäà îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè äåðåâüåâôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Â äåðåâå Dj k ëèñòüåâ (k ≤ m) çàìå-íÿþòñÿ êîðíÿìè äåðåâüåâ èç ìíîæåñòâà D. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íîâîåäåðåâî dr. Ýòà îïåðàöèÿ îáîçíà÷åíà êàê:

dr = Si1,i2,...,ik(dj, t1, ..., tk),ãäå tl ∈ D äëÿ âñåõ l = 1, k è i1, i2, . . . , ik - ìåòêè ëèñòüåâ äåðåâà dj. Äåðåâî
dr îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôèêñàöèåé ïàðàìåòðîâ j, i1, ..., ik, t1, ..., tk.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü D0 = {dg, dh} è dh èìååò íå ìåíåå m ëèñòüåâ, òîãäàñõåìîé ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâüåâ áóäåò

C(n) =

{

dg, n = 0,
Si1,i2,...,ik(dh, t1, . . . , tk), n > 0,

(1)ãäå k ≤ m, Dn = Dn−1 ∪ C(n − 1), tl ∈ Dn äëÿ l = 1, k. Ñõåìó ðåêóðñèâíîéêîìïîçèöèè C(n) óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ãðàôè÷åñêè(ñì. ðèñ. 2): íà ãðàôè÷å-ñêîì èçîáðàæåíèè äåðåâà dh âûäåëÿþòñÿ ëèñòüÿ, ê êîòîðûì ïðèñîåäèíÿþò-ñÿ äåðåâüÿ C(n − 1), èçîáðàæåííûå òðåóãîëüíèêàìè. C(0) ïðåäñòàâëÿåòñÿîòäåëüíûì èçîáðàæåíèåì, â êîòîðîì ïðåäñòàâëåíî äåðåâî dg. Åñëè â ñõåìåðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè îòñóòñòâóåò dg, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äåðåâî dgñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óçëà. Ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ îäíîçíà÷íî ïðåä-ñòàâëÿþòñÿ â âèäå K-äåðåâà (äåðåâî Êàíòàðîâè÷à, àáñòðàêòíîå ñèíòàêñè÷å-ñêîå äåðåâî), âî âíóòðåííèõ óçëàõ êîòîðîãî çàïèñàíû îïåðàöèè, à â ëèñòüÿõ� îïåðàíäû. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè dg è dh â ñõåìå ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè
C(n) ÿâëÿþòñÿ K-äåðåâüÿìè è ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì g(x1, x2, . . . , xm) �
m-ìåñòíàÿ, h(x1, x2, . . . , xm+2) � m + 2-ìåñòíàÿ â îïåðàòîðå ïðèìèòèâíîé ðå-êóðñèè R(g, h), òî ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè C(n) îäíîçíà÷íî çàäàåòðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ f(n).Îïðåäåëåíèå 3. Äåðåâî È/ÈËÈ � ýòî êîðíåâîå äåðåâî, ñîäåðæàùåå äâà òèïà11



Ðèñ. 3. Ïðèìåð äåðåâà È/ÈËÈ è âñåõ åãî âàðèàíòîâóçëà: È-óçåë è ÈËÈ-óçåë.Îïðåäåëåíèå 4. Âàðèàíòîì äåðåâà È/ÈËÈ íàçîâåì ïîääåðåâî, êîòîðîå ïî-ëó÷àåòñÿ èç çàäàííîãî ïóòåì îòñå÷åíèÿ âûõîäíûõ äóã êðîìå îäíîé ó âñåõÈËÈ-óçëîâ. Âàðèàíòîâ â äåðåâå È/ÈËÈ ìîæåò áûòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ïðèìåð äåðåâà È/ÈËÈ è âñåõ åãî âàðèàíòîâ. Ïîëó÷åíîñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà âàðèàíòîâ:
ωz =























nz
∑

i=1

ωz
i , äëÿ ÈËÈ-óçëà;

nz
∏

i=1

ωz
i , äëÿ È-óçëà;

1, äëÿ ëèñòà. (2)
ãäå z - ðàññìàòðèâàåìûé óçåë äåðåâà; {sz

i }nz

i=1 - ìíîæåñòâî ñûíîâåé óçëà z;
ωz � ÷èñëî âàðèàíòîâ äëÿ óçëà z. Ïîäñ÷èòàâ çíà÷åíèå ôóíêöèè äëÿ êîðíÿäåðåâà, ïîëó÷èì îáùåå ÷èñëî âàðèàíòîâ, èìåþùèõñÿ â äàííîì äåðåâå. Ïðèýòîì áóäåò ïîäñ÷èòàíî ÷èñëî âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîãî óçëà âñåãî äåðåâà. Òå-ïåðü, åñëè çàïèñàòü '1' âî âñå ëèñòüÿ äåðåâà È/ÈËÈ, '+' � âî âñå ÈËÈ-óçëû;'×' � âî âñå È-óçëû, òî ïîëó÷èòñÿ àáñòðàêòíîå ñèíòàêñè÷åñêîå äåðåâî, çíà÷å-íèå, êîòîðîãî áóäåò ðàâíî ÷èñëó âàðèàíòîâ â äåðåâå È/ÈËÈ. Òàêèì îáðàçîì,äåðåâüÿ È/ÈËÈ îäíîçíà÷íî ñòðîÿòñÿ äëÿ âûðàæåíèé àëãåáðû {1, +,×}. Çà-ïèøåì àëãåáðó A = {N, +,×, R}, ãäå N - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, R-îïåðàòîð ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Aìîæíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñõåìó ðåêóðñèâíîé êîì-ïîçèöèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ. Ïóñòü f íå ðåêóðñèâíà, òîãäà åå âûðàæåíèå ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå K-äåðåâà, ãäå âî âíóòðåííèõ óçëàõ çàïèñàíû îïåðàöèè '+'èëè '×', à ëèñòüÿ áóäóò ñîäåðæàòü ïåðåìåííûå èëè êîíñòàíòû. Ïðè ôèêñàöèèàðãóìåíòîâ ôóíêöèè f ïîëó÷èì, âñå êîíñòàíòû. Äàëåå, êàæäóþ êîíñòàíòó niïðåäñòàâëÿåì â âèäå ÈËÈ-óçëà, ó êîòîðîãî ðîâíî ni ëèñòüåâ, ïîëó÷èì äåðåâîÈ/ÈËÈ. Åñëè f ðåêóðñèâíà, òî äëÿ ôóíêöèé g è h ñòðîÿòñÿ äåðåâüÿ È/ÈËÈ12



Ðèñ. 4. Ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ äëÿ ôóíêöèè f(n+1) = 2f(n)+3

dg è dh è ïîëó÷àåì ñõåìó ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ. Ïðèôèêñàöèè àðãóìåíòîâ ôóíêöèè f , ïîëó÷àåòñÿ êîíêðåòíîå äåðåâî È/ÈËÈ,÷èñëî âàðèàíòîâ êîòîðîãî ðàâíî çíà÷åíèþ ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè. Ïðèìåðñõåìû ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè ïîêàçàí íà ðèñ. 4.Áûëè ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû First()/Next() äëÿ ãåíåðàöèè âàðèàíòîâ äå-ðåâà È/ÈËÈ, äëÿ ýòîãî áûë ðàçðàáîòàí ìåõàíèçì ñòåêîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿâàðèàíòà(ñì. ðèñ. 5). Ïåðâîíà÷àëüíî ñîçäàåòñÿ ãëàâíûé ñòåê, â êîòîðûé çàíî-ñèòñÿ êîðåíü äåðåâà. Îïåðàöèÿ First() îáåñïå÷èâàåò ïîñòðîåíèå ñàìîãî ëåâîãîâàðèàíòà è âûïîëíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:1) ðàññìàòðèâàåòñÿ óçåë â òåêóùåì ñòåêå;2) åñëè íà âåðøèíå òåêóùåãî ñòåêà íàõîäèòñÿ ÈËÈ-óçåë, òî åãî ñàìûé ëåâûéñûí çàíîñèòñÿ â ñòåê è âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ First äëÿ äàííîãî ñòåêà;3) åñëè íà âåðøèíå - È-óçåë, òî ñàìûé ëåâûé ñûí çàíîñèòñÿ â òåêóùèé ñòåê, àäëÿ îñòàëüíûõ ñûíîâåé ñîçäàþòñÿ íîâûå ñòåêè, è â êàæäûé èç íèõ çàíîñÿòñÿñûíîâüÿ È-óçëà, äëÿ âñåõ ñòåêîâ âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ First();4) åñëè íà âåðøèíå - ëèñò, òî äëÿ äàííîãî ñòåêà ïðîñìîòð çàêàí÷èâàåòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îïåðàöè First() ïîëó÷àåòñÿ ñàìûéëåâûé âàðèàíò â äåðåâå È/ÈËÈ, ïðè÷åì, â ãëàâíîì ñòåêå íàõîäèòñÿ ñàìûéëåâûé ïóòü îò êîðíÿ ê ëèñòó. Äëÿ âñåõ ïðàâûõ ñûíîâåé È-óçëîâ ñîçäàíûñîáñòâåííûå ñòåêè.Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ïðàâèëà äëÿ îïåðàöèè Next():1) ïåðâîíà÷àëüíî òåêóùèì ñòàíîâèòñÿ ãëàâíûé ñòåê;2) ðàññìàòðèâàåòñÿ óçåë íà âåðøèíå òåêóùåãî ñòåêà;3) åñëè óçåë ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì, òî óäàëÿåòñÿ èç ñòåêà, ïåðåõîä íà øàã 2;4) åñëè óçåë ÿâëÿåòñÿ ÈËÈ-óçëîì, òî, åñëè ó óäàëåííîãî óçëà èìååòñÿ ñîñåä-íèé áðàò ñïðàâà, òî îí ïîìåùàåòñÿ â ñòåê è âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ First(),âûõîä èç Next(). Åñëè óäàëåííûé áûë ïîñëåäíèì, òî èç ñòåêà óäàëÿåòñÿ äàí-íûé ÈËÈ-óçåë, ïðîèñõîäèò ïåðåõîä íà øàã 2;5) åñëè óçåë ÿâëÿåòñÿ È-óçëîì, òî äëÿ ñòåêîâ ïðàâûõ ñûíîâåé âûïîëíÿåòñÿ13



Ðèñ. 5. Ñòðóêòóðà ñòåêîâ äëÿ È-óçëà Z(S1, S2, . . . , Sk)îïåðàöèÿ Next, äî òåõ ïîð ïîêà íå áóäåò óñïåøíî âûïîëíåíà ýòà îïåðàöèÿ,åñëè îïåðàöèÿ Next âûïîëíèëàñü íåóäà÷íî (ñòåê ïóñò) äëÿ ñàìîãî ïðàâîãîñûíà, òî äàííûé È-óçåë óäàëÿåòñÿ èç ñòåêà è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä íà øàã 2,åñëè îïåðàöèÿ çàâåðøèëàñü óäà÷íî, òî äëÿ âñåõ ëåâûõ ñûíîâåé îòíîñèòåëüíîäàííîãî âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ First(), âûõîä èç Next();6) åñëè â ñòåêå ïóñòî, òî âñå âàðèàíòû ïîääåðåâà ïðîñìîòðåíû è âûïîëíÿåòñÿâîçâðàò, åñëè ýòî ãëàâíûé ñòåê, òî âñå âàðèàíòû äåðåâà ïðîñìîòðåíû, âûïîë-íÿåòñÿ çàâåðøåíèå.Äàííûå ïðàâèëà ôîðìàëèçîâàíû â âèäå àâòîìàòà ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðà-öèè âàðèàíòîâ: (B, ND, PFirst, PNext), ãäå ND- ìíîæåñòâî ìàãàçèííûõ ñèìâî-ëîâ; B - íà÷àëüíûé ìàãàçèííûé ñèìâîë; PFirst � ïðàâèëà äëÿ îïåðàöèè First;
PNext- ïðàâèëà äëÿ îïåðàöèè Next;Ìíîæåñòâîì ìàãàçèííûõ ñèìâîëîâ ND ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõóçëîâ äåðåâà È/ÈËÈ. Íà÷àëüíûì ìàãàçèííûì ñèìâîëîì B ∈ Nd ÿâëÿåòñÿêîðåíü äåðåâà. Ïðàâèëà PFirst îïèñûâàþò ïîðîæäåíèå ïåðâîãî âàðèàíòà äëÿêàæäîãî âíóòðåííåãî óçëà äåðåâà È/ÈËÈ. Äëÿ ÈËÈ óçëà ïðàâèëî ãëàñèò,÷òî åñëè íà âåðøèíå ìàãàçèíà çàïèñàí ÈËÈ-óçåë z(s1, s2, . . . , sk), òî â ìàãà-çèí ïîìåùàåòñÿ ëåâûé ñûí óçëà sz

1. Ýòî ïðàâèëî áóäåò çàïèñàíî ñëåäóþùèìîáðàçîì:
First(z) → First(sz

1).Äëÿ È-óçëà ïðàâèëî ãëàñèò, ÷òî åñëè íà âåðøèíå ìàãàçèíà çàïèñàí È-óçåë
z(s1, s − 2, .., sk), òî äëÿ âñåõ ñûíîâåé, êðîìå ñàìîãî ëåâîãî ñîçäàþòñÿ íîâûåñòåêè. Â ïåðâè÷íûé ñòåê çàíîñèòñÿ ëåâûé ñûí, âî âíîâü ñîçäàííûå ñòåêèçàíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñûíîâüÿ óçëà z. Âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ First äëÿâñåõ ñòåêîâ. Ýòî ïðàâèëî áóäåò çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: First(z) →
First(sz

1)First(sz
2) . . . F irst(sz

k).Ðàññìîòðåíû ïðàâèëà PNext. Äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè â ïðèìåíå-íèè ïðàâèë äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè Next çàäàí ïðåäèêàò Prev(s), êîòîðûéðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå ïðàâèëà, åñëè èç òåêóùåãî ñòåêà áûë óäàëåí ñèìâîë s.Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèè óäàëåíèÿ ñèìâîëà èç ñòåêà ââîäèòñÿ ñèìâîë pop.Òîãäà:1. Ïðàâèëà äëÿ ëèñòüåâ, åñëè â ñòåêå ëèñò äåðåâà, òî îí âûíèìàåòñÿ èç ñòåêà.14



Next(z)Prev(Nil) → pop2. Ïðàâèëà ÈËÈ-óçëà, ïðàâèëà çàìåíû
Next(z)Prev(sz

1) → First(sz
2)

Next(z)Prev(sz
2) → First(sz

3). . .
Next(z)Prev(sz

k−1) → First(sz
k)

Next(z)Prev(sz
k) → pop3. Ïðàâèëà äëÿ È-óçëà:

Next(z)Prev(sz
1) → First(sz

1)Next(sz
2)

Next(z)Prev(sz
2) → First(sz

1)First(sz
2)Next(sz

3). . .
Next(z)Prev(sz

k−1) → First(sz
1)First(sz

2) . . . F irst(sz
k−1)Next(sz

k)
Next(z)Prev(sz

k) → popÎïåðàöèÿ First ðåàëèçîâàíà â âèäå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìàalgorithm First(stack) begindo begin
z:=stack.top() { îïðåäåëÿåì ñèìâîë íà âåðøèíå ñòåêà}Rule(z,PFirst) {âûïîëíÿåì ïðàâèëî äëÿ óçëà z}endwhile(z<>leaf) {êîíåö åñëè íà âåðøèíå íàõîäèòñÿ ëèñò }endÎïåðàöèÿ Next ðåàëèçîâàíà â âèäå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìàalgorithm Next(stack)do {

z:=stack.top() { îïðåäåëÿåì ñèìâîë íà âåðøèíå ñòåêà }if z=leaf then { åñëè ýòî ëèñò }begin
stack.pop() {âûòàëêèâàåì åãî}
prev := z { óñòàíàâëèâàåì çíà÷åíèå prev }endelse begin { åñëè ýòî íå ëèñò }iRule=TNext[z,prev] { èùåì íîìåð ïðàâèëà ïî òàáëèöå }if Run(iRule) then { âûïîëíÿåì ýòî ïðàâèëî }return; { åñëè íàøëè ëèñò }endwhile(stack.size()>0)endÇàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè âàðè-àíòîâ áûëà ñâåäåíà ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà ñòåêîâûõ îïåðàöèé ïðè ãåíåðàöèè âñåõâàðèàíòîâ äëÿ äàííîãî äåðåâà È/ÈËÈ. Ïðè÷åì îïåðàöèÿ First ôîðìèðóåòñòåêîâîå ïðåäñòàâëåíèå ñàìîãî ëåâîãî âàðèàíòà. Îïåðàöèÿ Next ïðîèçâîäèò15



ôîðìèðîâàíèå ñëåäóþùåãî âàðèàíòà ïóòåì çàìåíû îäíîãî ïîääåðåâà âàðèàí-òà íà äðóãîå. Ïîñëå ãåíåðàöèè ïîñëåäíåãî âàðèàíòà îïåðàöèÿ Next âûòàëêè-âàåò âñå ýëåìåíòû èç âñåõ ñòåêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îïåðàöèé push è popïðè ãåíåðàöèè âñåõ âàðèàíòîâ áóäåò îäèíàêîâîå. Òîãäà îáùåå ÷èñëî îïåðàöèépush äëÿ äåðåâà È/ÈËÈ áóäåò ðàâíî:
Op(z) =











∑k
i=1 Op(si) + 1, äëÿ ÈËÈ-óçëà;

∑k−1
j=1 [Op(sj) ˙∏k

i=j+1ω(si)] + Op(sk) + 1, äëÿ È-óçëà;
1, äëÿ ëèñòà. (3)Åñëè äåðåâî È/ÈËÈ çàäàíî â âèäå ñõåìû ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè, òî ïà-ðàìåòð ðåêóðñèè n ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü óçëû ïðè ïîñòðîåíèè êîíêðåòíîãîäåðåâà. Åñëè â äåðåâå dh êîðåíü ïîìå÷åí êàê Z, òî ïðè ôèêñàöèè ïàðàìåòðà

n, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî óçëîâ {Zi}n
i=1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ìàãàçèí-íûõ ñèìâîëîâ ðàâíî ìíîæåñòâó |dh|n + |dg|. Íà÷àëüíûé ñèìâîë áóäåò Z[n].Ïðàâèëà First è Next áóäóò èìåòü ðåêóðñèâíóþ ñòðóêòóðó.Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ãåíåðàöèè âàðèàíòà ïî íîìåðó çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òî, çíàÿ íîìåð âàðèàíòà äëÿ çàäàííîãî óçëà z, ìîæíî ïåðåñ÷èòûâàòüýòîò íîìåð â íîìåðà âàðèàíòîâ äëÿ ïîääåðåâüåâ åãî ñûíîâåé, îñíîâûâàÿñüíà çíà÷åíèÿõ ωsz

i
. Àëãîðèòì ïåðåñ÷åòà äëÿ È-óçëà îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèèâûðàæåíèÿ

ωz =

nz
∏

i=1

ω
(z)
i ,è äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà lz , òàêîãî, ÷òî 0 ≤ lz < ωz, âîñïîëüçîâàâøèñü àëãî-ðèòìîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñëà lz â ÷èñëî ñî ñìåøàííîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ,â êîòîðîé îñíîâàíèÿìè ÿâëÿþòñÿ {ωz

i }nz

i=1, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ äëÿ íîìåðîââàðèàíòà li âñåõ ñûíîâåé È-óçëà z. Îòñþäà, ìåæäó ÷èñëîì lz è ìíîæåñòâîì
{li}nz

i=1 áóäåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Äëÿ ÈËÈ-óçëà îïðåäåëÿåòñÿíå òîëüêî íîìåð âàðèàíòà äëÿ ñûíà ls, íî è íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî ñûíà.Îñíîâûâàÿñü íà âûðàæåíèè ïîäñ÷åòà âàðèàíòîâ äëÿ ÈËÈ-óçëà, ìîæíî ïðåä-ëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì: èùåòñÿ èíòåðâàë, â êîòîðûé ïîïàäàåò lz.Åñëè lz < ω
(z)
1 , òî âûáèðàåòñÿ ïåðâûé ñûí ls := lz ;Åñëè lz < ω
(z)
1 + ω

(z)
2 , òî âûáèðàåòñÿ âòîðîé ñûí è ls := lz − ω

(z)
1...Åñëè lz <

∑k
i=1 ω

(z)
i , òî âûáèðàåòñÿ k-é ñûí è ls := lz −

∑k−1
i=1 ω

(z)
i .Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó lz è ïàðîé (k, lk) âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.Òîãäà àëãîðèòì ãåíåðàöèè âàðèàíòà ñëåäóþùèé:1. Â ñòåê ïîìåùàåòñÿ ïàðà (num, root): íîìåð âàðèàíòà è êîðåíü äåðåâà.2. Èç ñòåêà âûíèìàåòñÿ î÷åðåäíàÿ ïàðà (l, z).3. Åñëè z ýòî È-óçåë, òî âû÷èñëÿþòñÿ li äëÿ âñåõ ñûíîâåé si óçëà z, âñå ïàðû16



(li, si) çàíîñÿòñÿ â ñòåê, ïåðåõîä íà øàã 2.4. Åñëè z ýòî ÈËÈ-óçåë, òî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðà (lk, sk), çàíîñèòñÿ â ñòåê, ïåðå-õîä íà øàã 2.5. Åñëè z ëèñò, òî ïåðåõîä íà øàã 2.6. Åñëè ñòåê ïóñò, òî îñòàíîâ.Àëãîðèòì ãåíåðàöèè âàðèàíòà çàäàåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå Nn íà ìíîæå-ñòâî âàðèàíòîâ Wd äåðåâà È/ÈËÈ d.Äëÿ ñõåìû ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè àëãîðèòì ãåíåðàöèè âàðèàíòà íîñèòðåêóðñèâíûé õàðàêòåð è íå òðåáóåòñÿ ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ äåðåâà È/ÈËÈ. Ïðèýòîì:1) ÷èñëî âàðèàíòîâ äëÿ âñåõ óçëîâ â ñõåìå ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè âûðàæà-åòñÿ ÷åðåç ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ ω(n);2) ïîñêîëüêó äåðåâî È/ÈËÈ ñòðîèòñÿ èç äåðåâüåâ dh è dg, òî íåîáõîäèìîïîñòðîèòü àëãîðèòì GenerateVariant äëÿ ñëó÷àåâ dh è dg è çàïèñàòü ðåêóð-ñèâíûé àëãîðèòì. Àëãîðèòì íóìåðàöèè âàðèàíòà äåðåâà È/ÈËÈ ñëåäóþùèé.Ïðîèçâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå âàðèàíòà v ∈ V â äåðåâå d è âû÷èñëåíèå ñîîò-âåòñòâóþùåãî íîìåðà i. Àëãîðèòì ñîïîñòàâëåíèÿ ñëåäóþùèé:1. Â ñòåê sv çàíîñèì êîðåíü âàðèàíòà, â ñòåê sd çàíîñèì êîðåíü äåðåâà.2. Èç ñòåêà sv âûíèìàåì óçåë âàðèàíòà z è èùåì ýòîò óçåë â äåðåâå È/ÈËÈ.3. Åñëè ýòî ëèñò, òî íà øàã 2.4. Åñëè ýòî ÈËÈ-óçåë, òî íàõîäèì k-ãî ñûíà â äåðåâå È/ÈËÈ, ïîìåùàåì åãîâ ñòåê sd, ñûíà óçëà âàðèàíòà z ïîìåùàåì â ñòåê sv.5. Åñëè ýòî È-óçåë, òî âñåõ ñûíîâåé äåðåâà È/ÈËÈ çàíîñèì â ñòåê sd, à ñû-íîâåé âàðèàíòà â sv.6. Åñëè ñòåê sv ïóñò, òî çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà.Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ñîïîñòàâëåíèÿ â ñòåêå sd áóäóò íàõîäèòüñÿâñå óçëû äåðåâà È/ÈËÈ, âõîäÿùèå â âàðèàíò. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñòåê sd, âû-÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ íîìåðîâ âàðèàíòîâ äëÿ âñåõ óçëîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñòåêå.Âû÷èñëåíèå íîìåðà íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññìîòðåíèÿ ëèñòüåâ âàðèàíòà v. Âñåëèñòüÿ âàðèàíòà èìåþò çíà÷åíèÿ 0.1. Äëÿ êàæäîãî È-óçëà z âû÷èñëÿåòñÿ
lz = l1 + ω1(l2 + ω2(...ln−1ωn)...)),ãäå {li} � ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðà, ïîëó÷åííûå äëÿ ñûíîâåé.2. Äëÿ êàæäîãî ÈËÈ-óçëà âû÷èñëÿåòñÿ

lz =

k−1
∑

i=1

ωi + lk,ãäå k- íîìåð ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ óçëà ÈËÈ â äåðåâå d, lk - íîìåð âàðèàíòà äëÿýòîãî ñûíà. 17



Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ðàñ-ñìîòðåíî ÷èñëî îïåðàöèé äëÿ ãåíåðàöèè âñåõ âàðèàíòîâ â äåðåâå È/ÈËÈ.Îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè äëÿ ãåíåðàöèè âàðèàíòà âûäåëåíû îïåðàöèè ñðàâ-íåíèÿ è äåëåíèÿ. Ïðè ýòîì âñå îïåðàöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüäëÿ ïîëó÷åíèÿ âàðèàíòà, áóäóò èìåòü âðåìåííóþ ñëîæíîñòü ðàâíóþ åäèíèöå.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äåðåâà È/ÈËÈ ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:
Opz =







∑nz

i=1[(nz − i)ωz
i + Opsi

], äëÿ ÈËÈ-óçëà;
(nz − 1 +

∑nz

i=1
Opsi

ωi

) · ωz, äëÿ È-óçëà;
0, äëÿ ëèñòà. (4)Îòíîøåíèå Opz/ωz äàåò ñðåäíåå ÷èñëî îïåðàöèé íà îäèí âàðèàíò, ñãåíåðèðî-âàííûé ïî íîìåðó.Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäîëîãèÿ áàçèðóåòñÿ íà âîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ äåðåâàÈ/ÈËÈ ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì âàðèàíòîâ. Åñëè ìîùíîñòü íåêîòîðîãî êîì-áèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà çàäàíà â âèäå ÷èñëà n, òî ñòðîèòñÿ êîíêðåòíîå äå-ðåâî È/ÈËÈ, ÷èñëî âàðèàíòîâ êîòîðîãî ðàâíî n. Åñëè ìîùíîñòü íåêîòîðîãîêëàññà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ çàäàíà â âèäå ôóíêöèè f ∈ {N, +,×, R},òî ìîæíî çàäàòü ñõåìó ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ. Ïðè ôèê-ñàöèè ïàðàìåòðîâ ýòîé ôóíêöèè è, ñîîòâåòñòâåííî, ñõåìû ðåêóðñèâíîé êîì-ïîçèöèè çíà÷åíèå ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âàðèàíòîâ â äåðåâå È/ÈËÈ,ïîëó÷åííîì ïî ñõåìå ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè.Êðîìå òîãî, ñõåìó ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ ìîæíî ïî-ëó÷èòü íå çíàÿ ôóíêöèè ìîùíîñòè êëàññà êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà, îñíî-âûâàÿñü íà íåêîòîðûõ ïðàâèëàõ è ñâîéñòâàõ ïîðîæäàþùåãî àëãîðèòìà äëÿäàííîãî êëàññà. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç (n+1) ýëåìåíòîâ ìî-æåò áûòü ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ. Èëè ìíîæåñòâîäâîè÷íûõ äåðåâüåâ âûñîòîé íå áîëåå n+1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâàäâîè÷íûõ äåðåâüåâ âûñîòîé íå áîëåå n. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äåðåâüåâÈ/ÈËÈ, ìîæíî ïîñòðîèòü áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìåæäó êîìáèíàòîðíûììíîæåñòâîì è ìíîæåñòâîì âàðèàíòîâ:

G : CM → Wd,ãäå CM � êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî, Wd � ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ äåðåâà d.Íà îñíîâå ïîëó÷åííîé áèåêöèè ïðåäëîæåíû ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé ãåíå-ðàöèè:1. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè ýëåìåíòîâ êîì-áèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà CM :� Ñòðîèòñÿ ôèêñèðîâàííîå äåðåâî È/ÈËÈ d èëè ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïî-çèöèè Cd(n).� Çàïèñûâàåòñÿ àâòîìàò (B, ND, PFirst, PNext).18



� Ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòà êîìáèíàòîðíîãî ìíîæå-ñòâà ïî ñòåêîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ âàðèàíòà.� Ðåàëèçóþòñÿ àëãîðèòìû First()/Next().� Ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç àâòîìàòà ãåíåðàöèè âàðèàíòîâ è ïðîöåäóðû ïîëó÷å-íèÿ ýëåìåíòà êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà.2.Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíî-æåñòâà CM ïî íîìåðó:� Ñòðîèòñÿ ôèêñèðîâàííîå äåðåâî È/ÈËÈ d èëè ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïî-çèöèè Cd(n).� Ðàçðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòì ãåíåðàöèè âàðèàíòà ïî íîìåðó, â ñëó÷àå, åñëèçàäàíà ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè, òî çàïèñûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûé àëãî-ðèòì ïîëó÷åíèÿ âàðèàíòà.� Çàïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòà êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâàïî âàðèàíòó.� Ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç àëãîðèòìà ãåíåðàöèè âàðèàíòà è ïðîöåäóðû ïîëó÷å-íèÿ ýëåìåíòà êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà.3. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíî-æåñòâà CM :� Ñòðîèòñÿ ôèêñèðîâàííîå äåðåâî È/ÈËÈ d èëè ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïî-çèöèè Cd(n).� Ðàçðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòì íóìåðàöèè âàðèàíòà, â ñëó÷àå, åñëè çàäàíà ñõåìàðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè, òî çàïèñûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì íóìåðàöèèâàðèàíòà.� Çàïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ âàðèàíòà ïî ýëåìåíòó êîìáèíàòîðíîãîìíîæåñòâà.� Ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç àëãîðèòìà íóìåðàöèè âàðèàíòà è ïðîöåäóðû ïîëó÷å-íèÿ âàðèàíòà ïî ýëåìåíòó êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà.Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåí êëàññ äåðåâüåâ È/ÈËÈ, ó êîòîðûõ îòñóò-ñòâóþò È-óçëû. Ýòîò êëàññ äåðåâüåâ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîù-íîñòè êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà â âèäå ðåêóððåíòíîãî âûðàæåíèÿ, ñîñòîÿ-ùåãî òîëüêî èç àääèòèâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Äëÿ ñî÷åòàíèé ïîëó÷åí àëãîðèòìãåíåðàöèè ïî íîìåðó num íà îñíîâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
n ≈ [

m
√

num · m! +
m − 1

2
]. (5)ãäå n � íîìåð áèòà, m � îáùåå ÷èñëî åäèíèö â ñî÷åòàíèè.Äëÿ ðàçáèåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n äîêàçàíà òåîðåìà, ÷òî ÷èñëî ðàçáè-åíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íå ìåíåå m îïðåäå-ëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

pm(n) = pm(n − m) + pm+1(n). (6)19



Íà îñíîâàíèè äàííîé ôîðìóëû áûëè ïîëó÷åíû îðèãèíàëüíûå àëãîðèòìû:ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè äëÿ ðàçáèåíèé, ãåíåðàöèè ðàçáèåíèé ïî íîìåðóè íóìåðàöèè ðàçáèåíèé ñ óêàçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Îòëè÷èòåëüíîé îñî-áåííîñòüþ äàííûõ àëãîðèòìîâ îò èçâåñòíûõ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîñòü, ïðèóñëîâèè, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî îïåðàöèé push è pull íà îäíî ðàçáèåíèå ðàâíî4. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïî ôîðìóëå 6 ïîëó÷àåòñÿ äåðåâî È/ÈËÈ, êîòî-ðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äâîè÷íûì äåðåâîì è ÷èñëî óçëîâ â òàêîì äåðåâå ðàâíî
(2n − 1), ãäå n � ÷èñëî ëèñòüåâ. Îòêóäà ÷èñëî îïåðàöèé push íà îäèí âàðè-àíò áóäåò ðàâíî 2pm(n)−1

pm(n) . Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûì àëãîðèòìîì ãåíåðà-öèè ðàçáèåíèé, ó êîòîðîãî ÷èñëî îïåðàöèé ðàâíî 4 − C/
√

(n) + O(1/n) (Ä.Êíóò "Ãåíåðàöèÿ âñåõ ðàçáèåíèé"). Ïîñòðîåí òðåóãîëüíèê ðàçáèåíèé, ïîëó-÷åíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ðàçáèåíèé pm(n).Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû êëàññè÷åñêèå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà:ïåðåñòàíîâêè, ìíîæåñòâà, ìîùíîñòè êîòîðûõ çàäàíû ôîðìóëàìè Êàòàëàíà,Ñòèðëèíãà è Ñèëüâåñòðà. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëåïîñòðîåíà ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ, ïîëó÷åí àâòî-ìàò ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè è ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû First è Next,ðàçðàáîòàíû àëãîðèòì ãåíåðàöèè ïî íîìåðó è àëãîðèòì íóìåðàöèè ýëåìåíòîâñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà. Íèæå â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ñõåìû ðåêóðñèâ-íîé êîìïîçèöèè.Äëÿ ïåðåñòàíîâîê èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãå-íåðàöèè, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ðàçíîîáðàçíûõ ôîðì ïðåäñòàâ-ëåíèÿ. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåêóððåíòíûåôîðìóëû, îñíîâàííûå íà ÷èñëàõ Ñòèðëèíãà, Ýéëåðà, Êàòàëàíà. Âñå ýòè ôîð-ìóëû èìåþò ðåêóððåíòíóþ ïðèðîäó. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãîðèò-ìîâ ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâîê íà îñíîâå ôîðìóëû ïåðåñòàíîâîê ìóëüòèìíîæå-ñòâà: ïàðàìåòð ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê n ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿíàòóðàëüíîãî ÷èñëà, n1 + n2 + . . . + nk = n. Òîãäà
n! =

(

n
n1, n2, . . . , nk

)

·
k

∏

i=1

ni!.Èëè
n! = [Cn1

n Cn2

n−n1
Cn3

n−n1−n2
. . . Cnk

nk
] ·

k
∏

i=1

ni!.Îòñþäà, çàäàâàÿ àëãîðèòìû ãåíåðàöèè êîìïîçèöèè ÷èñëà n, àëãîðèòì ãåíå-ðàöèè ïåðåñòàíîâêè ìóëüòèìíîæåñòâà è àëãîðèòìû ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâîêäëÿ ni, ïîëó÷èì óíèêàëüíûé àëãîðèòì ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâêè (ñì. ðèñ. 6).Èñïîëüçóÿ äàííûé ïîäõîä ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ãåíå-ðàöèè ïåðåñòàíîâêè. ×èñëî n > 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 2 + 3k, 3k, 4 + 3k.20



Òàáëèöà 1. Ñõåìû ðåêóðñèâíûõ êîìïîçèöèé, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 31 Ïåðåñòàíîâêè (èíâåð-ñèè) 1 2 n
...

n

T
n P

n-1

( 1)!n-

n!

2 Ïåðåñòàíîâêè (ôîðìó-ëà Ýéëåðà)3 Ïåðåñòàíîâêè (ôîðìó-ëà Ñòèðëèíãà) C
n-1

T
n-1

...

k

C
n

k

SC
n-1

k-1

4 Ïåðåñòàíîâêè (âîçðàñ-òàþùèå äåðåâüÿ)
5 Áåñïîðÿäêè
6 ×èñëà Êàòàëàíà
7 ×èñëà Ñòèðëèíãà 2 ðî-äà8 ×èñëà Ñèëüâåñòðà
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Ðèñ. 6. Êîìáèíàöèÿ àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâîê
Ðèñ. 7. Ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äëÿ ìíîæåñòâ, îïèñûâàåìûõ ÷èñëàìè ÊàòàëàíàÍåîáõîäèìî èìåòü âñå ïåðåñòàíîâêè äëÿ ÷èñåë 2, 3 è 4. Òîãäà âñå ïåðåñòà-íîâêè ìîùíîñòüþ 2, 3, 4 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ìàññèâàìè êîíñòàíò. Àñî÷åòàíèÿ ïðèìóò âèä C2

m,C3
m,C4

m, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâ-íûå àëãîðèòìû ãåíåðàöèè.Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ïðèìåíåí äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîð-íîé ãåíåðàöèè äëÿ ìíîæåñòâ, îïèñûâàåìûõ ÷èñëàìè Êàòàëàíà. Ïðåäñòàâëåí-íîå ðåêóððåíòíîå âûðàæåíèå Cn+1 = C0Cn+C1Cn−1+. . .+C0Cn, C0 = 1, ÿâëÿ-åòñÿ ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé àëãåáðû {N, +,×, R}. Òîãäà äëÿ äàííîé ôóíêöèèñòðîèòñÿ ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâà È/ÈËÈ. Ïðàâèëà ïîñòðîå-íèÿ ñëåäóþùèå:1. Êîðíåì áóäåò óçåë {Cn+1}, ýòî áóäåò ÈËÈ óçåë, ó êîòîðîãî ðîâíî n + 1ñûíîâåé.2. Êàæäûé i-é ñûí ÈËÈ-óçëà ÿâëÿåòñÿ È-óçëîì, èìåþùèé ïîääåðåâüÿ Ci è
Cn−i. Ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 7. Âàðèàíòîì äëÿäåðåâà È/ÈËÈ, îñíîâàííîãî íà äàííîé ñõåìå ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè, áó-äåò ÿâëÿòüñÿ äâîè÷íîå äåðåâî, ò.ê. âñå È-óçëû èìåþò äâóõ ñûíîâåé. Òîãäààâòîìàò ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:1. Ìíîæåñòâî ìàãàçèííûõ ñèìâîëîâ:

{Ci}n+1
i=0 − ñèìâîëû, ñîîòâåòñòâóþùèå óçëàì âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Êàòàëà-íà.

{T n
j }n

j=0 − ñèìâîëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíàì ñóììû.1 − êîíñòàíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèñòó.22



Ðèñ. 8. Ïðåäñòàâëåíèå âàðèàíòîâ äëÿ ìíîæåñòâ ÊàòàëàíàÒàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ÷èñëà îïåðàöèé äëÿ ãåíåðàöèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ, îïè-ñûâàåìûõ ôîðìóëîé Êàòàëàíà
n Op(n) Cn

Op(n)
Cn7 625 429 1.45687645688 2055 1430 1.43706293709 6917 4862 1.422665569710 23713 16796 1.411824243811 82499 58786 1.403378355312 290511 208012 1.39660692613 1033411 742900 1.391049939414 3707851 2674440 1.386402760915 13402696 9694845 1.38245593402. Íà÷àëüíûé ñèìâîë Cn+1.3. Ïðàâèëà First1) First(Ci) → First(T i−1

0 )2) First(T i
j ) → First(Ci)First(Ci−j)3) First(C0)->14. Ïðàâèëà Next1) Next(Ci)Prev(T i

j )(j < i)->First(T i
j+1)2) Next(Ci)Prev(T i

j )(j = i)->pop3) Next(C0)Prev(1)->pop4) Next(T i
j )->First(Ci)Next(Ci−j)Àâòîìàò, ïîñòðîåííûé íà ïðèâåäåííûõ ïðàâèëàõ, áóäåò ïîñëåäîâàòåëü-íî ãåíåðèðîâàòü âàðèàíòû äëÿ çàäàííîãî ïàðàìåòðà n. Îïðåäåëèì âû÷èñëè-òåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñâûðàæåíèåì äëÿ ÷èñëà îïåðàöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè âàðèàíòîâ23



Ðèñ. 9. Ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äëÿ ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ âûñîòîéïîëó÷èì, ÷òî
Op(n + 1) =

n
∑

i=0

[Op(i) · Cn−i + Op(n − i) + 1] + 1.Äëÿ ëèñòà Op(0) = 1. Ðàáîòó àâòîìàòà ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü, çàìåòèâ, ÷òîîò ìàãàçèííûõ ñèìâîëîâ Ti ìîæíî èçáàâèòüñÿ. Òîãäà ÷èñëî îïåðàöèé áóäåòâûðàæàòüñÿ ôîðìóëîé
Op(n + 1) =

n
∑

i=0

[Op(i) + 1]Cn−i.Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åííîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû ïðè-âåäåíû â òàáëèöå 2. Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû 2 ðåçóëüòàòû ñîãëà-ñóþòñÿ ñ ôîðìóëîé, ïðèâåäåííîé Ä.Êíóòîì 4Cn/3 + O(1/n2).×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãå-íåðàöèè êîðíåâûõ äåðåâüåâ. Ïîêàçàíî ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåí-íîé ìåòîäîëîãèè äëÿ ãåíåðàöèè ïðàêòè÷åñêè âñåõ êëàññîâ êîðíåâûõ äåðåâüåâ:äâîè÷íûõ äåðåâüåâ ñ âûñîòîé íå áîëåå n, ñ çàäàííîé âûñîòîé n, ñ çàäàííûì÷èñëîì óçëîâ n, ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ, ÀÂË äåðåâüåâ, êðàñíî-÷åðíûõäåðåâüåâ, 2-3 äåðåâüåâ, êðàøåíûõ äåðåâüåâ, òðîè÷íûõ äåðåâüåâ, t-àðíûõ äåðå-âüåâ, óïîðÿäî÷åííûõ, íåóïîðÿäî÷åííûõ, äåðåâüåâ Êåìïà, Øðåäåðà, Ðèîðäà-íà. Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîëîãèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëãîðèòìîâêîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè äëÿ ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ âûñîòîé íå áîëåå n.Ïåðâûì øàãîì ïðåäëàãàåìîé ìåòîäîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåêóðñèâíîéêîìïîçèöèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ âûñîòîé íå áîëåå n.Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåââûñîòîé íå áîëåå n − 1 è äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà èìååòñÿ ñõåìà ðåêóðñèâíîéêîìïîçèöèè (n− 1). Òîãäà ìíîæåñòâî ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ âûñîòîé íåáîëåå n ñîñòîèò èç äåðåâà âûñîòîé 0 è äåðåâüåâ, ó êîòîðûõ ëåâîå è ïðàâîåïîääåðåâüÿ âûñîòîé íå áîëåå n − 1. Îòñþäà, ñõåìà ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèèáóäåò ñëåäóþùàÿ (ñì. ðèñ. 9) 24



Ðèñ. 10. Ïðèìåð äåðåâà È/ÈËÈ äëÿ n = 3 è âñåõ åãî âàðèàíòîâ

Ðèñ. 11. Ñòåêîâîå ïðåäñòàâëåíèå âàðèàíòîâ äëÿ C(3)Ïîëó÷èì ðåêóðñèâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìîùíîñòè ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðå-âüåâ âûñîòîé íå áîëåå n. Äëÿ ýòîãî ïî ñõåìå ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè ïî-ëó÷èì äåðåâüÿ dg è dh (ðèñ. 9). Òîãäà g(x) = 1, h(x) = 1 + x · x. Îòñþäà,ìíîæåñòâî ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ âûñîòîé íå áîëåå n âûðàæàåòñÿ ñëå-äóþùèì ðåêóðñèâíûì âûðàæåíèåì:
ω(n) =

{

1, n = 0,
1 + ω2(n − 1), n > 0.

(7)Äàííîå âûðàæåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëîé, ïîëó÷åííîé À.Àõî è H.Ñëîóí.Ïðè n = 3 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå È/ÈËÈ äåðåâî (ñì. ðèñ. 10) ×èñëî âàðèàíòîââ äåðåâå ðàâíî 5. Ïî êàæäîìó âàðèàíòó îäíîçíà÷íî ïîëó÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâó-þùåå ïîëíîå äâîè÷íîå äåðåâî.Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè. Çàïèøåì àâòîìàò (B, N, PFirst, PNext):Ìàãàçèííûå ñèìâîëû: {Di}n
i=1, {Vi}n

i=1, {Li}n
i=1.25



Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà îïåðàöèé â àëãîðèòìå ïîñëå-äîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè
n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Op(n)/ω(n) 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4Íà÷àëüíûé ñèìâîë: Dn.Ïðàâèëà äëÿ îïåðàöèè First:
First(Di) → Li

First(Vi) → First(Di−1)First(Di−1).Ïðàâèëà äëÿ îïåðàöèè Next:
Next(D1)Prev(L1) → pop
Next(Di)Prev(Li) → First(Vi)
Next(Di)Prev(Vi) → pop
Next(Vi) → First(Di−1)Next(Di−1).Íà ðèñ. 11 ïåðå÷èñëåíû âñå ñòåêîâûå êîíôèãóðàöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîéãåíåðàöèè ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ âûñîòîé íå áîëåå 3.Çàïèøåì ÷èñëî îïåðàöèé push äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè âàðèàí-òîâ:
Op(Dn) = Op(Ln) + Op(Vn) + 1,
Op(Ln) = 1,
Op(Vn) = Op(Dn−1)ω(n − 1) + Op(Dn−1) + 1.Òîãäà Op(n) = Op(n − 1)[ω(n − 1) + 1) + 3.Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3. Çàïèøåì àëãîðèòì ãåíå-ðàöèè ïîëíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ âûñîòîé íå áîëåå n.algorithm GenFullBinaryTree(num,n) beginif n=0 then return NilCreate(node) { ñîçäàåòñÿ óçåë äåðåâà }if num==0 then return Nil; {ñûíîâåé íåò}begin {åñòü äâà ñûíà }

num := num − 1
l1:=num mod ω(n − 1)
l1:=num/ω(n − 1)node.left:=GenFullBinaryTree(l1,n − 1)node.right:=GenFulBinaryTree(l2,n − 1)endreturn nodeendalgorithm RankFullBinaryTree(Node,n) beginif Node=Nil or n=0 then return 026



begin
l1:=RankFullBinaryTree(Node.left,n− 1)
l2:=RankFullBinaryTree(Node.right ,n − 1)return l1 + l2ω(n − 1)endendÌîäèôèöèðîâàíà ïðîöåäóðà ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðóþ âïåðâûå ïðåä-ëîæèë Í.ß. Âèëåíêèí, êàê ïîäñ÷åò ïðîöåññîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçáèåíèéêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, à Ð.Ñòåíëè èñïîëüçîâàë ýòó ïðîöåäóðó äëÿ ïîëíîãîðàçáèåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S, â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ êîòîðîé ïîëó-÷àåòñÿ íåêîòîðîå êîðíåâîå ïîìå÷åííîå äåðåâî. Â ýòîé ïðîöåäóðå ïðåäëîæåíîâìåñòî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S èñïîëüçîâàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Òîãäà,èìåÿ íåêîòîðûé àëãîðèòì R(n) ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â âèäåñóììû, â îáùåì ñëó÷àå, íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë λi, ñòðîèòñÿ íåïîìå÷åííîå

n-óçëîâîå êîðíåâîå äåðåâî. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ñëåäóþùèé:1. Cîçäàåì êîðåíü äåðåâà r è ïàðó < n, r > çàíîñèì â ñòåê;2. Åñëè ñòåê ïóñò, òî çàâåðøàåì ïðîöåäóðó.3. Âûíèìàåì èç ñòåêà î÷åðåäíóþ ïàðó < k, z >. Åñëè k = 1, òî äàí-íûé óçåë ñòàíîâèòñÿ ëèñòîì è ïåðåõîäèì íà øàã 2, èíà÷å, â ñîîòâåòñòâèè ñàëãîðèòìîì R, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå π : [λ1 + λ2 + . . . + λm], òàêîå, ÷òî
∑m

i=1 λi = k − 1, è ïåðåõîäèì íà øàã 4.4. Ñîçäàåì m óçëîâ {si}m
i=1, ïðèñîåäèíÿåì èõ â êà÷åñòâå ñûíîâåé ê óçëó

z â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì, çàäàííûì â ïðåäñòàâëåíèè {λi}m
i=1. Âñå ïàðû

< λi, si > çàïèñûâàåì â ñòåê. Ïåðåõîäèì íà øàã 3.Ñâîéñòâà ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ:1. Åñëè çàäàí R(n), n > 0 è λi ≥ 1 äëÿ âñåõ ïðåäñòàâëåíèé π ∈ Pn, òîïðåäëîæåííûé àëãîðèòì âñåãäà ñòðîèò äåðåâî.2. ×èñëî äåðåâüåâ äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà óçëîâ ðàâíî:
K(n) =

∑

π∈Pn−1

m
∏

i=1

K(λi), (8)ãäå π = {λ1 + λ2 + . . . + λm = n− 1}, Pn−1 � ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà
(n − 1), â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì R.Èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû ãåíåðàöèè ðàçáèåíèé, êîìïîçèöèé è ðàçáèåíèé âïðîöåäóðå ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ, áûëè ïîëó÷åíû àëãîðèòìû ãåíåðàöèè n-óçëîâûõ
t-àðíûõ äåðåâüåâ, êîðíåâûõ óïîðÿäî÷åííûõ äåðåâüåâ, êîðíåâûõ íåóïîðÿäî-÷åííûõ äåðåâüåâ. Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåäóðû ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ îñíîâàí-
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Òàáëèöà 4. Ñõåìû ðåêóðñèâíûõ êîìïîçèöèé, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 41 äâîè÷íûå äåðåâüÿ âû-ñîòîé íå áîëåå n2 äâîè÷íûå äåðåâüÿ ñ çà-äàííûì ÷èñëîì óçëîâ3 äâîè÷íûå äåðåâüÿ âû-ñîòîé n4 ïîëíûå äâîè÷íûå äå-ðåâüÿ ñ ÷èñëîì óçëîâ
2n + 15 ÀÂË-äåðåâüÿ âûñîòîé
n6 2-3 äåðåâüÿ âûñîòîé n

7 2-3-4 äåðåâüÿ âûñîòîé
n8 êðàñíî-÷åðíûå äåðå-âüÿ âûñîòîé n9 öâåòíûå äâîè÷íûå äå-ðåâüÿ âûñîòîé íå áîëåå
n10 äåðåâî îïåðàöèé
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íîé íà êîìïîçèöèÿõ áûëà ïîëó÷åíà íîâàÿ ôóíêöèÿ:
T (i) =

{

1, i = 0,
T (i − 2m)4k+2

k+2
, i > 0,

(9)ãäå m = blog(i)c,
k =

{

m − blog(2m+1 − i − 1)c − 1, 0 ≤ i < 2m+1 − 1,
m, i = 2m+1 − 1.Â ïÿòîé ãëàâå ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîé ìåòîäîëîãèè äëÿïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè äëÿ ìíîæåñòâ âûðàæåíèéÿçûêîâ, îïèñûâàåìûõ îäíîçíà÷íûìè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè ãðàììàòèêàìè

(B, T, N, P ), ãäå B � íà÷àëüíûé ñèìâîë, T � ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ ñèì-âîëîâ, N � ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ, P � ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ ïðåäëîæå-íû ñëåäóþùèå ïðàâèëà: äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà A ∈ N ñòðîèòñÿ È/ÈËÈäåðåâî. Êîðíåì ýòîãî äåðåâà áóäåò ÿâëÿòüñÿ óçåë, ïîìå÷åííûé íåòåðìèíàëîì
A, ýòî áóäåò ÈËÈ-óçåë, ó êîòîðîãî ÷èñëî ñûíîâåé ðàâíî ÷èñëó ïðàâèë ïîä-ñòàíîâêè, ó êîòîðûõ â ëåâîé ÷àñòè çàïèñàí ýòîò íåòåðìèíàë (îíè ïîìå÷àþòñÿíîìåðàìè P1, P2 . . . Pk). Êàæäûé óçåë Pi ÿâëÿåòñÿ È-óçëîì, ó êîòîðîãî êàæ-äûé ñûí ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîëó ãðàììàòèêè, ïðèñóòñòâóþùèé â ïðàâîé ÷àñòèïðàâèëà Pi. Äëÿ êàæäîãî äåðåâà È/ÈËÈ íåòåðìèíàëà ãðàììàòèêè ââîäèò-ñÿ ïàðàìåòð ðåêóðñèè, ïðè ôèêñàöèè êîòîðîãî äëÿ ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèèïîëó÷àåòñÿ ôèêñèðîâàííîå äåðåâî È/ÈËÈ, îïèñûâàþùåå ïîäìíîæåñòâî âû-ðàæåíèé äàííîãî ÿçûêà. Îòñþäà âàðèàíò äåðåâà È/ÈËÈ, ïîñòðîåííîãî äëÿãðàììàòèêè áóäåò ÿâëÿòüñÿ äåðåâîì âûâîäà äëÿ êîíêðåòíîãî âûðàæåíèÿ. Ïî-ñêîëüêó ìåæäó âàðèàíòîì è âûðàæåíèåì äîëæíî áûòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîåñîîòâåòñòâèå, òî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà äîëæíà áûòü ãðàììàòè-êîé ñ îäíîçíà÷íûì âûâîäîì.Â øåñòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ èññëåäîâàíèÿ, ðàç-ðàáîòêè è ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè. Ýòîò êîìïëåêñâêëþ÷àåò èíñòðóìåíòàëüíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è ïðèêëàäíûå ïðî-ãðàììíûå ñèñòåìû.
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Òàáëèöà 5. Ñõåìû ðåêóðñèâíûõ êîìïîçèöèé, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 51 âûðàæåíèÿ ÿçûêà Äè-êà2 âûðàæåíèÿ ÿçûêà Äè-êà äëèíîé n3 âûðàæåíèÿ ÿçûêàÌîöêèíà4 âûðàæåíèÿ ÿçûêàÌîöêèíà äëèíîé n5 âûðàæåíèÿ ÿçûêà Ëó-êàñåâè÷à äëèíîé n

6 àðèôìåòè÷åñêèå âû-ðàæåíèÿ
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Ðèñ. 12. Óðîâíè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè

31



Ðèñ. 13. Îïèñàíèå ñòðóêòóðû áàçû äàííûõÍà ðèñ. 12 ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå óðîâíè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà êîì-áèíàòîðíîé ãåíåðàöèè. Íà ïåðâîì óðîâíå ïðåäñòàâëåíî èíñòðóìåíòàëüíîåïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ:1) áèáëèîòåêó øàáëîíîâ äëÿ ðàáîòû ñ äåðåâüÿìè È/ÈËÈ;2) ïðîãðàììíûé ñåðâåð, îáåñïå÷èâàþùèé îñíîâíûå ôóíêöèè ìåòîäà êîìáè-íàòîðíîé ãåíåðàöèè;3) áèáëèîòåêà øàáëîíîâ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, èññëåäîâàííûõ âäèññåðòàöèè.Äëÿ ðåàëèçàöèè ñåðâåðà áûëè ðàçðàáîòàíû ïðîãðàììíûå èíòåðôåéñû:äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâüåâ È/ÈËÈ è âàðèàíòîâ, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ è ìà-íèïóëèðîâàíèÿ ñèñòåìîé ñòåêîâ.Âòîðîé óðîâåíü ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè îáåñ-ïå÷èâàåò ðåàëèçàöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðè êîäèðîâàíèè è äåêîäèðîâàíèè ðåëÿ-öèîííûõ áàç äàííûõ è àðõèâîâ, ïðîòîêîëîâ â àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåìàõóïðàâëåíèÿ, êîäèðîâàíèÿ èçäåëèé â ñèñòåìàõ ïðîèçâîäñòâà, ïîñòðîåíèÿ ãå-íåðàòîðîâ òåñòîâûõ çàäàíèé è òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.Òðåòèé óðîâåíü ïðåäñòàâëÿåò êîíêðåòíûå ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíûõ ñè-ñòåì, âíåäðåííûõ â ïðàêòèêó.Äëÿ êîäèðîâàíèÿ ðåëÿöèîííîé áàçû äàííûõ ïðåäëîæåí ìåòîä, îñíîâàí-íûé íà ïðåäñòàâëåíèè äîìåíîâ àòðèáóòîâ ðåëÿöèîííîé òàáëèöû â âèäå äåðåâàÈ/ÈËÈ (ðèñ. 13). Òîãäà àëãîðèòì Rank(a) áóäåò êîäèðîâàòü êîðòåæ a, àë-ãîðèòì Generate(numj) ïî íîìåðó numj ãåíåðèðîâàòü ýòîò êîðòåæ. Òàê êàêçíà÷åíèå a ∈ A1×A2× . . .×An ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâ
{Ai}n

i=1, òî êîðåíü äåðåâà áóäåò È-óçëîì, èìåþùèì n ñûíîâåé, êàæäûé i-éñûí ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó Ai, ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå òàêîãî ñîîòâåò-ñòâèÿ ïîêàçàíî íà ðèñ. 14.Îáùåå ÷èñëî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
ω(T ) =

n
∏

i=1

ω(Ai).32



Ðèñ. 14. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òàáëèöåé è äåðåâîì È-ÈËÈ
Ðèñ. 15. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñïðàâî÷íèêîì è äåðåâîì È-ÈËÈÄàëåå äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ñòðîèòñÿ ñâîå äåðåâî È-ÈËÈ.Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå òèïû:1. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíî ñïðàâî÷íèêîì.2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíî ÷èñëîâûì èíòåðâàëîì.3. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðåäñòàâëåíî äåðåâîì È-ÈËÈ.Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà óíèêàëüíûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿâ áàçå äàííûõ äëÿ íåêîòîðîãî äîìåíà, èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê. Ñïðàâî÷íèêèìååò äâå ÷àñòè, ïåðâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ïðîíóìåðîâàííûå óíèêàëüíûå îáúåê-òû, âòîðàÿ ÷àñòü � ðåçåðâíàÿ, ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âíåñåíèÿ íîâûõ îáúåêòîâ.Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñïðàâî÷íèêîì è äåðåâîì È-ÈËÈ ïîêàçàíî íà ðèñ. 15.Ñïðàâî÷íèê ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÈËÈ-óçëîì, à âñå ñûíîâüÿ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòà-ìè ñïðàâî÷íèêà. Òîãäà îáùåå ÷èñëî âàðèàíòîâ äåðåâà (èëè ýëåìåíòîâ ìíî-æåñòâà) ðàâíî:

ω(Ai) = n + m.Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïîäõîäà ïîçâîëèëî ñîçäàòü çàùèùåííûé àðõèâóäîñòîâåðÿþùåãî öåíòðà ñ èñòîðèÿìè ñåðòèôèêàòîâ îòêðûòîãî êëþ÷à. Îáîá-ùåííàÿ ñòðóêòóðà àðõèâà ïîêàçàíà íà ðèñ. 16. Îñíîâíûå ìîäóëè è ïîäñè-ñòåìû: ïîäñèñòåìà ââîäà ñåðòèôèêàòà; ïîäñèñòåìà ïîèñêà, îáåñïå÷èâàþùàÿêîíòåêñòíûé ïîèñê â àðõèâå; ïîäñèñòåìà óïðàâëåíèÿ äîìåíàìè, îáåñïå÷èâàþ-ùàÿ ïîèñê è çàíåñåíèå çàäàííûõ çíà÷åíèé ïîëåé; ìîäóëü Rank, âûïîëíÿþùèéôîðìèðîâàíèå íîìåðà (êîäà) äëÿ äàííîãî ñåðòèôèêàòà; ìîäóëü Generate ïîíîìåðó (êîäó) â áàçå äàííûõ ôîðìèðóåò ñîîòâåòñòâóþùèé êîðòåæ ñåðòèôè-êàòà; èíäåêñíûé ôàéë äëÿ îðãàíèçàöèè ïîèñêà (Idx); áàçà äàííûõ (Base), õðà-íÿùàÿ êîäû êîðòåæåé; D(K) � äîìåí, õðàíÿùèé çíà÷åíèÿ àòðèáóòà K(C,L,ST,O,OU,CN); Si � êîðòåæ ñåðòèôèêàòà; numi � êîä ñåðòèôèêàòà.33



Ðèñ. 16. Ñòðóêòóðà àðõèâàÏðèìåíåíèå èíñòðóìåíòàëüíîãî ÏÎ ïðè ðàçðàáîòêå è ñåðèéíîì ïðîèçâîä-ñòâå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè è áåçíàëè÷íûìè ðàñ-÷åòàìè çà íåôòåïðîäóêòû ñ ïðèìåíåíèåì ìàãíèòíûõ, ýëåêòðîííûõ è ñìàðò -êàðò â ÇÀÎ ÍÏÔ "Ñèáíåôòåêàðò"ïîçâîëèëî:1) ïîñòðîèòü ýêîíîìíûå àëãîðèòìû ïðåäñòàâëåíèÿ è õðàíåíèÿ ðåëÿöèîí-íûõ áàç äàííûõ, ñîêðàùàþùèå íà 18% îáúåì áàç äàííûõ;2) ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ ïðîòîêîëîâ îáìåíà äàííûìè ìåæ-äó ñåðâåðîì ïðèëîæåíèé è àâòîìàòèçèðîâàííûìè ðàáî÷èìè ìåñòàìè ñèñòå-ìû óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè è áåçíàëè÷íûìè ðàñ÷åòàìè çàíåôòåïðîäóêòû. Ðàçðàáîòàííîå èíñòðóìåíòàëüíîå ÏÎ áûëî ïðèìåíåíî ïðèñîçäàíèè ñèñòåìû êîíòðîëÿ çíàíèé â äèñòàíöèîííûõ òåõíîëîãèÿõ, îñíîâàí-íîå íà ïðèìåíåíèè ãåíåðàòîðîâ òåñòîâûõ çàäàíèé. Îáîáùåííàÿ ñòðóêòóðàïðîãðàììíûõ ñèñòåì êîíòðîëÿ çíàíèé ïîêàçàíà íà ðèñ. 17. Îñíîâíûå ìîäåëèè ïðîãðàììíûå ñèñòåìû, âíåäðåííûå â ðåàëüíóþ òåõíîëîãèþ äèñòàíöèîííîãîîáó÷åíèÿ:1. Ìîäåëè è àëãîðèòìû ãåíåðàòîðîâ òåñòîâûõ çàäàíèé, îñíîâàííûå íàïðèìåíåíèè äåðåâüåâ È/ÈËÈ.2. Èíñòðóìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà è òåõíîëîãèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü êîì-ïüþòåðíûå ó÷åáíûå ïðîãðàììû ñ ãåíåðàòîðàìè òåñòîâûõ çàäàíèé.3. Ïàêåò ãåíåðàòîðîâ òåñòîâûõ çàäàíèé îáùèì ÷èñëîì 130, ÷èñëî øàáëî-íîâ � 6428.4. Ñèñòåìà ïðîâåäåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ýêçàìåíîâ, ðåàëèçîâàííàÿ â äâóõâàðèàíòàõ: ëîêàëüíîì è ñåòåâîì íà ñàéòå Òîìñêîãî ìåæâóçîâñêîãî öåíòðàäèñòàíöèîííîãî îáðàçîâàíèÿ (www.tcde.ru).5. Ñèñòåìà ïðîâåäåíèÿ êîìïüþòåðíûõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò.6. Áàçà êîìïüþòåðíûõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò è ýêçàìåíîâ, íàñ÷èòûâàþùàÿ34



Ðèñ. 17. Ñèñòåìà òåñòèðîâàíèÿ óðîâíÿ çíàíèé íà îñíîâå ãåíåðàöèè òåñòîâûõ çàäàíèé1300 åäèíèö, îáùèì ÷èñëîì âîïðîñîâ ñâûøå 150000.Ýôôåêò îò âíåäðåíèÿ ñëåäóþùèé:Âíåäðåíèå ïåðå÷èñëåííûõ ïðîãðàììíûõ ñèñòåì, ïàêåòà ãåíåðàòîðîâ è áà-çû êîìïüþòåðíûõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò è ýêçàìåíîâ ïîçâîëèëî ðåøèòü ñëåäó-þùèå çàäà÷è:
• îðãàíèçîâàòü äåéñòâåííûé òåêóùèé è èòîãîâûé êîíòðîëü â äèñòàíöèîí-íîé òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ;
• ïîâûñèòü íàäåæíîñòü êîìïüþòåðíîãî êîíòðîëÿ, ñîêðàùàÿ îáúåì íåãà-òèâíûõ ÿâëåíèé (ïëàãèàò, øïàðãàëêè, âçëîì àòòåñòàöèîííûõ ïðîãðàìì);
• ðàçðàáîò÷èêàì êîìïüþòåðíûõ ó÷åáíûõ ïðîãðàìì äàëî âîçìîæíîñòüîïåðèðîâàòü íå êîíêðåòíûì ìíîæåñòâîì âîïðîñîâ, à ìîäåëÿìè è áàçàìè çíà-íèé ïðåäìåòíîé îáëàñòè.Ïåðå÷èñëåííûå ïðîãðàììíûå ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ 20 ñïåöèàëüíî-ñòåé ÒÓÑÓÐà, îáùèì ÷èñëîì â 900 äèñöèïëèí, ñ ÷èñëîì ñòóäåíòîâ, îáó÷àþ-ùèõñÿ ïî äèñòàíöèîííîé òåõíîëîãèè, 7500. Â ãîä ñèñòåìà ïðîâåäåíèÿ êîìïüþ-òåðíûõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò òèðàæèðóåòñÿ îáúåìîì 15 000 êîìïàêò äèñêîâ. Âãîä îáðàáàòûâàåòñÿ 120000 ïðîòîêîëîâ êîìïüþòåðíûõ ýêçàìåíîâ è êîíòðîëü-íûõ ðàáîò.Çàêëþ÷åíèå. Ñîâîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè íà-35



ó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòàâëÿåò îñíîâû ðåøåíèÿ âàæíîé ïðîáëåìû ïîñòðîå-íèÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè, âíåäðåíèå êîòîðî-ãî âíîñèò çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ïîñòðîåíèå è ðàçâèòèå èííîâàöèîííîé ýêî-íîìèêè ñòðàíû. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:1. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåæäó ôóíêöèåé f(n) ∈ A = {N, +,×, R}, ãäå N � ìíî-æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, R � îïåðàòîð ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè, è ñõåìîéðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè Rn(dg, dh) äåðåâüåâ È/ÈËÈ ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:- ïðè ôèêñàöèè ïàðàìåòðà n = n∗ ïî ñõåìå ðåêóðñèâíîé êîìïîçèöèè Rn∗ñòðîèòñÿ äåðåâî È/ÈËÈ, ÷èñëî âàðèàíòîâ êîòîðîãî ðàâíî çíà÷åíèþ f(n∗);- åñëè äëÿ íåêîòîðîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ïîëó÷åíà ñõåìà ðåêóðñèâ-íîé êîìïîçèöèè Rn, òî ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé
f(n);- ìåæäó êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì, ìîùíîñòü êîòîðîãî ðàâíà f(n∗) è ìíî-æåñòâîì âàðèàíòîâ äåðåâà È/ÈËÈ Rn∗ ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ.2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà En ñóùåñòâóåò äåðåâîÈ/ÈËÈ Rn, òî:� Îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ àâòîìàò ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè{B, M, PFst, PNxt},ãäå B � íà÷àëüíûé ìàãàçèííûé ñèìâîë, M � ìíîæåñòâî ìàãàçèííûõ ñèìâî-ëîâ, PFst � ïðàâèëà äëÿ îïåðàöèè First, PNxt � ïðàâèëà äëÿ îïåðàöèè Next.Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîé ãåíåðàöèè ðàâíà

Op(z) =







∑k
i=1 Op(si) + 1, äëÿ ÈËÈ-óçëà;

∑k−1
j=1 [Op(sj) ·

∏k
i=j+1 ω(si)] + Op(sk) + 1, äëÿ È-óçëà;

1, äëÿ ëèñòà.� Ñòðîèòñÿ àëãîðèòì ãåíåðàöèè ýëåìåíòà êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ïî íî-ìåðó.� Ñòðîèòñÿ àëãîðèòì íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà.� Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ïî íîìåðó è íóìåðàöèè ðàâíà:
Opz =







∑nz

i=1[(nz − i)ωz
i + Opsi

], äëÿ ÈËÈ-óçëà;
(nz − 1 +

∑nz

i=1
Opsi

ωi

) · ωz, äëÿ È-óçëà;
0, äëÿ ëèñòà.3. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè è ïðè-áëèæåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, áûëè ðàçðàáîòàíû îðèãèíàëüíûåàëãîðèòìû ãåíåðàöèè ñî÷åòàíèé è ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ÷èñëàìèÔèáîíà÷÷è. Ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé íàòóðàëü-íîãî ÷èñëà n íà ÷àñòè íå ìåíåå m:
pm(n) = pm(n − m) + pm+1(n).36



Ïîëó÷åíû îðèãèíàëüíûå àëãîðèòìû ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè êîìïîçèöèé èðàçáèåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.4. Ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ óáåäèòåëüíî ïîêàçà-íî íà êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ: êëàññîâ ïåðåñòàíîâîê, ìíî-æåñòâ, îïèñûâàåìûõ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è, Êàòàëàíà, Ñòèðëèíãà, Ñèëüâåñòðà.5. Ðàçðàáîòàíû ñõåìû ðåêóðñèâíûõ êîìïîçèöèé äåðåâüåâ È/ÈËÈ äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè êëàññîâ äåðåâüåâ: äâîè÷íûõ äå-ðåâüåâ âûñîòîé íå áîëåå n, çàäàííûì ÷èñëîì óçëîâ è âûñîòîé, ïîëíûõ äâî-è÷íûõ äåðåâüåâ, ÀÂË-äåðåâüåâ, 2-3-äåðåâüåâ, 2-3-4-äåðåâüåâ, êðàñíî-÷åðíûõäåðåâüåâ, öâåòíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ, äåðåâüåâ îïåðàöèé.6. Ðàçâèò ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèèäëÿ êëàññîâ êîðíåâûõ äåðåâüåâ, îñíîâàííûé íà ïðîöåäóðå ïîëíîãî ðàçáèå-íèÿ, è ïîëó÷åíû:� Àëãîðèòìû ãåíåðàöèè t-àðíûõ è ïîëíûõ t-àðíûõ äåðåâüåâ ñ çàäàííûì ÷èñ-ëîì óçëîâ.� Âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî äëÿ ðàçëîæåíèé ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:
t

∏

i=1

Kt+k(λi) =

(

(k + t)n + k

n

)

k + 1

(k + t − 1)n + k + 1
,ãäå t � ÷èñëî ÷àñòåé ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà n, t > 2, ∑t

i=1 λi = n, k � ñìåùåíèåîòíîñèòåëüíî áîëüøåãî ðàçëîæåíèÿ (t + k).� Àëãîðèòì ãåíåðàöèè óïîðÿäî÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ.� Ôóíêöèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ íîìåð êîìïîçèöèè è çíà÷åíèå ÷èñëà óïîðÿäî÷åí-íûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ îòíîñèòåëüíî ïðîöåäóðû ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ äëÿ äàí-íîé êîìïîçèöèè.
T (i) =

{

1, i = 0,
T (i − 2blog(i)c)4k+2

k+2 , i > 0.ãäå k =

{

blog(i)c − blog(2blog(i)c+1 − i − 1)c − 1, 0 ≤ i < 2blog(i)c+1,
blog(i)c, i = 2blog(i)c+1 − 1.� Àëãîðèòì è ôóíêöèÿ äëÿ ãåíåðàöèè íåóïîðÿäî÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâîòíîñèòåëüíî ïðîöåäóðû ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ, îñíîâàííîãî íà ðàçáèåíèÿõ íà-òóðàëüíîãî ÷èñëà n.7. Ðàçðàáîòàíû ñõåìû ðåêóðñèâíûõ êîìïîçèöèé äëÿ ÿçûêîâ Äèêà, Ìîöêè-íà, Ëóêàñåâè÷à è àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿàëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè äëÿ âûðàæåíèé ÿçûêîâ, íåîáõîäèìîèìåòü ÿçûê, îïèñûâàåìûé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé ñ îäíîçíà÷íûìâûâîäîì.8. Ðàçðàáîòàíî óíèâåðñàëüíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå íàïðàâëåííîå íà:1) ïðîåêòèðîâàíèå è èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè;37
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