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Къ вопросу о шетунеомъ полюсѣ.
А В. У г а р о в а .

Опредѣленіе точнаго геометрическаго мѣста точекъ пересѣченія со­
пряженных® хордъ въ прямолинейно-производном® шатунно-криво­

шипном® механизмѣ.

Въ моей работ® „Шатунный полюсъ“ *) при отысканіи точнаго гео- 
метрическаго мѣста точекъ пересѣченія сопряжеиныхъ хордъ для пря- 
молинейно производнаго шатунно-кривошипнаго механизма былъ нам®- 
ченъ слѣдующій путь: искомое геометрическое мѣсто найдется ^какъ 
результате исключены перемѣннаго параметра к изъ уравненій 
[59] и [69] **).

Такъ какъ въ уравнены [69] имѣются члены подъ знакомъ ради­
кала, заключающіе въ себѣ параметръ, то я привожу это уравненіе 
къ раціональному виду путемъ возвышенія въ квадрате и получаю 
уравнеше [80] очень сложнаго вида.

Очевидно, что „уничтоженіе ирраціональности обращаете уравненіе 
[69] въ произведете двухъ ѵравненій, изъ которыхъ одно представ­
ляете собою изслѣдуемую нами линію, а другое новую линію, парал­
лельную первой и отстоящую отъ нея на перемѣнномъ разстояніи, 
такъ какъ только при к =Q , когда JR1 =  R2 — О, оба уравненія пред­
ставляютъ собою одну и ту же линію“.

„Такимъ образомъ, мы видимъ, что, за исключеніемъ одного част- 
наго случая, эта новая линія не проходитъ черезъ точку перес®ченія 
сопряжеиныхъ хордъ и сл®довательно, для оі сканія интересующаго 
насъ геометрическаго мѣста является совершенно излишней“. ***)

Изъ приведенной выдержки ясно, что поел® исключенія парамет­
ра к, мы должны полученное уравнёніе разложить на произведете

*) « И з в ѣ с т ія  Т о м ск а г о  Т е х н о л о г и ч е с к а г о  И н с т и т у т а »  1909 г. № 1.
**) C m. стр . 58.

* * * ) Ш . п . стр . 59.
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уравненій и опредѣлить, которое изъ нихъ является для насъ нужнымъ.
Уравненіе [80], не смотря на рядъ принятых# сокращенных# обо­

значены, получилось очень сложное, а потому, для угірощенія рѣше- 
нія вопроса, я ввел# нѣкоторое произвольное допуіденіе, при посред- 
ствѣ котораго и получил# геометрическое мѣсто, какъ гиперболу.*)

Очевидно, что подобное приближенное рѣшеніе вопроса не даетъ 
точных# указаній на характеръ и свойства геометрическаго мѣста и 
если нѣкоторые выводы и получились согласными съ истиной, то 
другіе могутъ быть ошибочными.

Для отысканія возможности существованія шатуннаго полюса намъ 
надо получить точное выраженіе геометрическаго мѣста и изслѣдо- 
вать его.

Намѣченный нами путь, являясь по существу правильным#, при­
вел# насъ, какъ уже было сказано, къ ѵравненію [80]. ІІослѣ под­
становки въ это уравненіе параметра ft2, опредѣленнаго изъ уравненія 
[59] и выражаемаго формулою [82] мы получимъ „уравненіе 6-ой 
степени относительно х и у; кромѣ того уравненіе это будетъ зашло* 
чать въ себѣ и веѣ убывающія степени неизвѣстныхъ".

„Такимъ образомъ, мы прихоцимъ къ заключенію, что отысканіе 
точнаго геометрическаго мѣста точекъ пересѣченій соиряженныхъ 
хордъ для прямолинейно-производнаго шатунно-кривошипнаго меха­
низма приводит# насъ къ изслѣдованію уравненія шестой степени съ 
очень большим# числом# членов#". **)

Настоящая статья и является продолженіемъ и дальнѣйшей раз­
работкой намѣченнаго пути.

Для того чтобы разложить уравненіе 6-ой степени, имѣющее быть 
полученным#, на произведете ѵравненій нисшихъ степеней, мы по­
стараемся упростить уравненія линій, выражаемых# формулами 
[59] и [69].

Какъ намъ извѣстно,***) уравненіе [59] представляетъ собою поля­
ру радикальнаго центра трехъ кругов#—кривошипнаго и двухъ ша­
тунных#;—съ другой стороны мы знаемъ, что поляра радикальнаго 
центра всегда проходитъ черезъ полюсъ шатунной радикальной оси.

Слѣдовательно, если мы перейдем# къ новой прямоугольной си- 
стемѣ координат#, оси которой параллельны осямъ прежней системы, 
а начало совпадает# съ полюсом# шатунной радикальной оси, то урав- 
неніе [59]. изъ котораго въ дальнѣйшемъ мы должны опредѣлить вы-

*) Стр. 67  у р а в н е н іе  [87].
**) C m. стр  64 .

* * * )  Ш а т у н н ы й  п о л ю с ъ — ст р . 45.
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рэженіе для параметра к, будетъ имѣть болѣе простую форму, какъ 
уравненіе линіи, проходящей черезъ начало координатъ.

Координаты полюса шатунной радикальной оси въ прежней систе- 
мѣ выражаются формулами [61]:

Xp  —  —  > у р  =  —

Такимъ образомъ, для перехода къ новой системѣ координатъ, мы 
имѣемъ формулы:

Xrt=X  +  -  и у =  у — tab —»п  ̂ у L п
I

гдѣ X и у' относятся къ прежней системѣ, а и къ новой.
Беремъ уравненіе поляры въ формѣ, выражаемой уравненіемъ [81]:

(т2 +  к2) X' -j- ( т2 +  к2 — 2 п2) у' ctg & — 2 nr2 =  0.

Преобразуемъ его, опираясь ка формулы перехода къ новой 
системѣ.

Тогда получимъ:

(т2 -J- к2) X +  (т2 +  к2 — 2 п2) у ctg b -f- (т2 +  к2)Г----П

— ( т2 +  к2 — 2и2)  2 =  0,п
что по сокращеніи даетъ:

( т2 + к 2) X  +  (т2 +  к2 —  2 ctg 0  = 0 .  ( 1 )

Переходимъ затѣмъ къ уравненію [69].

j (ж2 +  к2) (п2 -f- к2) — 4 W2 к2 cos2 Я)} х +  \(т2 -{- к2) ( —- п2) -J-
+  2 п2( п2 - j - к2 — 2 к2 cos2 ö)| y' ctg 0 +  2 B1 Bi -f-

+  ~ {4 и2к2 cos2 й—- (ж2 +  ft2)2} =  0. (69)

Преобразуя координаты, имѣемъ слѣдующее измѣненіе постоян-
наго члена:

2 2 
— Um2 +  к2) ( п2 -j- к2) — 4 п 2 к2cos2 ö l  — ( (т2 +  к2) ( — п 2) +

+  2 п2 (п2 +  к2 — 2 к2 cos2 г>)} -f- ^- { 4 п  cos2 Я — (т2 +  к2)2 } -)-

+  2 Yi Ry R2.
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Дѣлая приведете подобных+ членовъ получаем+:

2 пг2{т2 — и 2) +  —  { 4  W2 Tc2 COS2 0  —  ( 2 - f  l 2) 2} - f  2  w I f 1 Д , .
Jj ' 1

Вставляя полученное выраженіе въ уравненіе (69) и освобождаясь 
отъ знаменателя, имѣемъ:

Для того чтобы упростить уравнеыіе (2), помножаем+ уравненіе (І) 
на— 2 (п2 -j- Ic2) и складываем+ его съ уравненіемъ (2). ІІродѣлавъ это, 
получимъ новое уравненіе:

— 8 п2 к2 X cos \) — 4 п2 (т2 — 2 п2 — Jc2 +  2 к2 cos2 D) ctg г) 4 п JRiJR2 +  
(3) +  4пг2 (т2 — п2) +  п j 4 п2к2cos2& — (т- +  к2)2 J =  О

Помножим+ теперь уравненіе поляры (1) на А п% и сложим+ съ 
уравненіемъ (3). Въ результатѣ получимъ уравненіе слѣдуюіцаго вида:

4 п (т2 — к2 cos 2 Ь) х +  8 п W у cos & sin Ь +  4 JS1 R2 +  4 г2 (т2 — п2) +
+  4 и2 к2 cos2 & — ( т 2 +  к2)2 =  0.

А

Такимъ образомъ, вмѣсто уравненія (2) мы получили уравненіе (4), 
представляющее собою нѣкоторую прямую изъ пучка прямыхъ, про­
ходящих+ черезъ ту же точку, черезъ которую проходят+ и прямыя 
линіи, выражаемыя уравненіями (1) и (2).

Слѣдовательно, для нахожденія геометрическаго мѣста мы можемъ 
манипулировать съ уравненіями (1) и (4).

Для еще болыиаго упрощенія дальнѣіішихъ дѣйствій мы найдемъ 
точку пересѣченія линій (1) и (4).

Обозначимъ сокращенно уравненія (Г) и (4) такъ:

(2)

2 j (т2 +  к2) («2 +  А2) — 4 W2 к'2cos2 ö J +  2 |(ж2 +  к2) ( 2 — п2) +
-f- 2 W2 ( п2 +  T;2 — 2 к2cos2 &)} у ctg О +  4 4 ( 2 — w2) +

I п{ 4 W2 к2cos2 & — (m2 -J- к,2)2 J -= 0.

(5)
-j * rTl WfT 14 I *

Ax +  By +  С = BHOIU' ОШЗН

Тогда координаты точки пересѣченія этихъ линій будутъ
: “(~‘А г -д а ) —  6 - g o J ; A -лѵ 4  ; 4 -  : ( 6  '8 0 0  ** L- —  -j~ '«•)

(6') CBx
Х~  ABx- B A x и X -B A x
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Каждое изъ полученных# такимъ образомъ выраженій, взятое въ 
отдѣльности, представляетъ собою прямую линію, параллельную какой 
либо изъ осей и принадлежащую нашему пучку линій, при чемъ 
уравненія этихъ линій содержат# только по одной величинѣ неиз- 
вѣстной.

Беремъ выраженіе для у . Будемъ имѣть уравненіе прямой парал­
лельной оси х:

(AB1- B A Q y  =  CA1.
Подставляя вмѣсто величин* А, В т. д. ихъ значенія, полу­

чимъ послѣ нѣкоторыхъ преобразованій уравненіе слѣдующаго вида:

4 п {(ж2 — к2cos 2 d) (m2 +  к2 — 2 n2) — (т2 +  к2) sin2 Я J у ctg —

— (т2 -\-к2) !у 4 г2 (ж2 — п2) +  4 2 к2 cos2 — (ж2 -Ц к2)2 [ —
- 4  (M2^ k 2) R 1B2 =  O. (7)

Упростимъ коэффиціентъ при у , раскрывая малыя скобки и дѣ-
лая приведете подобных* членов*.

(ж2 —  к2 cos 2 d) (ж2 4- к2 — 2 — 2 (ж2 +  к2) sin2 d =
=  (ж2 +  к2) (ж2 — к2 cos 2t> — 2 кsin2 d) — 2 и2 (ж2 — к2 cos 2 0),

что даетъ далѣе:

(ж2 -j- к2) (ж2 — к2) — 2 п2 (ж2 — к2 cos 2 d) =  (ж2 +  к2) (ж2 — к2) —
— 2 п2 (ж2 -f- к2 — 2 cos2 d),

или, окончательно:

(ж2 +  к2) (ж2 — к2 — 2 +  к2 cos2 ft. (8)

Такимъ образомъ ѵравненіе (7) принимает* видъ:

4 п{ (ж2 +  к2) (ж2 — к2 — 2 п2)-f- 4 2 2 cos2 ft } ctg d —

— (ж2 к2)j 4 г2 (ж2 — и2) +  4 и2 /с2 cos2 d — (ж2 +  /с2)2 j —
- 4 ( т 2 + к 2) R 1R 2 =  O. (9)

Прежде чѣмъ освободить уравненіе (9) отъ ирраціональности, пре­
образуем* его, опираясь на значеніе множителя (ж2 +  ©предѣля-
емое изъ уравненія (1).

Мы имѣемъ:

(т2 +  к2)х +  (ж2 +  к2 — ft =  0. (I)
Откуда:

9 , ,9 2ctg Отг +  № =  — : т—к (10)
X  +  у  ctg и
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и M =  - т2х — (2 «2 — W2) у ctg г) 
х -j у  ctg О (H )

Подставляя въ уравненіе (9) выраженія (10) и (11), мы исключа- 
емъ параметръ к изъ всѣхъ раціональныхъ членовъ уравненія, что 
даетъ намъ возможность, сдѣлавъ приведете подобныхъ, получить въ 
дальнѣйшемъ сравнительно менѣе сложныя выраженія.

Выполнивъ указанныя дѣйствія, иослѣ освобожценія отъ знамена­
теля и нѣкоторыхъ сокращеній, мы получаемъ новое уравненіе, кото­
рому удобства ради придаемъ слѣдующій видъ:

X z —  2 пт2 C O S 2 г) +

+  X 2  у ctg & 2 п [ т2 — п2 — (3 т2— 2 п2) cos2 0] +
+  ад/2ctg2& 2 « [ 2 т 2— Sn2— (3 т 2— 4«2)cos29 ]+

у3 ctg3 0 — 2 п(2 «2 — т2) (1 — cos2 0) +
+  X2 т2 п2 cos2 0 — г2 ( т2 — «2) -f-
+  ху ctg 0 — 2 (т2 — «2) (г2 — п2 cos2 0) +
-}- у2 ctg2 0 «4—г2 (т2—п2) —(2 — т2) 2 cos2 О

=  B 1B s i  х - і -у  c tg  b)2

(12)

Теперь мы уничтожаемъ ирраціональность, возвышая въ квадратъ 
обѣ части уравненія (12).

Выпишемъ сюда значенія ирраціональныхъ величинъ B1 и B2 *)

В■ V
> = ѵ

( п 2 +  Jc2 — 2 п Jccos 0 ) —
( т 2 -f- к2 — 2 cos О)2

( «2 +  к2 +  2 п к cos О) г2 —
( т2 +  к2 +  2 п к cos О)2

Произведете B1 B2 ,очевидно представляетъ собою произведете 
подкоренныхъ величинъ и будетъ имѣть видъ: **)

B12 B22 =  [(«2 +  к 2)2- A n 2M cos2 Ь] г4 —

— [(«2 +  M +  2 п к cos 0) ( т 2 +  к2—2 п к cos О)2 +

+  (п2 +  M—2 « к cos 0) ( т 2 +  M +  2 пк cos Oj2] +

+
( т 2 +  к2 — 2 п к cos О)2 ( т 2 +  M +  2 пк cos О)2

П Т

*) Стр. 61.
**) Стр. 62.
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Подставивъ въ полученное выраженіе значеніе опредѣляемое 
формулой (11) и дѣлая приведете подобных* членов*, мы получаемъ 
слѣдуклцее.

X i  I r 4 ( п 2—  ж 2)2 +  4  W2 ж 2 г 4 c o s 2 d  —

— 2 г2 п2 ж2 (ж2 — п2) c o s 2 d  +  
+  W4 ж4 c o s 1 d  

ж3 у ctg г) 4 г4 (гг2 — ж2) (2 W2 — ж2) +
4- 8 г4 и2 (2 ж2 — W2) cos2 d — 

—4 г2 W2 (w4 4- 2 ж4—4 ж2 п21 cos2 d — 
— 8 г2 ж2 гг4 cos2 d 4- 

4- 4 Hiж2 (ж2 — гг2) cos4 d 
X2 у2 ctg2 d г4 (3 гг2 — ж2) (7 — 5 ж2) 4-(13)

^ i 2 R 22
1

(X+  У ctg  d)-

+  r4(w2 — яг2) (я5 YYli 24 ̂ 2COS2 ft)

Ctg3 ft

— 2 Г2 П4 (п2 — YYl2) —
— 4 г2п2 (5 п4 -f- 3 т 4—9 п2 Yn2) cos2 ft +

-f- 8 г2 п4 (2 п2 — 3 Yn2) cos2 ft +
+  4 П4 (ш2 — W2)2 COS4 г) +

+  2 YYl2U4In2 —(2 п2 — Yh2) COS2 ft] COS2 ft 
4 T4 (3 W2 — Yn2) (2 п2 — Yn2) —

— 8 Y4 п2 (3 п2 — 2 Yn2) COS2 ft —
— 4 T2U4 (2 п2 — Yn2) —

—4 г2 п2 (7 п4 -f- 2 т 4— 8 W2 т2) cos2 ft -f- 
+  8 T2 П4 (4 W2 — 3 YYl2) cos2 ft -f- 

+  4 n4 (m2 — n2) \n2 —
— (2 n2 — m2) cos2 ft] cos2 ft

r 4(3 U2-Yii2)2—4 r 4n2(2 Yi2—m2) cos2 ft—
— 2 T2 n2 (3 n2 — YH2) \n2 +

+  (2 n2 — YYl2) COS2 ft] +  
+  8 T2U4 (2 n2 — m2) cos2 ft -F- 
+  nA [n2 — (2 n2 — YH2) COS2 h]2

Вернемся къ уравненію (12).
Назовем# для сокраіценія лѣвую часть уравненія буквою L. По- 

слѣ возвышенія въ квадрат# обѣихъ частей уравненія мы будемъ 
имѣть:

L2 =  R12 R22 (х +  у ctg ft)4 (14)

у4 c t g 4 ft

при чемъ L2 представляетъ собою выраженіе слѣцующаго вида:



X2 у2 ctg2 ft

(15)

X6 у  ctg ft — 8 п 2 м 2 [т 2 — п 2 — (3 т 2 — 2 w2) cos2 ft] cos2 ft
Xi  у 2 ctg2 it 4 ^2 [ж 2 — w2 — (3 т 2 —  2  п 2) cos2 ft]2 —

— 8 гі2 ж 2 [2 т2 — 3 п2 — (3 ж 2 — 4 п*2) cos2 ft] cos2 it 
я 31/8 ctg3 it 8 п2 т2 (2 п2 — ж 2) (1 — cos2 it) cos2 it +  8 n2 [ж 2 —■ n2 —

— (3 ж 2 — 2 ri2) cos2 it] [2 ж 2 — 3 n 2 — (3 ж 2 — 4 п 2) cos2 it]
X2 у і  ctg4 it -  8 w2(2 Yi2- M 2) [ж 2—w2—(3 ж 2- -2 w2)cos2 it] ( I -  cos2 ft) +

+  4 п 2 [2 ж 2 — 3 п 2 — (3 ж 2 — 4 W2) cos2 ft]2 
ctg5 ft — 8 w2 (2 п2 — ж 2) (1 — cos2 ft) [2 ж 2 — 3 п 2 —

— (3 ж 2 — 4 п2) cos2 ft]
у 6 ctg6 ft 4 п 2 (2 п 2 ~ - ж 2)2 (1 — cos2 ft)2

X0 — 4п  т 2 [ж 2 п 2 cos2 ft — г 2 (ж 2 — п2)] cos2 ft 
X^ у  ctg ft 8 Yl Yil2 (ж 2 —- V2) (Г2 — Yl2 COS2 ft) COS2 ft -f- 4 Yl [ж 2 — П2 —

— (3 ж 2 — 2 Yl2)  COS2 ft] [ж 2 Yl2 COS2 ft — T2 (ж 2 — п 2) \

— 4 Yl Ж 2 COS2 ft [‘п 4 — T2 (ж 2 — Yl2)  —  (2 Yl2 — Ж 2)  Yb2 COS2 ft] —
— 8 п  [ж2—w2~-(3 ж 2—2 Yi2 ) cos2 ft] ( т 2—п 2) (г2— п 2 cos2 ft) +  
+  4 Yb [ж 2 Yb2 COS2 ft — Y2 (ж 2 — Yl2 )]  [2 YYl2 — 3 Yl2—

— (8  т 2 —  4  Yb2) cos2 ft] 
X2 у Ъ C t g 3 ftj4 Yb [ж 2 —  Yb2 —  (3 Ж 2 — 2 Yb2)  COS2 ft] [w4 —  Y2 (ж 2 —  Yb2)  —

— (2 п 2 —  Ж 2 )  Yl2 COS2 ft] —  4 W (2 Yb2—  Ж 2)  [ж2 Yb2 cos2 ft —

— Y2 (YYl2-Y b2)] ( I - C O S 2 ft)—8 Yb (M 2- Y l 2) (Y2- Y l 2 CO S2 ft) [2 Ж 3---
—  3 Yb2 — - (3 ж 2 —  4 Yb2)  C O S2 f t ]

8 Yb (2 Yb2 —  YYl2)  (ж 2 — Yb2) ( г 2 — Yb2 C T S 2 ft) ( 1 — CO S2 ft) +
- f  4 Yb [ w 4 —  Y  2 (ж 2 Yb2)  —  ( 2  Yb2 —  Ж 2)  Yb2 COS2 ft]  [2 Ж 2 —

— 3 Yb2 — (3 ж 2 — 4 Yb2)  COS2 ft]
—  4 Yb (2 Yb2 —  Ж 2)  [w4 —  Y 2 (ж 2 —  Yb2)  —

—  (2 Yb2 —  YYb2)  Yb2 COS2 ft] ( I —  COS2 f t )

[ж 2 W2 COS2 i t  Y2 (ж 2 — W2)]2
—  4 (ж 2 - -  W2)  (г2 —  Yb1 CO S2 ft)  [ж2 W2 C O S2 tt —  Y 2 (YYb1 —  W2) ]

4 (ж 2 — W2)2 (Y2 —  Y b 2  COS2 ft)2 +  2 [ж 2 W2 CO S2 ft —

х ь  4  п 2 ш 4 c o s 4 {)

жУ ctg4 ft

Ctg5 ft 

^4
X2 у  ctg ft 

X 2 у 2 Ctg2 ft

xy3 ctg3 ft 

у 4 ctg4 it

— г2 (ж2 — w2)] [w4 — г2 (ж2 — w2) — (2 W2 —  ж 2) W2 cos2 ft] 

—  4 ( ж 2 —  W2) (y 1 —  W2 COS2 ft) [w4 —  Y2 ( ж 2 —  w 2) —

— 2 W2 — YYl2) Yb2 COS2 ft]
[w4 — г2 (ж2 — w2) — (2 W2 — Ж2) W2 cos*2 ft]2

Вставляя въ уравненіе (14) полученный нами выраженія (13) и
(15), перенося всѣ члены въ одну часть, дѣлая соединеніе подобных+ 
и располагая коэффициенты при неизвѣстныхъ по степенямъ cosinus’а; 
мы получаем+ уравненіе, содержащее въ себѣ искомое нами геомет­
рическое мѣсто, въ слѣдующемъ окончательном+ видѣ:



X5л j 3

х °  п 2 ж 4 c o s 4 9  

# 5? / c t g 9  —  2  п 2 т 2 ( ж 2 —  п 2) c o s 2 9  +  2  п 2 т 2 ( т 2 —  W2 J c o s 4 9  

OtPy2C tg 2D /г2 ( ж 2 —  ?г2)2 —  2  п 2 ( 5  ж 4 —  8  W2 ж 2 +  2  w 4) c o s 2 & +

4 -  п 2 ( 1 5  ж 4 4 -  4  W4 —  2 0  /w2 w2) c o s 4 Ь 

2  п 2 ( ж 2 —  ?г2) ( 2  ж 2 —  3  /г2) —  4  W2 ( 5  ж 4 —  11 ж 2 W2 +

+  5  W4) c o s 2 9  4~ 4  W2 ( 5  ж 4 —  I О ж 2 п 2 4 ~  4  w4) c o s 4 &

W2 ( 6  ж 4 +  1 3  W4 —  1 8  ж 2 п 2)  +  4  w 2 ( l 4  ж 2 W2 —  5  ж 4 —

-  -  9  w4) c o s 2 9  +  п 2 ( 1 5  ж 4 2 4  W4 —  4 0  т 2 п 2) c o s 4 9

—  2  w 2 ( 2  W2 —  ж 2) ( 2  ж2 —  3  п 2) +  2  W2 ( 2  w2 —  ж2) ( 5  ж2 -  j 

— 7 п 2) c o s 2 9  — 2  п 2 ( 2  W2 — ж2) ( 3  ж2 — 4  w2) c o s 4 9

п 2 ( 2  п т 2) 2 — 2 W2 ( 2  w2— ж 2) 2 c o s 2 9 —(—/г2 ( 2  W2— ж 2) 2 c o s 4 9  

^  ж 2 г 2 ( ж 2 —  Yl2) COS2 9  п 2 —  п 8 Ж 4 COS4 9  

— w r 2 ( ж 2 - W 2)2 + w  ( ж 2- ^ 2) ( 5  ж 2 г 2 + ж 2 W2 — 2  г 2 w2) c o s 2 9  — I

— ж 2 W8 ( 5 ж 2 —  4 W2) c o s 4 9

— п  г 2 ( ж 2 — W2) ( 4  ж 2 — 5  W2) +  2  w [ 2  п 2 ж 2 ( ж 2 — 2  w2) j 

+  w4 (w2 - f  4  г 2) +  г 2 м 2 у 5  ж 2 —  9  W2)] c o s 2 9  — ;

—  2  W3 ( 5  ж 4 —  8  ж 2 W2 +  2  W4) c o s 4 9  =  №.

w ( ж 2— W2) (w4 — 6  ж 2 r 2 - f - 9  г 2 W2) +  2  п  [ 3  W2 ж 2 ( ж 2 —  3  w2)-{- 

4 -  W4 ( 5  W2 +  6  г 2)  +  г 2 ж 2 ( 5  т 2 —  11 W2)] c o s 2 9  +

+  2  W3 ( 1 2  Yii2 Yi2 — 5  ж 4 — 6  W4) c o s 4 9  

w [ г 2 ( ж 2 —  W2) { I n 2 —  4  Wi2) 4 -  2  W4 ( ж 2 —  3  w2)] —

—  w [2  W4 ( 8 YYi2 —  7 W2) —  ж 2 W2 ( 4  ж 2 —  1 3 г 2 )  —

—  г 2 ( 5  ж 44 ~ 8  W4)] c o s 2 9 4 - w :i ( 2  w2 —  ж 2) ( 5  я г2 —  6  п 2) c o s 4 9

—  w ( 2  W2 —  ж 2) (w 2 —  г 2 ) ( W2 4 -  I 2 —  2  W2 c o s 2 9 )  ( I — c o s 2 9 )

— г 4 п 2 Yn2 c o s 2 9

г 4 W2 ( ж 2 * -  W2) —  г 2 W2 ( 4  г 2 ж 2 — Wi2 W2 —  2  г 2 w 2) c o s 2 9  

T2 W2 [w 2 (w 2 —  4  Г 2) —  Yll2 (w 2 —  3  Г2)]  4 "

+  r 2 w2 [ 3  ж 2 (w 2 —  2  г 2) —  2  w 2 (w 2 —  3  г 2)] c o s 2 9І 

г 2 w2 [w2 ( 3  w 2 —  2 ж 2) +  г 2 ( S m 2 —  5 w 2)] 4 ~

4* r 2 w2 [w2 (3 Wi2 — 4 w2) 4“ 2 r 2 (3 w2 —  2 ж 2)] cos2 9| 
i/4ctg49 r 2w2(w2 — r 2) (2 w2 — ж 2) (I — cos2 9) j

# 2?/4c t g 49

# ! / 5c t g 59

! /6c t g 69

Xb

# 42 / c t g 9

# 3!/2 c t g 29

# 2!/3c t g 39  

х \ +  c t g 4 9  

!/5e t g 59

Xi
# 3! / c t g 9  

x 2y 2 c t g 29

# ^ 3c t g 39

В о т ъ  э т о  т о  у р а в н е н і е  6 - о й  с т е п е н и  н а м ъ  н а д о  р а з л о ж и т ь  н а  п р о ­

и з в е д е т е  у р а в н е н і й  н и с ш и х ъ  с т е п е н е й  и  з а т ѣ м ъ  о п р е д ѣ л и т ь ,  к о т о р о е  

и з ъ  н и х ъ  п р е д с т а в л я е т ъ  с о б о ю  и н т е р е с у ю щ е е  н а с ъ  г е о м е т р и ч е с к о е  

м ѣ с т о .

І І о с л ѣ  н ѣ к о т о р ы х ъ  п о п ы т о к ъ  я  н а ш е л ъ ,  ч т о  у д о б н ѣ е  в с е г о  п р е д ­

с т а в и т ь  у р а в н е н і е  ( 1 6 )  в ъ  в и д ѣ  п р о и з в е д е н і я  д в у х ъ  у р а в н е н і й :  о д н о г о  

у р а в н е н і я  ч е т в е р т о й  с т е п е н и  и  о д н о г о — в т о р о й .

Р а з л о ж е н і е  я  в е д у  с л ѣ д у ю щ и м ъ  п у т е м ъ .  В о з ь м е м ъ  в ъ  о б щ е м ъ  в и -  

д ѣ  д в а  у р а в н е н і я  с ъ  д в у м я  н е и з в ѣ с т н ы м и ,  у к а з а н н ы х ъ  в ы ш е  п о р я д к о в ъ .



Мы будемъ имѣть:

A1X4 +  B1 х*у j- C1X2у2 +  JD1Xy3 +  E1 у4 +  F1X2 +  G1X2у +  H1Xy2 +  
+  1\ У° +  &і +  L1 ху +  JM1 у2 +  N1X +  P 1 у +  Q1 =  О, (17)

A2X2 •+ B2ху +  С2у2 +  D2X-+ E2 у +  F2 =  0. *) (18)

Если мы, перемножив# эти два уравненія, сдѣлаемъ соединеніе по­
добных# членов# и составим# при нихъ коэффициенты, то у насъ по­
лучится уравненіе, заключающее въ себѣ неизвѣстные члены всѣхъ 
порядков# начиная отъ 6-го и кончая нулевым#.

Разсматривая же уравненіе (16) мы видимъ, что оно не заключа­
ет# въ себѣ неизвѣстныхъ членов# порядка ниже четвертаго. Отсю­
да мы заключаем#, что въ уравненіи четвертой степени общаго вида 
рядъ коэффициентов# равен# нулю. Анализируя подобным# образомъ 
схемы коэффициентов#, полученнаго нами въ общемъ видѣ уравненія 
6-ой степени, мы приходим# къ заключенію, что коэффиціенты урав- 
ненія (17) при неизвѣстныхъ членах# порядка ниже четвертаго дол­
жны быть равны нулю.

Такимъ образомъ мы получаемъ, что уравненіе (16) можетъ быть 
представлено какъ результат# произведенія двухъ уравненій слѣдую- 
щаго вида:

Ai X4 +  Bi X2Ij +  C1X2 у2 -F D 1 ху2 +  E1 у4 =  О,

A2X2 +  В.2х у +  C2Ij2 +  D 2 X  +  E2J +  F2 =  0.

(19)

(20)

ІІеремноженіе между собою этихъ двухъ уравненій даетъ намъ 
уравнеяіе 6-ой степени слѣдующаго вида:

X'  
Ж5г/Ctgd 
afy2ctg2d 
Ŝ yi ctg3 & 
3%4ctg4 d 
ху+++  
JZ+tg^d

A1 A2
A1B2 +  B1A2 
A1 C2 +  B1B , +  A2 
B1 C2 +  C1 B2 -)- D1 A2
E1A2 •+ D1 B2 +  C1 C2
B i B2 +  D1 C2 
E1C2

+

+

X5 
ж4гzctgd 

Xiy 2 ctg2d 
^V 3Ctg3 d 
«t/4ctg4d 
z/5ctg5 d

A1D2
A1E2 + B 1D2 
B{ E2 4- C1D2 
C1 E2 +  D1Di 

D1E2 +  D2
E1E2

+

Xi А B2
.Г'4/Ctgd B1B2

Ж2«/2 ctg2d Cl B2
a ^ c tg ^ Bi B2
z/4ctg4 d E1B2 I

=  0. (21)

*) При каждомъ у  имѣется множитель ctgä  въ соотвѣтственной степени, кото­
рый для краткости здѣсь упущенъ, т. е. включен ь въ коэффиціентьі и т. д.
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Разсматривая схемы коэффиціентовъ уравненія (21), мы видимъ 
прежде всего, что коэффиціентъ F2 ѵравненія (20) является сбщимъ 
множителем+ пяти послѣднихъ членовъ уравненія (21)? а такъ какъ 
это уравненіе должно представлять собою уравяеніе (16), то мы и на­
ходим+ F2 =  - U 2T2. Знакъ минусъ беремі, разсматривая коэффи- 
ціентъ при Xi въ уравненіи (16), для того чтобы получить коэффи­
циент+ Ai уравненія (19) съ знаком+ плюсъ.

Опредѣливъ F2, мы тѣмъ самым+ можемъ опредѣлить изъ пяти 
оослѣднихъ членовъ уравненія (16) всѣ коэффициенты ѵраввенія (19).

Согласно сказанному мы получимъ, что уравнеше (19) имѣетъ видъ:

Ax Xi Xi r2 m2 cos2 3
B1 x syctg i) xhj ctg & r 2 (w2— m2)+(4 r2 m 2■- m2n2— 2 r2 w2) cos2{)
C 1̂ 2Iz2Ctg2V) X2 y2 Ctg2 li[m 2 (n2 — 3 r 2) — n2 (n2 — 4 r 2)] —

= — [3 m2(w2 — 2 r2) — 2 «2 («2 — 3 r2)] cos2 >)=  0.
Dix/c  tg3& Xjf1 Ctg3 & [w2 (2  m 2 — 3 n 2) — f 1 (3 — 5 —

—[n2 (3 да2—4 n 2) +2  r2 (3 n2—2 да2)] cos2 v)
E1 tf ctg10 yi ctg1 D (r2 — w2) (2 n2 — да2) ( 1 — cos2 {)) (22)

Зная коэффиціенты ѵравненія (19) и (22) теперь нетрудно опре- 
дѣлить и коэффиціенты уравненія (20), опираясь на уравненія 
(21) и (16).

Въ уравнении (21) мы видимъ, что коэффициенты при Xq1 ?/6, хБ и 
имѣютъ сравнительно простую форму, а потому мы и обратимся къ 

таковымъ же коэффиціентамъ уравненія (16).
Обратимся къ X6.

A1 A2 х{] =  п2 ж4 cos4 ft.

Мы знаемъ уже, что A1 =  r2m2 cos2 ft, откуда

Для того чтобы въ дальнѣйшемъ не имѣть дѣла съ коэффициен­
тами въ видѣ алгебраических+ дробей, преобразуем+ здѣсь же най­
денное вами значеніе коэффиціента A 2.

Мы знаемъ, что ж2 =  п2 +  г2 — I2 *)
Съ другой стороны, мы имѣли ранѣе **) слѣдующѵю зависимость 

между всѣми, элементами шатуннокривошипнаго механизма:

І г = п а  cos ft и

P 4- г2 =  п2 4- а2.

*) C m . Ш атун н ы й  п о л ю с ъ  ст р . 55 .
* * ) Ш а т у н , п о л ю съ  ст р . 49 .



На основаніи этого мы можемъ написать:

м2 =  г2 +  п2 — I2 =  2 г2 — а2.

Такимъ образомъ коэффиціентъ A2 будетъ имѣть видъ:

 и _____

(2 г2 — a2) Yi2 cos2 Ь  или
fr

2 г2 п2 гоя2Ac

/уі

2 г2 п2COS2 ft —  O2 COS2 ft
2 |*2 

что даетъ окончательно:
A2 =  2 п2 cos2 ft — (2. (23)> 

Переходя къ ув имѣемъ:

Ei C2 уп =  г/ 6  ctg6  D п2(2п2 — т2)2 — 2  п2 ( 2  п2 — ж 2 ) 2  cos2  О +
+  п2 {2 п2 — ж2 ) 2  cos4  ft.

Коэффиціентъ при г/ 6 ctg6  f) можетъ быть цредставленъ въ слѣдую- 
щемъ видѣ:

E1 C2 yG =  у\ctg6  ft I n2( 2  n2 — ж 2 ) 2 (I — cos2  ft)2.

Отсюда мы получимъ значеніе коэффиціента C2:

п  п2(2 п2 — ж2)2 ( I — cos2 ft)2 
C2 =    /,• ....

или, такъ какъ Ei =  Qr2 — п2)(2п2— ж 2 ) ( 1 — cos2 ft),

„    п2(2 п2 —ж2) , 4 _ 2(1Ч
2 — гч_п2 (I cOS •!)•

Преобразуемъ это выраженіе, дабы не имѣть алгебраическихъ-
дробей.

Опираясь на различный обозначенія величины ж2, мы можемъ 
написать:

W2 (2 Yl1 — Ж2) Yl2 (2 Yl2 — Yll2) осѵC2 = ----- 9  й— ----------«——о—  cos2  9 или:Tml — Yldt Td — Yldi

^  п2 (2 Yl2 — Yb1 — T2 +  I2 ) Yl2 (2 Yl2 — 2 T2 +  a2) COS2 9
2 T2 — Yl2 T2 — Yb2

что даетъ намъ:

Yb2 {п2 — г2) +  Yb2I2 — 2 W2 (w2 — г2) cos2 9 — п2 a2 cos2 9
C o  =

Y2 —  Yb2
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Такъ какъ п2 о2 cos2 & =  г2 I2, мы имѣемъ:

■п2 (п2 — г2) + 12 (п2 — г2) — 2 п2 (п2 — г2) cos2 ft
T2 — п2

или, окончательно:
G2 =  2 п2 cos2 ft — (п2 +  I2). (24)

Переходим# къ коэффициенту х5 уравненія (16):

хь [п ш2 г2 (т2 — п2) cos2 & — п2 yyi4 cos4 ft] =  A1D 2х°.
Такъ какъ A1 =  г2 т2 cos2 ft, то мы приводим# наше выраженіе къ ви­
ду, дѣлящемуся на эту величину, опираясь на ранѣе выведенное зна- 
ченіе т2 =  2 г2 — а2.

Откуда: п2 м2 cos2 ft =  п2 (2 г2 — a2) cos2 ft, -что по раскрытіи скош 
бокъ и нодстановкѣ вмѣсто п2 a2 cos2 ft равной ей величины г2 I2 да­
етъ намъ: U2M2 cos2 ft =  г2 (2 ^2Cos2 ft — I2).

Такимъ образомъ мы имѣемъ:

A1 D2-  п т2 г2 (т2 — yi2) cos2 ft — Yir2 (2 п2 cos2 ft — I2) т2 cos2 ft. 

Откуда:
m2 r2 Yi cos2 ft [m2 — Yi2 -j- I2 — 2 Yi2 cos2 ft]

2 =    ---------------JLi
и ни, такъ какъ yyi2 =  Yi2 +  г2 —~ I2:

» » V  cos» * ( г =  .  _ 2 я2 cos, 8 (
т2 г2 cos2 ft ѵ

Обращаясь къ ^5Ctg5 9, мы имѣемъ:

уЪ c|g5 {} [ — п (2 п2 —ж 2) (Yl2 — г2) (Yl2 г2 — 2 Yl2 cos2 ft) (1 — cos2 ft)] =
=  E1 E2 5 ctg5

Такъ какъ
E1 =  (г2 — и2) (‘2 «2 — zw2) ( I — cos2 d) то, очевидно, что

B2 =  п (п2 +  г2— 2 м2 cos2&). (26)

Для опредѣленія коэффиціента B2 мы обратимся въ уравненіи (16) 
къ члену съ ж5у ctg 0.

По уравненію (21) мы знаемъ, что схема коэффициента этого чле­
на такова:

ж5 у ctg О [A1 B2 +  A2].

Такт» какъ A1, A2 и B1 нами уже опредѣлены, то отысканіе зна- 
ченія B2 не представляетъ уже трудности.



Составим+ произведете извѣстныхъ намъ величинъ A2 и Bu

A 2 D 1 =  (2 W2 cos2 ft — I2) [г2 (п2 — м 2) +  (4 г 2 т2 — т2 п2 — 2 г 2 w2) cos2 ft].

Для упрощенія дальнѣйшихъ дѣйствій преобразуем+ коэффиціентъ 
Bi такъ:

Bi =  г2 (п2 — ж2) +  [4 г2 M2 — w2 (ж2 +  2 г2 j] cos2 ft, что даетъ намъ 
далѣе:

JS1 =  г2 (п2 — ж2) +  [4 г2 м2 — W2 (4 г2 — a2)] cos2 ft, или,

Bi =  г2 (п2 — ж2) +  W2 а2 cos2 ft +  4 г2 (ж2 — п2) cos2 ft,
откуда:

=  г 2 ( п 2 — ж2-+ I2) +  4 г2(ж2 — W2) или окончательно:

Bi =  г 2 (2 12 —  г2) +  4 г2 (ж2 —  W2) cos2 ft.

Такимъ образомъ A2 D1 принимает+ видъ:

A2Bx=  (2 W2 cos2 ft — I2) [г2 (2 12 — г2) + 4  г2 (ж2 — п2) cos2 ft]. 

Перемножая почленно получаем+:

A2 Bi =  г2 (2 W2 cos2 ft—I2) (2 12— г2) +  4 г2 (2 п2 cos2 ft—I2) (ж2— w2) cos2 ft.

Мы нашли ранѣе при выводѣ коэффициента D21 что п2 ж2 cos2 ft =  
=  г2 (2 п2 cos2 ft — I2); слѣдовэтельно, произведен™ A2 B1 можетъ быть 
придана слѣдующая форма:

A2 Bi =  (2 12 — г2) п2 ж2 cos2 ft +  4 (ж2 — w2) ж2 п2 cos4 ft.

Вычитая это выраженіе изъ коэффиціента при хъу ctg ft уравненія
(16) мы получаем+:

A 1 B2 =  — 2 W2 ж2 (ж2 — и2) cos2 ft +  2 W2 ж2 (3 ж2 — 2 w2) cos4 ft —

— (2 12 — т2) п2 ж 2 cos2 ft — 4 (ж2 — W2) ж2 W2 cos4 ft,

что послѣ приведенія подобных+ членовъ принимает+ видъ:

AiB2=  — T2 и2 ж2 cos2 ft +  2 п2 ж4 cos4 ft.

Подставив+ во второй членъ вмѣсто ж2 равную величину 2 T2—а2, 
мы преобразуем+ наше выраженіе такъ:

AiB2 =  — т2 п2 ж2 cos2 & +  2 W2 ж2 (2 г2 — a2) cos4 ft или,

Ai B2=  — т2 п2 т2 cos2 ft +  4 T2 п2 ж2 cos4 ft — 2 ж2 п2 а2 cos2 ft cos2 ft,
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откуда, окончательно получаемъ:

Ay B2 =  4  г 2 п 2 т2 c o s 4 9  —  г 2 т2 ( п 2 +  2 12) c o s 2 9.

Теперь легко опредѣлить величину коэффиціента B2.

4  г 2 п 2 YYi2 c o s 4 9  —  г 2 ж 2 ( п 2 +  2 12)  c o s 2 9
Bo = A1

Подставляя сюда вмѣсто А h равную ему величину A1 =  г2 т2 cos2 9, 
имѣемъ значеніе коэффиціента B2.

B2 =  4 Yi2 cos2 9 — (2 12 +  и2). (27)

Такимъ образомъ у насъ оиредѣлены всѣ коэффиціенты уравне- 
нія (20).

Составляя, далѣе, по схемѣ уравненія (21) коэффиціееты для 
остальных!» степеней х и у и приравнивая ихъ къ коэффиціентамъ 
уравиенія (16), мы во всѣхъ случаяхъ получаемъ тождества, что и 
является доказательствомъ правильности нашихъ дѣйствій.

Итакъ уравненіе (16) шестого порядка относительно х и у разла­
гается на произведете двухъ уравненій второй и четвертой степени.

Выпишемъ сюда оба найденныя уравненія:

X i
#8!/Ctg9 
х2у2 ctg2 9

х у 2 c t g 89

J/4C tg 49

T2 YYl2 COS2 9

Y2 (fl2 — т2) +  ( 4  Y2 YYl2 — M2 Yl2 — 2  Y2 Yl2) COS29  

[т2 (w2 — Sy2) — п2 (yi2 — 4 г2)] —
—  [ 3  YYl2 (Yl2 — 2  Y2) —  2  Yl2 (Yl2, — S Y2)]  COS2 9

\ п 2 ( 2  YYl2 —  3  Yl2) —  Y2 ( 3  Yll2 —  5  W2)] —

— [w2 ( 3  ж 2 — 4  W2) + 2  Y2 ( 3  W2— 2  ж 2)] c o s 2 9

(г2 — W2) (2 W2 — YYl2) ( 1 — COS2 9 )

О,

(22)

X2 2 п2 cos2 tt — I2
жг/ctgit 4 п2 cos2 it — (2 I2 -f- гг)
у2 ctg2it 2 п2 cos2 Ь — (I2 +  п2)

X п ( г2 — 2 п2 cos2 it)
г/ctgit п(г2 -J- п2 — 2 п2 cos2 it)

X0 — п2 г2

=  0, (28)

Теперь намъ надо опредѣлить, которое изъ этихъ двухъ уравне­
ны является искомымъ геометрическимъ мѣстомъ.

Для этого мы вспомнимъ, что у насъ имѣется одна, найденная



ранѣе, точка, принадлежащая геометрическому мѣсту; точка эта опре- 
дѣляется формулами (65) *) имѣющими видъ:

г2 +  W2 — I2 (I2 — г2 — п2)2 — 4 п2г2
Х ~~ 2 п  И У 2 п  (I2 — г 2 +  п 2) ctg ft

Такъ какъ г2 +  W2 — I2 =  ж2, то этимъ формуламъ мы придаем+ 
слѣдующій видъ:

ж2 ж4 — 4 W2 г2
Х 2п 1 У 2 п (2 W2— ж2) ctg ft

Выраженія эти найдены въ прежней сиетемѣ координатъ; намъ
надо ихъ преобразовать для новой системы.

Формулы перехода, указанный въ началѣ настоящей статьи, таковы:

г2
X =  X j T и U = U -  tg ft *Yb J J п

Слѣдователі но координаты контрольной точки въ новой системѣ 
будутъ:

ж2 г2  M2 — 2 г2
2 п п 2 п

ж 4 — 4 U2 T2 т2  ж4—- 4 и2 т2 +  2 т2 (2 и2— ж 2)
У 2 п (2 U2 — YYl2 j Ctg ft Yl Ctg ft 2 Yl (2 W2 — YYl2) Ctg ft

Такъ какъ ж 2 =  2 г2 — а2, то мы получаем+:

a2 YYl2 G2
X =  —  =  H W =  —  - — 7rt—о------- O4 . ч; ‘ (29)2 п  J 2 Tl (2 U — YYl ) Ctg и

Подставляя въ уравненіе (28) значенія величинъ х и у, опредѣля- 
емыя формулами (29), мы имѣемъ:

G4 G4  YYi2
.- -о (2 W2 COS2 9 — I2) +  о .  2л“ ( I  F  cqS2 — 2 Г2 — W2) +4 W2 '  4 W2 (2 W2 — да2)

G 4 Ж 4  G2

+  4~% (2 п 2- - д а 2)2 (2 F  COS2 J — J2 -  —  2 U2 - Z n 2 COS2 ')) -

а'2 т‘‘ (г2 +W 2 — 2 п2 cos2 4) — и2 г2 =  О,2 (2 W2 — да2)

что по освобожденіи отъ знаменателя, приведенія подобныхъ чле-

*) C m. Ш атунный полюсъ, стрі 57.
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н о в ъ  и  п о д с т а н о в к а  в м ѣ с т о  ж 2 в е л и ч и н ы  е й  р а в н о й  ( 2  г 2 —  а 2), п р и ­

н и м а е т #  в и д ъ :

a 2 12 —  2 ^ 2 а 2 +  2  г 2 а 2 —  а 4 п 2 12 —  г 2 12 —  п 4 + 2  п 2 г 2 —  г 4 =  0 .

Р а з л а г а я  н а  м н о ж и т е л и ,  м ы  п о л у ч а е м ъ :

— (п2 +  а2)2 +  I2 {п2 +  а2) +  2 г2 (п2 +  а2) — г2 (Z2 +  г2) =  0.

Т а к ъ  к а к ъ  I2 +  г 2 =  п 2 +  о 2, т о  м ы  п р о и з в о д и м #  с о к р а щ е н і е ,  п о с л ѣ  

к о т о р а г о  п о л у ч а е м ъ :

—  ( п 2 a 2) F  I2 +  2  г 2 —  г 2 =  0 ,  и л и

I2 +  г 2 =  п 2 +  а 2, о т к у д а  в и д и м ъ ,  ч т о  у р а в н е н і е  ( 2 8 )  в п о л н ѣ  у д о в л е ­

т в о р я е т с я  к о о р д и н а т а м и  к о н т р о л ь н о й  т о ч к и .

П е р е х о д и м #  к ъ  у р а в н е н і ю  ( 2 2 ) .

П о д с т а н о в к а  в е л и ч и н #  х  и  у  п о  ф о р м у л а м ъ  ( 2 9 )  д а е т ъ :

а 8 а 8 in 2

M 4' r2 т* COs2 і} +  (2 п ) ' 2п2- т 2 ̂ 2 (П‘2 т'2> +  (4 г2
»

CT8 YYl2 {
 2  Г2 П2) COS2D] +  4 • T3 - O  242 m 2  ( n ^  —  3  г 2) —  п 2 (  2—  4  г 2) —' J 2 W4 (2 п1 — m2Y I

—  [3  т 2( п 2 —  2  г 2) —  2  п 2 ( п 2 —  3  г 2)]  c o s 2 D j  +

Q8 щ б  I

" Ь  ' Tb2  243 т е 2 ( 2  M 2 —  3  п 2) —  г 2 ( 3  ж 2 —  б  —
2  п 4 ( 2 п 2—  т 2У \  ѵ

—  [ п 2 ( 3  ж 2 —  4  п 2)  -}■• 2  г 2 ( 3  п 2 — 2  ж 2) ] с о в 2 D j +

G8 Ж 8
+  5“ 4 ' 7~>—2 2Ü (^2 — ^2) (2 ~~ ^ 2) ( 1 — C°S2 ft) =  0.1 2  Yl4 ( 2  W2 —  YYl2) 4 Ѵ ѵ 7 ѵ

П р о и з в о д я  с о к р а і ц е н і е  и  п р и в е д е н і е  к ъ  о д н о м у  з н а м е н а т е л ю  м ы  

п о л у ч а е м ъ :

r 2( 2  Yi2- m 2) 8c o s 2f t - F ( 2  п 2— м 2)2\ г 2( п 2— ж 2) - | - (  4  T2YYi2 - Y n 2Yi2— 2 r 2^ 2) c o s 2f t ] +  

“F  ^ 2 ( 2  Yl2-  YYl2) {Yn2 (Yl2 —  3  T2)  —  Yl2 { п 2 —  4  T2)  —  [ 3  Ж 2 ( П2 —  2  Г2) -

—  2  ^ 2 (w2— 3  г 2)]  c o 2ft} +  Щ* { ^ 2 ( 2  —  3  Yi2)  —  г 2 ( 3  ж 2 —  5  Yi2)  —

—  \ п 2 ( 3  M 2 —  4  Yi2)  - F  2  г 2 ( 3  W2 —  2  ж 2)] COS2D } + ' ж 6 ( г 2 — w2) (1  — c o s 2 f t ) = 0 .

Р а с к р ы в а я  с к о б к и  и  д ѣ л а я  п р и в е д е т е  п о д о б н ы х #  ч л е н о в #  м ы  п о ­

л у ч а е м ъ  в ъ  р е з у л ь т а т ѣ :

—  2  YI6 ( ж 2 —  2  г 2)  =  О, и л и
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2 W6 а2 =  0, что очевидно невозможно, такъ какъ п и а представля­
ютъ собою конечныя величины.

Итакъ уравненіе (22) не удовлетворяется значеніями координатъ 
контрольной точки и, слѣдовательно, не представляетъ собою искома­
го геометрическаго мѣста, уравненіе же (28), какъ мы видѣли, обра­
титесь въ тождество.

Такимъ образомъ мы приходимъ къ заключенію, что геометриче­
ское мѣсто точекъ пересѣчекія сопряжеиныхъ хордъ для криволиней­
но производнаго шатунно-кривошипнаго механизма выражается урав- 
неніемъ второй степени.

Изслѣдуемъ геометрическое значеніе этого уравненія. Напишемъ 
его въ общемъ видѣ:

Ax2 +  Bxy +  Cy2 - f  JDx +  Ey +  F =  0.

Дискриминанте этого уравненія имѣетъ видъ:

Д  =  2 (4 ACF -  AE2 -  CD2 +  BDE -  B2F).

Опредѣлимъ значеніе дискриминанта, опираясь на слѣдующую за­
висимость между коэффициентами уравненія (28):

А =  2 п2 cos2 9 — I2,
В =  (4 п2 cos2 9 — 2 12 — и2) ctg 9 =  (2 А — Yb2) ctg 9,
С = (2  Yi2 cos2 9 — 12 — Yb2)  ctg2 9 =  (А — yi2) ctg2 9,
D=Yiir2 — 2 п2 cos2 9),
E =  п (г2 +  п2 — 2 Yi2 cos2 9) ctg 9 =  (D +  w8) ctg 9,
F=Z-Yl2 г2.

Такимъ образомъ имѣемъ, преобразуя сперва дискриминанте:

Д  =  2 { С{4 A F -  D2) +  E (BD — AE) — B2F } или подставляя:

Д  =  2 j ctg2 9 (А — Yi2) (4 AF — D2)4 -ctg 9 (D 4- п*) [ctg 9 (2 A — n2)D -  

— ctg 9 A (D 4" w3)] — ctg2 9 (2 A — w2)2 F }.

Производя дѣйствія получимъ:

Д  =  2 w4 ctg2 9 (— Ayi2 —  Dn — F ).

Подставимъ значенія коэффиціентовъ A1 D и F.

— (An2 4~ Dn +  jF) =  -- (2 w4 cos2 9 — n2 l2 +  w2 r2 — 2 w4 cos2 9 — w2 r2y 

или окончательно:
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Д  —- 2 «612 ctg2 &, что представляетъ собою величину большую чѣмъ 
нуль. Итакъ Д  >  0.

Опредѣлимъ теперь значеніе выраженія:

H =  B2- A A G
H =  ctg2 it [(2 А -  п2

Раскрывая скобки имѣемъ:

H =  ctg2 9 [4 J 2 +  w4 — 4 An2 — 4 A2 +  4 An2},
H =  w4 ctg2 9 >  0.

Итакъ ѵравненіе (28) представляетъ собою гиперболу.

или

Вернемся теперь къ прежней систем® координатъ, подставляя вм®- 
сто x w y  соотвѣтственныя величины:

fr у 2
х =  х — — и у =  y' +  tg 9 — п * * 0 п (смотри стр. 3).

Поел® выполненія всѣхъ дѣйствій мы получимъ слѣдующее уравненіе:

х'2 2 п2 cos2 9 — I2
X у ctg9 4 п2 cos2 b - 0I l2- п2
у 2сtg29 2 W2 cos2 9 — I2 — п2 (30)

X — 2 W3 cos2 9
2/'etgL> — W3 cos 2 9.

Откуда мы видимъ, что найденная нами гипербола проходитъ че­
резъ центръ кривошипной окружности—начало координатъ прежней 
системы.

Уравненію (30) мы можемъ придать слѣдуюіцій бол®е компактный 
видъ (опуская какъ ненужные теперь штрихи при неизвѣстныхъ):

X2 2 « 2cos2\t
x y c i g b n2 (4 cos2it — I) X2 I2
#2ctg2& n2(2 cos2it — I) = xyc,t g b 2 12

X — 2 n scos2 d y 2 ctg2& I2
y c t g b — ns cos 2 &

или иначе:

X
y c t g b  

что даетъ далѣе:

X2 } 1 2 cos
xycigb 2 cos2 9 +  cos 2 9 
!/2ctg29 cos 2 9

— 2 n cos2 9
— n cos 2 b

+ x  +  y c i g b f ,



ч
2 0

(х +  у ctg ft — гі) (х. 2 cos2 ft +  у ctg ft cos 2 ft) =  —2 (x + у ctg ft)2, 

откуда имѣемъ окончательно:

(х +  у ctg & — п) (хsin 2 § +  уC O S  2 &) =  ^ f 2 • (31)

I2

Въ заключеніе замѣтимъ что, подставляя въ найденное нами урав- 
неніе геометрическаго мѣста координаты точки, опредѣляемой форму­
лами (61) на етраницѣ 54-ой „ІІІатуннаго полюса", мы не получаемъ 
тождества.

Это показывает+ намъ, что хотя указанная точка и удовлетворя­
ет+ условію полярности, но она не представляетъ собою точки пере- 
сѣченія сопряженныхъ хордъ для разсмотрѣннаго предѣльнаго случая 
и, слѣдовательно, всѣ выводы, основанные на значеніяхъ координатъ 
этой точки, являлись неправильными, какъ напр, числовой выводъ въ 
концѣ шестой главы.


