
Введение
В роторах многих газотурбинных установок [1]

(использующихся в нефтегазовой промышленно�
сти для энергообеспечения геолого�разведочных
работ), турбокомпрессорных комплексов [2] (ис�

пользующихся при транспортировке природного
газа и его закачке в подземные хранилища), шах�
тных вентиляторов [3] (использующихся для при�
нудительной вентиляции шахт и рудников) могут
возникать значительные меняющиеся в процессе
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Актуальность работы обусловлена необходимостью исследования процесса уравновешивания автобалансирами роторных
машин в оборудовании объектов добычи и транспортировки георесурсов, в частности в шахтных вентиляторах, в газотурбинных
установках при транспортировке природного газа.
Цель работы. Установить структуру и конкретизировать вид дифференциальных уравнений, описывающих движение роторной
машины с автобалансирами со многими корригирующими грузами и процесс уравновешивания ротора автобалансирами.
Методы исследования. Элементы теоретической механики, теории устойчивости движений механических систем по Ляпуно�
ву, теории роторных машин.
Результаты. В рамках упрощенной теории роторных машин с автобалансирами со многими корригирующими грузами устано�
влена структура и конкретизирован вид систем дифференциальных уравнений, описывающих движение роторной машины и
процесс уравновешивания ротора автобалансирами.
Установлено, что роторная машина условно состоит из нескольких взаимодействующих между собой частей – ротора (ротора в
корпусе) и неуравновешенных автобалансиров. Неуравновешенные автобалансиры действуют на ротор с силами, приложенны�
ми в точках подвеса автобалансиров и равными вторым производным по времени от векторов суммарных дисбалансов. Ротор
влияет на движение корригирующих грузов в автобалансире переносными силами инерции, пропорциональными ускорениям
точек подвеса автобалансира.
Система дифференциальных уравнений, описывающая движение роторной машины, составлена относительно обобщенных ко�
ординат машины. Эта система состоит из двух и более связанных подсистем.
Первая – описывает движение ротора. Ее всегда можно записать относительно обобщенных координат, описывающих движение
ротора и изменение суммарных дисбалансов ротора и автобалансира в каждой плоскости коррекции. При этом если ротор уста�
новлен с возможностью вращения вокруг своей продольной оси в корпус, удерживаемый податливыми опорами, то ротор и кор�
пус образуют условный составной ротор (более массивный и вытянутый, чем сам ротор) и уравнения составляются для него.
Количество остальных подсистем равно числу автобалансиров, уравновешивающих ротор. При этом подсистема, соответствую�
щая j�му автобалансиру, имеет стандартный вид и описывает движение корригирующих грузов в этом автобалансире. Она со�
стоит из nj дифференциальных уравнений, где nj – количество корригирующих грузов в j�м автобалансире.
Система дифференциальных уравнений, описывающая процесс автобалансировки роторной машины, составлена относительно
обобщенных координат ротора и проекций суммарных дисбалансов ротора и автобалансира в каждой плоскости коррекции. Она
предназначена для исследования устойчивости семей основных движений и протекания переходных процессов при наступлении
автобалансировки. Эта система также состоит из двух и более связанных подсистем. Первая – получается из подсистемы, описы�
вающей движение ротора, если ее записать относительно обобщенных координат ротора и суммарных дисбалансов. Количество
остальных подсистем также равно числу автобалансиров. Каждая из этих подсистем имеет стандартный вид и состоит из двух ура�
внений, получающихся путем комбинирования уравнений движения корригирующих грузов соответствующего автобалансира.
Сформулированы правила составления дифференциальных уравнений, описывающих движение роторной машины и процесс
автобалансировки. Они применимы: при любой кинематике движения ротора или ротора, помещенного в корпусе; любом ко�
личестве автобалансиров; любом количестве и разных типах корригирующих грузов в автобалансире. Вид дифференциальных
уравнений первой подсистемы подтвержден с использованием основных теорем динамики.
Сформулированные правила применены для роторной машины, состоящей из ротора, помещенного с возможностью вращения
в корпус, удерживаемый податливыми опорами, и двух автобалансиров.
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эксплуатации дисбалансы. Для уравновешивания
на ходу таких быстровращающихся роторов целе�
сообразно использовать пассивные автобалансиры
(АБ) [4, 5]. Со временем движение ротора и корри�
гирующих грузов (КГ) в АБ устанавливается. На
основных движениях КГ уравновешивают ротор и
вращаются с ним как одно целое вокруг оси, обра�
зованной опорами, а на побочных – нет.

Для аналитического исследования движения
роторных машин с АБ со многими КГ и переход�
ных процессов при наступлении автобалансировки
актуально составление дифференциальных ура�
внений движения машины, а по ним – дифферен�
циальных уравнений, описывающих процесс на�
ступления автобалансировки.

В работах [6–18] получены уравнения движения
некоторых конкретных роторных машин с АБ с ис�
пользованием общих уравнений динамики или ура�
внений Лагранжа 2�го рода. Такой подход громозд�
кий, так как для каждой новой машины нужно за�
ново выводить уравнения движения. Также в этих
работах рассматриваются АБ с двумя КГ. В этом
случае у машины существуют только изолирован�
ные основные движения, и дифференциальные ура�
внения движения машины одновременно описыва�
ют процесс наступления автобалансировки. Однако
в реальных АБ используются более двух КГ.

В работах [19–21] применен метод составления
дифференциальных уравнений, поддающихся ана�
литическому анализу: вначале, с учетом соотноше�
ний малости, составляются дифференциальные
уравнения движения роторной машины с АБ со
многими КГ; затем из этих уравнений получается
замкнутая система относительно минимального
количества переменных, описывающих процесс
автобалансировки, – обобщенных координат, опи�
сывающих движение ротора и изменение суммар�
ного дисбаланса вращающихся частей машины.
Метод был реализован для роторов с неподвижной
точкой и на податливых опорах с одним одно� или
двухрядным АБ. Он позволил преодолеть пробле�
мы, возникающие при переизбытке КГ, и исследо�
вать устойчивость семьи установившихся движе�
ний. Однако в предложенном методе используются
уравнения Лагранжа 2�го рода, поэтому он являет�
ся достаточно громоздким.

В работах [22, 23] изучалась структура диффе�
ренциальных уравнений движения роторных ма�
шин с АБ со многими КГ. При этом рассмотрено
только плоскопараллельное движение ротора.
Уравнения движения выводились с помощью ура�
внений Лагранжа 2�го рода, что делало этот про�
цесс громоздким. Также не конкретизировалась
структура уравнений движения.

В данной работе с использованием результатов
работ [19–21] установлены структура и вид диффе�
ренциальных уравнений движения роторных ма�
шин с АБ со многими КГ и вид уравнений, описы�
вающих процесс наступления автобалансировки.
Сформулированы правила составления соответ�
ствующих дифференциальных уравнений. Приме�

нение правил проиллюстрировано на примере ро�
торной машины, состоящей из ротора, помещенно�
го с возможностью вращения в корпус, удерживае�
мый податливыми опорами, и двух АБ.

Общие сведения о роторной машине 
c АБ и упрощающие предположения
Рассматриваются шаровые, роликовые или

маятниковые АБ.
Центры масс КГ в АБ движутся в одной плоско�

сти по окружностям, имеющим общий центр. Пло�
скость называется плоскостью АБ, общий центр –
центром АБ. Ось, перпендикулярная плоскости
АБ и проходящая через его центр, называется про�
дольной осью АБ.

Считается, что КГ не мешают двигаться друг дру�
гу и в случае шаров или роликов имеют радиусы,
намного меньшие радиусов их беговых дорожек.

Ротор – статически или динамически неуравно�
вешен. Его удерживают упруго�вязкие опоры или
он помещен в корпус с возможностью вращения
вокруг продольной оси, а уже корпус удерживают
упруго�вязкие опоры. Во втором случае центры
масс и направления главных центральных осей
инерции ротора и корпуса совпадают.

Статически неуравновешенный ротор уравно�
вешивается в одной плоскости коррекции одним
АБ, а динамически – в двух плоскостях коррекции
двумя АБ. При этом плоскости АБ совмещаются с
соответствующими плоскостями коррекции, а
центры АБ располагаются на продольной оси рото�
ра. Точку на продольной оси ротора, совпадающую
с центром АБ, будем называть точкой подвеса АБ.

Статический дисбаланс ротора, лежащий в опре�
деленной плоскости коррекции, будем формально
относить к соответствующему АБ. При этом ротор
станет уравновешенным. В дальнейшем под поня�
тием ротор будем иметь в виду уравновешенный ро�
тор, а АБ со статическим дисбалансом ротора для
краткости будем называть неуравновешенным АБ.

В процессе движения роторной машины малы�
ми являются отклонения продольной оси ротора от
ее равновесного положения и отношение массы КГ
к массе ротора (ротора с корпусом).

Как это принято в теории роторных машин с
АБ, при составлении дифференциальных уравне�
ний движения системы действием сил тяжести
пренебрегаем.

Уравнения, полученные с учетом указанных
выше предположений и соотношений малости (ли�
неаризованные по обобщенным координатам рото�
ра и малому параметру), будем для краткости на�
зывать упрощенными.

Структура дифференциальных уравнений 
движения роторных машин с АБ
Анализ упрощенных дифференциальных ура�

внений движения роторных машин с АБ, получен�
ных в работах [19–21], показывает, что они состо�
ят из нескольких связанных подсистем дифферен�
циальных уравнений.
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Уравнения первой подсистемы описывают дви�
жение ротора (получены из уравнений Лагранжа
2�го рода, составленных для обобщенных коорди�
нат ротора). Из их вида следует, что эти уравнения
можно записать относительно только координат
ротора и суммарных дисбалансов, создаваемых
АБ. Силы от суммарных дисбалансов приложены в
точках подвеса АБ и равны вторым производным
по времени от суммарных дисбалансов.

Если ротор установлен в корпус, то они образу�
ют условный уравновешенный составной ротор
(далее – составной ротор), более массивный и вы�
тянутый, чем сам ротор.

Число остальных подсистем равно l – числу АБ,
уравновешивающих ротор. При этом j�я /j=1,l


/

подсистема соответствует j�му АБ и описывает дви�
жение КГ в этом АБ. Данная подсистема получена
из уравнений Лагранжа 2�го рода, составленных
для обобщенных координат, описывающих движе�
ние КГ в АБ. Она состоит из nj дифференциальных
уравнений, где nj – количество КГ в j�м АБ. Из ви�
да этой подсистемы следует, что:
• статический дисбаланс и КГ совершают плоско�

параллельные движения в плоскостях коррек�
ции АБ;

• ротор влияет на дифференциальные уравнения
движения КГ в неуравновешенном АБ только
ускорением точки подвеса АБ (это ускорение
зависит от положения точки на продольной оси
ротора и обобщенных координат ротора);

• вид КГ учитывается коэффициентом, характе�
ризующим кинетическую энергию вращатель�
ного движения КГ вокруг его центра масс.
Таким образом, динамически роторная машина

разбивается на 1+l частей – ротор (составной ро�
тор) и l неуравновешенных АБ. Эти части взаимо�
действуют друг с другом через точки подвеса АБ:
• ротор (составной ротор) влияет на движение не�

уравновешенных АБ ускорениями соответ�

ствующих точек подвеса, порождающими мо�
менты от переносных сил инерции;

• неуравновешенные АБ влияют на движение ро�
тора (составного ротора) силами от суммарных
дисбалансов, приложенными в точках подвеса
АБ.

Уравнения движения ротора 
на упруго�вязких опорах
Данная задача (движение самого ротора без АБ

и корпуса) рассматривается как основа при даль�
нейших обобщениях.

На рис. 1 приведена модель движения осесим�
метричного ротора (составного ротора) с дисбалан�
сом для случая податливых опор. Здесь G – центр
масс ротора; Oxyz – неподвижная система осей
(в исходном положении точки G и O совпадают);
GxGyGzG – подвижная система осей, получаемая при
поступательном движении осей Oxyz; Guvw – по�
движная система осей, получаемая при повороте
осей GxGyGzG на углы Резаля , ; G – подвиж�
ная, жестко связанная с ротором система осей, по�
лучаемая при повороте осей Guvw на угол t, где
 – скорость вращения ротора.

Уравнения, описывающие поступательное дви�
жение ротора, получаются из теоремы о движении
центра масс механической системы:

(1)

где mr – масса ротора; r=(x,y,z)T – радиус�вектор
центра масс ротора; R(e) – главный вектор внешних
сил, действующих на систему.

Уравнения, описывающие вращательное дви�
жение ротора, получаются из теоремы об измене�
нии момента количества движений механической
системы:

(2)(e)
'
( ) ( ) ,r uvw uvw r uvw G

d
dt

  L L M

(e) ,r rm  R��
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Рис. 1. Кинематика движения ротора на податливых опорах: а) поступательное движение ротора; б) поворот ротора на углы
Резаля; в) поворот ротора вокруг продольной оси

Fig. 1. Kinematics of rotor compliant supports: а) forward movement of the rotor; b) rotation of the rotor by the Rezal angles; с) ro�
tation of the rotor around the longitudinal axis
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где (Lr)uvw=Jr( r)uvw – вектор момента количества
движения ротора в проекциях на оси подвижной
системы координат Guvw; Jr=Diag(Ar,Ar,Cr) – тен�
зор инерции ротора относительно его главных цен�

тральных осей инерции Guvw; – относи�

тельная производная вектора (Lr), определяю�
щая его изменение в подвижной системе коорди�
нат Guvw; (r)uvw=(.,

.
,)T – вектор угловой скоро�

сти вращения ротора в проекциях на оси подвиж�
ной системы координат Guvw; uvw=(.,

.
,0)T – век�

тор угловой скорости вращения осей Guvw в проек�
циях на эти же оси; MG

(e) – главный момент внеш�
них сил, действующих на роторную машину, най�
денный относительно ее центра масс – точки G.

Уравнения, описывающие движение КГ
Описание АБ. Для уравновешивания жестких

роторов имеет смысл устанавливать один (l=1) или
два (l=2) АБ.

Для статического уравновешивания ротора
устанавливается один АБ в плоскости статическо�
го дисбаланса (плоскости расположения точечной
массы, создающей статический дисбаланс ротора)
или как можно ближе к ней. Тогда при наступле�
нии автобалансировки, если АБ установлен: в пло�
скости статического дисбаланса, динамические ре�
акции опор ротора равны нулю; вблизи плоскости
статического дисбаланса – не равны нулю (имеют�
ся остаточные динамические реакции опор).

Для динамического уравновешивания ротора
устанавливаются два АБ. При этом плоскости кор�
рекции располагаются на некотором расстоянии
друг от друга. Тогда при наступлении автобаланси�
ровки динамические реакции опор равны нулю.

j�й АБ /j=1,l


/ состоит из nj, КГ в виде маятни�
ков, шаров или цилиндрических роликов. В j�м
маятниковом АБ на вал ротора насажено nj матема�
тических маятников одинаковой массы mj и длины
rj. В j�м шаровом или роликовом АБ nj шаров или
цилиндрических роликов одинаковой массы mj ка�
тятся без скольжения по кольцевой дорожке, при
этом расстояние от продольной оси ротора до цен�
тра шара или продольной оси ролика равно rj.

j�й АБ движется плоскопараллельно в плоско�
сти, перпендикулярной оси z и проходящей через
точку подвеса АБ. Угловые движения АБ малы и
не принимаются во внимание.

Обобщенные координаты, определяющие дви�
жения КГ относительно ротора. На рис. 2 показа�
на схема плоскопараллельного движения j�го
/j=1,l


/ неуравновешенного АБ в плоскости кор�

рекции. Здесь Dj, /j=1,l


/ – точки подвеса j�го АБ;
DjxDj

yDj
, DjDj

Dj
– системы осей, параллельные осям

соответственно системы Oxy и G; m0j – точечная
масса, образующая (статический) дисбаланс s0j ро�
тора в соответствующей плоскости коррекции; mj,
/j=1,l


/ – центр масс и масса КГ (маятника – рис. 2, а;

шара или ролика – рис. 2, б).
Положение массы дисбаланса или i�го

/i=

1,nj


;/j=1,l


/ КГ в j�м АБ определяется абсолют�
ным i,j (рис. 3, а) или относительным углом i,j

(рис. 3, б), отсчитываемым, соответственно, между
осью DjxDj

или DjDj
, и относительным радиус�век�

тором ri,j, /i=

1,nj


;/j=1,l


/ массы дисбаланса или цен�
тра масс КГ. Абсолютные и относительные углы
связаны соотношениями:

(3)

Относительному движению шаров или роликов
препятствуют ньютоновские силы вязкого сопро�

, , 0, const, / 0, , 1, / .i j i j j jt i n j l       

'
( )r uvw

d
dt

L
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Рис. 2. Схема плоскопараллельного движения неуравновешенного АБ в плоскости коррекции: а) маятниковый АБ; б) шаровой
или роликовый АБ

Fig. 2. Scheme of plane motion of unbalanced auto�balancer in the compensation plane: а) movement of the pendulum; b) move�
ment of the ball or a cylindrical roller
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тивления, модули которых равны: Fi,j
(vis)=bjrj|

.
i,j|,

/i=

1,nj


;j=1,l


/, где bj – коэффициент сил вязкого со�
противления.

При повороте i�го маятника вокруг оси ротора
на него действует момент сил вязкого сопротивле�
ния Mi,j

(vis)=rj
2bj|

.
i,j|, /i=


1,nj


;/j=1,l


/, где bj – коэффи�
циент момента сил вязкого сопротивления, приве�
денный к плечу rj.

Правило составления упрощенных дифферен�
циальных уравнений, описывающих движение
КГ. В работах [20, 21] показано, что при установке
АБ соосно продольной оси ротора, уравнения, опи�
сывающие движение КГ, имеют вид

(4)

или в относительных углах

где i, j, /j=1,l


,i=

1,nj


/ – соответственно, номер КГ и
АБ; aDj,x, aDj,у, /j=1,l


/ – проекции ускорения точек

подвеса АБ на оси системы DjxDj
yDj

;

– коэффициент, характеризующий кинетическую
энергию вращательного движения КГ.

Сформулируем правило составления диффе�
ренциальных уравнений, описывающих движение
КГ:
1. Задаем положения точек подвеса Dj, /j=1,l


/ АБ

на продольной оси ротора – их расстояние от
центра масс ротора zj.

2. Определяем проекции aDj,x, aDj,y ускорений этих
точек. Например, для роторной машины с не�
подвижной точкой они имеют вид aDj,xzj

..
,

aDj,y–zj
..

, /j=1,l


/ (см. [20]), а для роторной ма�
шины на податливых опорах – aDj,xx

..
+zj

..
,

aDj,yy
..
–zj

..
, /j=1,l


/ (см. [21]).

3. Помещаем найденные ускорения в систему ура�
внений (4).
Дифференциальные уравнения, описывающие

изменение проекций суммарного дисбаланса.
В работах [20, 21] устойчивость установившихся
движений впервые предложено исследовать по
обобщенным координатам, определяющим поло�
жение ротора и суммарный дисбаланс. Уравнения
движения КГ (4) существенно нелинейные.

Покажем, что при выполнении некоторых
условий из уравнений движения КГ (4) можно по�
лучить уравнения, описывающие изменение сум�
марных дисбалансов, т. е. можно замкнуть уравне�
ния, описывающие движение ротора.

Преобразуем систему уравнений (4):
1. Предполагается, что существуют основные

установившиеся движения роторной машины,
при этом положения КГ определяются значе�
ниями относительных углов:

(5)

2. Перейдем в уравнениях (4) от абсолютных
углов i,j, /i=


1,nj


;/j=1,l


/, описывающих поло�
жение КГ, к проекциям их дисбаланса si,j,x, si,j,y:

(6)

При этом

(7)

Вместо i�го уравнения в (4) запишем два ура�
внения: первое – произведение i�го уравнения на
sini,j, а второе – на cosi,j. После преобразований с
учетом (6), (7) эти уравнения примут вид:

, , , , , , , , , ,
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m a t a t
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Рис. 3. Кинематика движения КГ и массы дисбаланса: а) абсолютные углы; б) относительные углы

Fig. 3. Kinematics of corrective weights and imbalance mass: a) absolute; b) relative angles
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Из (7) можно получить

(8)

Тогда

(9)

3. Линеаризуем уравнения (9) в окрестности одно�
го из установившихся движений (5):

(10)

где ~i,j, /i=

1,nj


;j=1,l


/ – постоянные значения
углов, определяющих определенное основное дви�
жение (из семьи основных движений, если такие
движения образуют семью),  ()

i,j, /i=

1,nj


;j=1,l


/ –
отклонения от основного двиения.

Из (3) и (10) следует, что

поэтому с точностью до величин первого порядка
малости включительно

и уравнения (9) принимают вид

(11)

Кроме того, с (3) следует, что для проекций s0,j,x,
s0,j,y статических дисбалансов s0,j, /j=1,l


/ имеют ме�

сто равенства:

поэтому

(12)

4. Суммируем по i, /i=

1,nj


;j=1,l


/ первое и второе
уравнения системы (11) и прибавляем к ним со�
ответствующее уравнение из (12):

(13)

где

(14)

– проекции суммарного дисбаланса sj в j�й плоско�
сти коррекции.

Уравнения (13) можно привести к виду

2
, , , , ,

,

,

2 ( )

[1 cos(2 2 )]1
,

sin(2 2 )2
j

j

j
j x j y j x j x j y

j j

D x j jj j

D y j jj

b
s s s s s

m

a p tm n

a p t

  


 

 

    

          

�� � �

, , , , , ,0 0

, , , , , ,0 0

cos ,

sin , / 1, /

j j

j j

n n

j x i j x i j i j i ji i

n n

j y i j y i j i j i ji i

s s m r

s s m r j l





 

 

 

  

 
 

2
, , , , ,

, ,

1
, ,

2
, , , , ,

, ,

,

2 ( )

[1 cos(2 2 )]1
,

sin(2 2 )2

2 ( )

sin(2 2 )1
[1 cos(22

jj

j

j

j

j
j x j y j x j x j y

j j

D x i jnj

i
D y i jj

j
j y j x j y j y j x

j j

D x i jj

D yj

b
s s s s s

m

a tm

a t

b
s s s s s

m

a tm

a t

  


 

 

  


 





    

          

    

 


  



�� � �

�

�

�� � �

�
1

,

,
2 )]

/ 1, /,

jn

i
i j

j l



  
 
  



 �

2
0, , 0, , 0, , 0, , 0, ,

2
0, , 0, , 0, , 0, , 0, ,

2 ( ) 0,

2 ( ) 0,

/ 1, / .

j
j x j y j x j x j y

j j

j
j y j x j y j y j x

j j

b
s s s s s

m

b
s s s s s

m

j l

  


  


    

    



�� � �

�� � �

0, , 0 0 0, 0 0 0,

0, , 0 0 0, 0 0 0,

0, , 0 0 0, 0, ,

0, , 0 0 0, 0, ,

2
0, , 0, , 0, , 0, ,

0, , 0, ,

cos cos( ),

sin sin( ),

sin( ) ,

cos( ) ,

,

j x j j

j y j j

j x j j y

j y j j x

j x j y j x j x

j y j x

s m r m r t

s m r m r t

s m r t s

s m r t s

s s s s

s s

  

  

   

   

  

 

  

  

    

  

     

 

�

�

�� �

�� � 2
0, , 0, ,( )j y j ys s   

2
, , , , , , , , , ,

, ,

,

2 ( )

sin(2 2 )

2
j

j

j
i j y i j x i j y i j y i j x

j j

D x i jj

Dj

b
s s s s s

m

a tm

a

  


 



    

 




�� � �

�

,

,
[1 cos(2 2 )]

/ 1, ; 1, / .

y i j

j

t

i n j l

 

  
    

 

�

2
, , , , , , , , , ,

, ,

, ,

2 ( )

[1 cos(2 2 )]
,

sin(2 2 )2
j

j

j
i j x i j y i j x i j x i j y

j j

D x i jj

D y i jj

b
s s s s s

m

a tm

a t

  


 

 

    

          

�� � �

�

�

2 2 ( ) ( ) 2
, , ,

2 ( ) 2
, ,

2 ( )

2 2 ,

/ 1, ; 1, /

i j i j i j

i j i j

ji n j l

 



   

   

   

   

 

� � �

� �

( ) ( )
, , , ,, , / 1, ; 1, /,i j i j i j i j ji n j l           � � � �

( ) ( )
, , , , ,

( ) ( )
, ,

, ,

| | 1, | | 1, / 1, ; 1, /,

i j i j i j i j i j

i j i j ji n j l

 

 

    

 

  

   

� � �

�

2
, , , , , , , , ,

, , , ,

2
, , , , , , , , ,

, , , ,

( )

[ (1 cos2 ) sin 2 ],
2

( )

[ sin 2 (1 cos2 )],
2

/ 1, ; 1, / .

j j

j j

j
i j x i j i j x i j x i j y

j j

j
D x i j D y i j

j

j
i j y i j i j y i j y i j x

j j

j
D x i j D y i j

j

j

b
s s s s

m

m
a a

b
s s s s

m

m
a a

i n j l

 


 


 


 


   

   

   

  

 

��� �

��� �

, , , , , , , , , ,

2
, , , , , , , ,

2
, , , , , , , ,

, ,

,

, / 1, ; 1, / .

i j i j y i j x i j i j x i j y

i j i j y i j x i j i j x

i j i j x i j y i j i j y j

s s s s

s s s

s s s i n j l

 

 

 

  

  

   

� �� �

�� ���

�� ���

, , , , , , , ,

, , , ,

, , , , , , , ,

, , , ,

( )

[ (1 cos2 ) sin 2 ],
2

( )

[ sin 2 (1 cos2 )].
2

j j

j j

j
i j y i j i j i j y i j y

j j

j
D x i j D y i j

j

j
i j x i j i j i j x i j x

j j

j
D x i j D y i j

j

b
s s s

m

m
a a

b
s s s

m

m
a a

  


 


  


 


  

  

  

  

�� �

�� �

Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2015. Т. 326. № 12

25



(15)

где

Дифференциальные уравнения (13) и (15) опи�
сывают изменение проекций суммарного дисба�
ланса в j�й плоскости коррекции.

Уравнения движения ротора с учетом АБ
Из работ [20, 21] следует:

а) что уравнения, описывающие поступательное
движение ротора с АБ, получаются прибавлением
в левой части уравнения (1) вторых производных
векторов суммарных дисбалансов – sj, /j=1,l


/:

(16)

где sj=nj
i=0mi,jri,j=(sj,x,sj,y,0)T, /j=1,l


/ – вектор суммар�

ного дисбаланса в j�й плоскости коррекции;
б) уравнения, описывающие вращательное движе�

ние ротора, получаются прибавлением в левой
части уравнения (2) моментов от вторых произ�
водных векторов суммарных дисбалансов – sj,
/j=1,l


/, относительно центра масс ротора:

(17)

Уравнения движения ротора, 
помещенного в корпус с учетом АБ
Пусть ротор помещен с возможностью враще�

ния в корпус. Масса корпуса и его тензор инерции
относительно осей Ouvw соответственно равны mc и

Из работ [20, 21] следует, что для ротора, поме�
щенного в корпус с учетом АБ, уравнения поступа�
тельного движения можно получить из уравнения
(16) путем замены массы ротора mr массой условно�
го составного ротора M=mr+mc:

(18)

уравнения вращательного движения можно полу�
чить из уравнения (17) путем замены вектора мо�
мента количества движения ротора (Lr)uvw=Jr(r)uvw

вектором момента количества движения условного
составного ротора (Lr

(s))uvw=Jr
(s)(r)uvw:

(19)

где – тензор инер�

ции условного составного ротора.

Проверка вида дифференциальных уравнений 
движения ротора, помещенного в корпус, с АБ 
с использованием общих теорем динамики
Уравнение (18) также может быть получено из

теоремы о движении центра масс механической
системы, а уравнение (19) (с точностью до величин
первого порядка малости включительно) – из тео�
ремы об изменении момента количества движения
механической системы.

Проиллюстрируем вывод уравнения (18). Тео�
рема о движении центра масс в нашем случае име�
ет вид

(20)

где m=M+l
j=1nj

i=0mi,j – масса роторной машины; 

– радиус�век�

тор центра масс роторной машины; dj=(0,0,zj)T,
/j=1,l


/ – радиус�векторы точек подвеса АБ.

Тогда

(21)

Так как

то координаты векторов d
..

j и l
j=1d

..
jnj

i=0mi,j, /j=1,l


/ яв�
ляются величинами соответственно 1�го и 2�го по�
рядка малости. Поэтому с точностью до величин
первого порядка малости включительно уравнение
(21) равносильно уравнению
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Пример
Описание физико�математической модели.

Осесимметричный ротор помещен в корпус с воз�
можностью вращения вокруг своей продольной
оси с постоянной угловой скоростью  (рис. 4).
Корпус удерживают одна продольная упруго�вяз�
кая опора и по четыре упругих и вязких попереч�
ных опор. Свойства опор характеризуют коэффи�
циенты жесткости (kLx,kLy,kLz,kRx,kRy) и вязкости
(bLx,bLy,bLz,bRx,bRy).

В плоскостях Pj (z=zj, |zj|=dj), /j=1,2/ находятся
статические дисбалансы s0j, образованные точеч�
ными массами m0j, находящимися на расстоянии
r0j от продольной оси ротора. В этих же плоскостях
установлены АБ. Ось  направлена в сторону на�
чального направления вектора статического дис�
баланса s01. В исходном положении роторной ма�
шины оси Oxyz, G, Guvw совпадают.

Дифференциальные уравнения движения со�
ставного ротора при отсутствии АБ и дисбаланса.
Уравнения движения (16), (17), описывающие
движение уравновешенного составного ротора,
для рассмотренной модели (при отсутствии АБ)
имеют вид

(24)

где 

Дифференциальные уравнения, описывающие
движение составного ротора при наличии динами�
ческого дисбаланса и АБ. Уравнения движения
роторной машины при наличии АБ можно полу�
чить из уравнений движения (24) прибавлением в
левых частях или вторых производных от суммар�
ных дисбалансов ротора и АБ в каждой плоскости
коррекции, или моментов относительно центра
масс ротора этих производных:

(25)

где s1,x, s2,x, s1,y, s2,y описаны в (14); z1, z2 – координа�
ты точек подвеса.
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Рис. 4. Ротор с двумя АБ в корпусе, установленном на упруго�вязких опорах

Fig. 4. Rotor with two auto�balancers in a housing mounted on viscoelastic supports

 



Дифференциальные уравнения, описывающие
изменение проекций суммарных дисбалансов АБ.
Уравнения, замыкающие систему (25) относитель�
но обобщенных координат x, y, , , s1,x, s2,x, s1,y, s2,y,
описывающих процесс автобалансировки, имеют
вид (15), где l=2 и aDj,x=x

..
+zj

..
, aDj,y=y

..
+zj

..
, /j=1,l


/.

Аналогично можно получать дифференциаль�
ные уравнения движения любой роторной маши�
ны с АБ, если для нее записаны уравнения движе�
ния без АБ.

Выводы
Для роторной машины с АБ со многими КГ в

рамках приближенной теории, предназначенной
для исследования переходных процессов при на�
ступлении автобалансировки, установлено сле�
дующее:
1. Динамически роторная машина с АБ условно

состоит из нескольких связных частей – ро�
тора (ротора с корпусом) и неуравновешен�
ных АБ. Неуравновешенные АБ действуют на
ротор силами, приложенными в точках под�
веса АБ и равными вторым производным по
времени от векторов суммарных дисбалан�
сов. Ротор влияет на движение КГ в АБ сила�
ми, пропорциональными ускорениям точек
подвеса АБ.

2. Дифференциальные уравнения, описывающие
движение роторной машины с АБ, можно полу�
чить из уравнений движения роторной маши�
ны без АБ и дисбаланса прибавлением в них
слагаемых, зависящих от вторых производных
суммарных дисбалансов АБ и ротора и от поло�
жений точек подвеса АБ.

3. Если ротор установлен с возможностью вращения
вокруг своей продольной оси в корпусе на податли�
вых опорах, то ротор с корпусом образуют услов�
ный составной ротор, более массивный и вытяну�
тый, чем сам ротор. При этом сразу составляются
уравнения движения для этого составного ротора.

4. Дифференциальные уравнения, описывающие
движение КГ в АБ, имеют стандартный вид.
Особенность движения АБ учитывается ускоре�
нием его точки подвеса.

5. Дифференциальные уравнения, описывающие
изменение суммарных дисбалансов, также
имеют стандартный вид и получаются путем
комбинирования уравнений движения КГ соот�
ветствующего АБ.
Сформулированные выводы применимы при

любой кинематике движения ротора (ротора, по�
мещенного в корпусе), любом количестве АБ, лю�
бом количестве КГ в АБ, для шаровых, роликовых
и маятниковых АБ.
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The relevance of work is conditioned by a need of investigation of the process of equilibration by auto�balancers of rotating machines
in equipment of the extraction and transportation facilities of geo�resources, particularly, in mine ventilators, in gas turbines for natural
gas transportation.
The main aim of the study is to ascertain the structure and to specify the form of differential equations that describe the motion of a
rotary machine with auto�balancers with many corrective weights and differential equations that describe the auto�balancing of rotor.
The methods used in the study: elements of theoretical mechanics, Lyapunov stability theory, theories of rotary machines.
The results. In the framework of a simplified theory of rotary machines with auto�balancers with many corrective weights the authors
ascertained the structure and specified the form of systems of differential equations that describe the movement of a rotary machine
and the process of balancing of the rotor by auto�balancers.
It was determined that the rotary machine conditionally consists of several interacting parts – a rotor (rotor in corps) and unbalanced
auto�balancers. Unbalanced auto�balancers act on the rotor with the forces that apply to the point of suspension of auto�balancers and
are equal to the second derivative by time of the vectors of the total imbalances. The rotor affects the movement of the corrective
weights in auto�balancers by forces of moving space that are proportional to the acceleration of points of suspension of auto�balancers.
The system of differential equations describing the motion of a rotary machine was drawn up with respect to the generalized coordina�
tes of the machine. It is composed of two or more of the associated subsystems.
The first – describes the motion of the rotor. It can always be written relatively to the generalized coordinates that describe the motion
of the rotor and total imbalances of the rotor and auto�balancer in each correction plane. Thus, if the rotor is mounted with rotation
around its longitudinal axis in the corps which is held by pliant supports then the rotor and the corps form a conditioned composite ro�
tor (more elongated and massive than the rotor) and the equations are made for it.
The number of other subsystems equals to the number of auto�balancers which counterbalance the rotor. Thus, the subsystem, corres�
ponding to j�th auto�balancer, has a standard form and describes the motion of the corrective weights in this auto�balancer. It consists
of nj differential equations, where nj – the number of corrective weights in j�th auto�balancer.
The system of differential equations that describes the process of auto�balancing of the rotary machine is compiled relatively of genera�
lized coordinates of the rotor and of projections of the total imbalances of the rotor and auto�balancer in each correction plane. It is des�
igned to investigate the stability of families of basic movements and the behavior of transients at auto�balancing. This system also con�
sists of two or more of the associated subsystems. The first is obtained from the subsystem, describing the motion of the rotor if we wri�
te it relatively to the generalized coordinates of the rotor and total imbalances. The number of other subsystems also equals to the num�
ber of auto�balancers. Each of these subsystems has a standard form and consists of two equations that are obtained by combination
of the equations of motion of corrective weights of corresponding auto�balancer.
Rules of composition of differential equations describing the motion of the rotary machine and the process of auto�balancing are for�
mulated. They are applicable for any kinematics of the rotor motion (the rotor, placed in the corps); for any number of auto�balancers;
for any number and different types of corrective weights in auto�balancer. The type of differential equations of the first subsystem is
confirmed using the basic theorems of dynamics.
The formulated rules were applied to the rotary machine consisting of the rotor placed in the corps with the possibility to be rotated,
which is held by pliant supports, and of two auto�balancers.

Key words:
Rotor machine, rotor, unbalance, auto�balancer, differential equations, auto�balancing, transients.
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