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Общая теория измерения угловых (сферических) координат 
и определения погрешностей в соотношениях м еж ду осями

П. А. МАСЛЕНИКОВ

Четыре основные оси угломерного инструмента: ось цилиндрического 
уровня U, вертикальная ось вращения алидады горизонтального круга Г. 
горизонтальная ось вращения зрительной трубы H  и визирная ось зри­
тельной трубы К; как известно, должны быть между собой в таких ■со­
отношениях:

Для всех отмеченных трех случаев должно быть выполнено одно н то 
же требование—перпендикулярность между собою для двух осей, а сле­
довательно, возможно единственное решение поставленных задач.

Для обнаружения неперпендикулярности осей (погрешности с) и изме­
рения величины погрешности необходимо наличие счетчиков, плоскості1: 
которых желательно иметь параллельными каждой паре осей инструмента.

В простейшем виде решение данных задач может быть произведено 
таким образом. Пусть требуется обнаружить и измерить угловую вели­
чину неперпендикулярности между осями OA и OB  (фиг. 1). Предполо­
жим, что мы можем вращать ось OB  вокруг оси OAt и допустим, что в не­
который момент ось OB  будет занимать положение OBu которому на 
счетчике будет отвечать отсчет R  (оси OA1 OB  и счетчик на фиг. 1 счи­
таются находящимися в плоскости чертежа; подписи делений на счетчике 
возрастают по ходу часовой стрелки от 0 до 360° без разрыва). Йз фиг, 
1 следует, что после поворота оси OB вокруг оси OA  точно на 180° ось 
OB  из положения O B i переместится в положение OB2, которому на счет­
чике будет отвечать отсчет L (предполагается,что счетчик неподвижен).

Из приведенной фиг. 1 видно, что вращение на 180° оси OB  вокруг 
оси OA из положения OB1 в положение OB2 в плоскости, перпенди­
кулярной плоскости чертежа, равносильно повороту оси OB  (из OB1 в 
O B 2) на угол 180°— 2 с вокруг точки пересечения осей в плоскости чертежа­
м и  вокруг точки пересечения их проекций).

Если OB0- идеальное, перпендикулярное к оси OA  положение оси 
OB, составляющее с действительным положением OBi угол (погрешность) 
с, то, как нетрудно видеть из фиг. 1, значения угла с и отсчетов R n L  
по счетчику связаны между собою таким соотношением:

LI должна быть перпендикулярна V, 
К
H

2 с = R  — (I  — 180°). (1)
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Откуда, решая уравнение (1) относительно с и обозначая через'£'• выра­
жение, стоящее в скобках, т. е. L ' =  L — 180°, найдем:

R - U
(2)

Тйким образом, значение величины неперпендикулярности (или погреш­
ности) оси OB  к оси OA определяется полуразностью отсчетов на счет­
чике: отсчета R  при первом положении оси OBi и отсчета L  при втором 
положении оси OB2, причем последний отсчет должен быть изменен на 180°, 
если подписи делений на счетчике возрастают от O0 до 360° без разрыва 

По фиг. 1 можно заметить, 
что если вращать ось OB  во­
круг точки 0 в плоскости чер­
тежа по ходу часовой стрелки, 
то отсчеты по счетчику бу­
дут все время возрастать.
Угол же с, при таком враще­
нии оси OB,  будет возрастать 
или убывать, смотря по тому, 
будет ли ось OB удаляться 
эт  своего идеального поло­
жения OB0 и л и  же прибли­
жаться к нему. Будем назы- 
зать исходным положением 
оси OB  то ее положение, при 
котором с возрастанием отс­
четов по счетчику возрастает 
и угол с. Неисходным же по­
ложением оси OB  назовем та­
кое ее  положени!', при кото­
ром с возрастанием отсчетов
до счетчику происходит уменьшение величины угла с.

Очевидно, что величина неперпендикулярности оси OB  к оси OA мо­
жет быть еще определена как полуразность отсчетов при исходном и 
неисходном положениях оси OB, так как отсчеты R h L,  входящие в фор­
мулу (2), можно рассматривать как отсчеты при исходном и неисходном 
положениях оси OB.

Зная величину погрешности с, нетрудно будет определить на счетчике 
отсчет MO,  отвечающий перпендикулярному положению осей, а именно 
? см. фиг. I):

MO =  R -  C =  L1-Rc  (3)

иди. после подстановки значения с из (2):

M O = N L L (4)

то есть отсчет, отвечающий перпендикулярному положению осей, равен 
лолусумме тех же величин, что и при определении погрешности с.

Из формулы (2) видно, что отсчет при исходном положении подвижной 
оси отличается от исправленного на 180° отсчета при неисходном положении 
этой оси на двойной угол величины неперпендикулярности осей. Следовате­
льно. если требуется исправление положения подвижной оСи. то последнее



надлежит производить соответствующими исправительными винтами нг 
величину, равную половине отсчетов при исходном и неисходном положе­
ниях.

Выведенными формулами (2) и (4) и определяются вышеупомянутые 
величины—погрешности в соотношениях между осями, а также и угловые 
координаты, если неподвижная ось OA  и ось OB  в первом и втором по 
ложениях ваходятся в плоскости, параллельной плоскости счетчика.

Допустим теперь, что ось OA находится в плоскости, параллельной 
плоскости счетчика, а ось OB  в первом и втором своих положениях 
составляет с плоскостью счетчика некоторый угол а, не равный нулю», и 
проектируется на плоскость счетчика в виде прямых OBir и OBri , состав­
ляющих с прямой OB0 угол y. Тогда очевидно, что вместо отсчетов R  к 
L мы на счетчике получим другие отсчеты, например, R 1 и Li , после под 
становки которых в формулу (2) получим значение угла т. а не погрешно­
сти с, то есть:

Отсчет же MO,  отвечающий перпендикулярному положению осей, оста­
нется тем же, так как входящие в формулу (4) величины R 1 и L 1 измени­
лись—одно в сторону увеличения, а другое в сторону уменьшения, на 
одну и ту же величину, а потому попрежнему:

В этом случае для определения величины погрешности с придете» 
воспользоваться другой формулой, легко получающейся из решения треу­
гольника OB1B 11. т

Положив в треугольнике OBiB ri величину стороны OB1 равной еди­
нице, для стороны OB'  i, зная ее угол наклона а к плоскости счетчик*. 

,  можем написать значение:

и, наконец, решая треугольник OB1Br1 по двум сторонам OBi , O B ', к 
внешнему углу у, находим:

или, по малости погрешности с:

Допустим наконец, что ни одна из осей не лежит в плоскости, парал­
лельной плоскости счетчика, причем ось OB  в первом и втором своих по­
ложениях составляет с последней угол a, a ось OA—угол ß (см. фиг 2). 
Представим вспомогательную сферу с центром в О, включающую в себя 
счетчик. Проведя перпендикуляр O Z  к плоскости счетного механизма, 
получим на ней, в результате пересечения поверхности сферы тремя плос­
костями, проходящими попарно через оси ОА, OB1 и перпендикуляр OZ. 
косоугольный сферический треугольник A B 1Z  со сторонами 90° — с, 90°— а. 
и 9 0 °— ß и углом 90° — f.

(6>

OBr1 =  COS а

s in  С =  Sin •[ COS a (Г)
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Решая косоугольный сферический треугольник A B iZ,  найдем:

sin с =  sin a sin ß +  cos a cos ß sin ■( (8)

или, по малости погрешности с:

с = — (sin a sin ß +  cos a cosß sin *[). (8')
sin Г

Значения угла 7 и отсчета MO,  как видно из фиг. 2, и в этом случае 
будут определяться формулами (5) и (6).

Как уже упоминалось выше, для главных четырех осей угломерного
инструмента должны быть соблюдены три условия их взаимной перпен­
дикулярности. Рассмотрим эти 
условия по отдельности.

П е р в о е  у с л о в и е .
П е р п е н д и к у л я р н о с т ь  

о с и  у р о в н я  U  к в е р т и ­
к а л ь н о й  о с и  в р а щ е н и я  
V.

Как известно, неперпенди- 
кулярность этих осей (под
осью уровня на фиг. 1 пони­
мается ось ОВ, а под верти ­
кальной осью вращения—ось 
OA)  может быть обнаружена 
и измерена при помощи счет­
чика, нанесенного на трубке 
уровня. Для этого условия в 
формулы (2) и (4) вместо ве­
личины L' надлежит подстав­
лять величину прочтенного 
отсчета L v (учитывая знаки, 
если нуль счета на средине 
трубки), то есть

M O l =  R r  L r  , ( Î Ojj
2

где c l  — угол, определяющий величину неперпендикулярности оси 
уровня U  к вертикальной оси вращения инструмента V,

MOu — отсчет, отвечающий перпендикулярному положению осей: 
U  и V,

R u и Lu — отсчеты средин пузырька уровня.
В этом случае одновременно с подвижной осью OB  (осью уровня L% 

поворачиваемой на 180° вокруг оси OA, повернется на 180° и счетчик; 
начальный штрих счетчика 0° переместится в O01, а индекс (средина пу­
зырька уровня), против которого надлежит прочитывать отсчеты, при 
своем вращении вокруг OA  переместится из точки B i точно на 180° отно­
сительно некоторой отвесной оси. Так как за исходное положение индекса 
на фиг. 1 принята точка B i оси уровня, то, следовательно, в этот момент
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ось уровня OB1 горизонтальна. Очевидно, что второе положение индекса 
будет находиться в этом случае также на горизонтальной линии, и так 
как через одну и ту же точку О можно провести только одну горизонталь­
ную прямую, то, следовательно, второе положение индекса надлежит счи­
тать в точке (B1), диаметрально противоположно расположенной относи­
тельно точки B1.

После устранения указанным выше способом неперпендикулярности 
оси уровня к вертикальной оси вращения инструмента, ось уровня на фиг. 
1 займет положение OB0, а вертикальная ось вращения -г- положение OA.  
Если принять теперь прямую OBi за горизонтальную прямую, то угол с 
будет выражать собою угол наклона оси уровня к горизонту, который, как 
не трудно видеть, может быть вычислен по формуле (9), то есть:

Cfj = J k u i D L t d i )
2

где c f  — угол наклона оси уровня к горизонту, или величина неперпен­
дикулярности оси уровня U  к отвесному направлению OZ.

Пусть теперь на фиг. 2 вертикальной оси вращения инструмента соот­
ветствует прямая OZ,  оси уровня — прямая OB  и отвесному направлению 
— прямая OA.  Введем далее обозначения:
с у z=- 90° — ß— величина угла между вертикальной осью вращения и от­

весным направлением (или величина неперпендикулярности 
вертикальной оси вращения к горизонтальной плоскости);

с +— а. — величина неперпендикулярности оси уровня к вертикальной 
оси вращения;

c f  =  с — угол наклона оси уровня к горизонту (неперпендикуляр- 
ность оси уровня к отвесному направлению).

Наконец заменим угол y на равную ему величину y =  Rh -  MO/Ju,  где 
R h—отсчет по горизонтальному кругу, отвечающий исходному положению 
оси уровня, а MO  отсчет на горизонтальном круге, отвечающий пер­
пендикулярному положению оси уровня к вертикальной оси и отвесному 
направлению (вертикальная ось не совпадает с отвесным направлением). 
Тогда формула (8') перепишется в виде:

sin c f =  sin c f  cos Cv+  cos ¢ / sin Chv  sin (Rh — MO J u). (12)
Если ось уровня U  приведена в перпендикулярное к вертикальной оси 

вращения V  положение, то очевидно, что c f  =  0 и формула (12) в этом 
случае примет вид:

sin c f  z=z Sin Cr sin (Rh —  MO J b). (13)

Произведя измерение углов наклона оси уровня к горизонту (с^і и 
c f 2) в двух взаимно перпендикулярных положениях ее и подставив вы­
численные по формуле (11) значения этих углов в формулу (13) для опре­
деления величины угла между вертикальной осью и отвесным направле­
нием, получим два таких уравнения:

sin C zU l  =  sin CftKSin (Rh -  MOfJu)  (14)
и

sin c zu t =  sin с к sin (90° t- Rh — M O vJ u ) , (15)
сумма квадратов которых дает:

Sin2Cr =  Sin2Cu1T sin3Cu2 . (16)
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Отсюда, по малости углов, входящих в формулу (16), для' угла сѵ между 
вертикальной осью и отвесным направлением найдем:

Cv (си)2+(си )2 (17)

или, после подстановки значений Cy1 и Cu2, определяемых формулою (11), 
получим; ____

Chv=  [ / (  + L7--Y--.̂  I +I ^ ] , (18)
2

) U ( ^ J

Подобным же образом для отсчета на горизонтальном круге, отвечающего 
перпендикулярному положению оси уровня относительно вертикальной оси и 
отвесного направления, исходя из (14) и (15) и учитывая, что Cy1 и Cy2 
малые величины, получим выражение:

tg (U 1- A f O U )
Rui

hiUy
U2 Ru., — Lu.,

(1 9 )

Приведенный вывод справедлив для всех уровней угломерного инст­
румента. Поэтому измерение угла между вертикальной осью и отвесным 
направлением и определение отсчета на горизонтальном круге, опреде-

Z  G

/
/ 4 /

W / 4 U U
u N  H (  
+ P f - V r- + -  

i[o f L - U - 'ö, U —

Фиг. 3

ляющего направление наклона вертикальной оси, можно производить 
любым, достаточно точным, уровнем инструмента.

Приведенные выше формулы (9), (10) выводились в предположении, 
что исходное положение оси уровня было горизонтальным. Рассмотрим 
теперь общий случар, когда ось уровня в Своих исходном и неисходном 
положениях не будет горизонтальной.

Предположим, что изображенная на фиг. 3 окружность представляет 
счетчик уровня; прямая O Z — отвесная линия; прямая O V  — верти­
кальная ось вращения инструмента, составляющая с отвесным направ­
лением угол 90° — сv, где c f  — угол наклона вертикальной оси к гори­
зонту. Пусть в исходном положении ось уровня (касательная в наивысшей
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точке внутренней кривой продольного сечения цилиндрического уровня 
вертикальной плоскостью) занимает положение а ф и а в неисходном, пос­
ле поворота ва 180° вокруг оси OV,  положение а ф г.

Введем обозначения: 
s — отсчет, фиксирующий положение оси уровня (нуль — пункт уровня); 
Cu — величина неперпендикулярности оси уровня к вертикальной оси; 
с U1 и Cu2 — величина неперпендикулярности оси уровня к отвесному нап­
равлению в исходном и в неисходном положениях, или углы наклона оси 
уровня к горизонту;
Ru  и L u -  отсчеты середин пузырька уровня в исходном и неисходном 

положениях оси уровня (середина пузырька уровня считается 
в обоих случаях находящейся на отвесной линии в точке Z); 

O10 и O02— начальный штрих счетчика уровня в исходном и неисходном 
положениях;

M O u =  Cu+  s — отсчет, отвечающий перпендикулярному положению оси 
уровня и вертикальной оси вращения.

Исходя из фиг. 3, для отсчета, отвечающего перпендикулярному поло­
жению оси уровня и вертикальной оси вращения, можно будет написать 
то же самое выражение

M O u  =  F J J d L t (20)
2

как и в случае, когда в исходном положении ось -уровня занимает гори­
зонтальное положение.

Д ля величины неперпендикулярности оси уровня к вертикальной оси 
вращения получаем выражение

V ПЛГІѴ R u + L u  . ,C0 =  M O u -  з = ---- -̂-------- з, (21)

Для углов наклона оси уровня к горизонту или величины неперпен­
дикулярности оси уровня к отвесному направлению найдем значения:

Cui =  R u -  s , (22)

Cu2 =  Lu — з , (23)

И, наконец, для угла между вертикальной осью вращения и отвесным
направлением или величины неперпендикулярности вертикальной оси к 
горизонту, напишем выражения:

90° —  f t =  Cv =  ..rJL T -l LL =  R u M O vu =  MOvu - L u , (24)

где + — величина неперпендикулярности вертикальной оси вращения ин­
струмента к горизонту.

Приведение оси уровня в перпендикулярное к вертикальной оси поло­
жение, как видно из выводов, теоретически можно производить, не уста­
навливая, как это принято, ось уровня в исходном положении в гори­
зонтальное положение. Для того, чтобы ось уровня была перпендикуляр­
на к вертикальной оси, должно быть (см. фиг. 3):

' )  ' ' ■ t =  M O Ï = S n ± -Lu . (251
Z
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Этого можно достигнуть, если з исходном положении оси уровня, дейст­
вуя юстирными винтами его, установить середину пузырька уровня на 
отсчет, равный

R u - R u - - C l =  - F - D 1-F  j _ ,26)

Вывод последних (20—26) формул производился в предположении, чго 
ось уровня и вертикальная ось вращения лежат в одной отвесной плос­
кости. Однако из фиг. 4 следует, что этот вывод будет справедливым для 
формул (20), (21), (25) и (26) и в случае, когда ось уровня и вертикальная 
ось вращения инструмента не лежат в одной вертикальной плоскости. В 
этом последнем случае правые части равенств в формулах (22)-(24) будут 
выражать собою проекции t m  и tut  углов наклона оси уровня к гори­
зонту (сц\ и Cu2, фиг. 3), а 90°— t z — проекция угла между вертикальной^ 
осью и отвесным направлением, то есть

На фиг. 4 положение оси уровня в исходном положении отмечено од­
ной точкой касания оси к окружности, проходящей через вертикальную 
ось и счетчик трубки уровня — точкой Uu в неисходном положении — точ­
кой U2, а индекс (середина пузырька уровня) — точкой Z 1.

Последняя является наивысшей точкой окружности счетчика уровня, 
полученной в результате пересечения этой окружности с перпендикуляр­
ной к ней отвесной плоскостью, проходящей через отвесное направление

Исходя из прямоугольного при точке Z 1 сферического треугольника 
Z Z 1V  с острым углом А, катетом 90° — t v  и гипотенузою 90 — с+= с*,

(220

<230

9 0 ° - + = A f d L f  
+  2

Фиг. 4

OZ,
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для .угла c'y между вертикальной осью и отвесным направлением можно 
написать выражение *

cos А  =  ctg <+tg (90° — j v )=  ctg + t g  B e  f V

h Ru  — Lu или.  по малости углов су и -
2

с% cos А =  U uQ Q u- . (27)Ru  — Lu

Производя отсчеты для середин пузырька уровня в исходном и неис­
ходном положениях оси его для двух взаимно перпендикулярных положе­
ний счетчика уровня и производя подстановку полученных отсчетов в
формулу (27), получим два уравнения:

Chv cos А  =  B q q U i  (28')
2

c'y sin а  =  B e i q J q  (28")
2

Квадратный корень из суммы квадратов (28') и (28") доставит нам значение 
угла между вертикальной осью и отвесным направлением, или величину 
ненерпендикулярности вертикальной оси к горизонту:

с I
h i  /  (Ru i — Li  j \ 2  ̂ (Ru1 Hj1

Пусть Oh — начальный штрих на горизонтальном круге,/?* — отсчет на 
горизонтальном круге, отвечающий первому положению счетчика уровня, 
и MOfhfu— отсчет на горизонтальном круге, отвечающий перпендикулярно­
му положению оси уровня (если эта ось горизонтальна) к вертикальной оси 
вращения и отвесному направлению. Тогда для угла А  можно написать 
следующее равенство/

А =  90е * Rh — OM(H)U > (30)

после подстановки которого в уравнения (28') и (28") и разделения этих 
уравнений друг на друга найдем значение MOyifu из выражения:

tg (Rh -  MO™.) =  Q 7 ' Т  ' • 3̂1)
Pv2- 1 O2

Из формулы (29) следует, что измерение угла между вертикальной осью 
вращения инструменте и отвесным направлением можно производить уров­
нем, ось которого предварительно не была установлена в перпендикуляр­
ное положение к вертикальной оси вращения. Из формулы же (31) нахо­
дим, что приведение оси уровня в перпендикулярное к вертикальной оси 
положение (производство поверки уровня) можно свести к установке уров­
ня на отсчет MOyffu на горизонтальном круге и последующему приведе­
нию его оси в горизонтальное положение, действуя юстирными винтами 
уровня.
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Второе условие

П е р п е н д и к у л я р н о с т ь  в и з и р н о й  о с и  К  к г о р и з о н т а л ь ­
н о й  о с и  в р а щ е н и я  Н.

Неперпендикулярность этих осей (под визирною осью на фиг. і и 2 
понимается ось OB, а под горизонтальной осью вращения—ось ОА) мо­
жет быть обнаружена и измерена при помощи счетчика горизонтального 
круга угломерного инструмента (для кипрегеля этим счетчиком служит 
мензульная доска, на которой по скошенному ребру линейки кипрегеля 
прочерчиваются прямые, отвечающие отсчетам на горизонтальном круге 
в теодолите).

На фиг. 1 при визировании при круге справа на некоторую точіку T 
пространства визирная оси занимала положение OB2, которому соответ­
ствовал отсчет R  на горизонтальном круге. При переводе трубы через зенит 
и установке визирной оси пареллельно плоскости счетчика горизонтального 
круга, последняя займет положение OBu которому на горизонтальном 
круге будет отвечать прежний отсчет R, так как при переводе трубы 
через зенит (при вращении OB2 вокруг ОА) индекс, против которого 
прочитывался отсчет по горизонтальному кругу, в данном случае оставался 
неподвижным. Для того, чтобы навести при круге слева на ту же точку 
пространства, что и при круге справа, надлежит визирную ось из поло­
жения в OB1 повернуть на 180°— 2с вокруг точки О в положение OB2. 
Очевидно в этом случае повернутся на такой же угол и в том же направ­
лении горизонтальная ось вращения OA (занявши положение O A l  и 
индекс (занявши положение B2), против которого мы уже увидим не отсчет 
R, а отсчет больший на 180° — 2с, то есть отсчет, равный:

L =  R - Y  180°- 2 г ,
откуда

_  R - L '
2

Отсюда вытекает справедливость приведенных выше формул и для 
случая, когда для подвижной оси OB  приходится производить два враще­
ния: первое—вокруг оси OA в плоскости, перпендикулярной плоскостгг 
счетчика и второе— вокруг точки О пересечения этих осей на 180°— 2с в 
плоскости, параллельной плоскости счетчика.

В данном случае мы имеем дело с неподвижным счетчиком при вращаю­
щемся индексе; первое, исходное положение индекса принято в точке В  , 
а второе, неисходное — в точке B2. За исходное положение визирной 
оси надлежит брать прямую OB2, так как с увеличением угла с в этом 
случае увеличиваются отсчеты по горизонтальному кругу (увеличение 
угла с, которое можно произвести юстирными винтами при сетке нитей 
при визировании на точку T пространства (на фиг. 1) заставит повер. 
нуть визирную ось, а с нею и индекс B f в сторону возрастания отсчетов),

В зависимости от взаимного расположений осей и счетчика, для вычис­
ления неперпендикулярности (погрешности с) и отсчета, отвечающего 
перпендикулярному положению осей, следует применять различные фор­
мулы.

Если обе оси параллельны плоскости счетчика, то, исходя из формул 
(2) и (4), надлежит пользоваться формулами:

сн  3 ?  —  1Л  (32)
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где: с1/  — величина неперпендикулярности визирной оси к горизонтальной 
оси вращения (коллимационная погрешность); MO0 ) 1/ - отсчет на горизон­
тальном круге, отвечающий перпендикулярному положению визирной и 
горизонтальной осей; Rh и Lh — отсчеты по горизонтальному кругу, полу­
ченные при визировании на одну и ту же точку пространства при двух
положениях вертикального круга.

Если же визирная ось К  (ось OB) не параллельна, а горизонтальная 
ось вращения H  (ось OA)  параллельна плоскости счетчика то, на основа­
нии (5), (6) и (7), применяем формулы:

-, H — Rh — L h , о . .
Hh) К — g  ‘ '

МО(Н)нк =  Rh +  L h . (35)

Ck
 sin Y(ft$.cosa
— SinTr

(36)

ли, по малости угла Y(ft)fi

Снк =  T(Zt)" COS а, (37)

где y(H)1K — проекция на плоскость горизонтального круга угла ск, а— угол 
между визирной осью и плоскостью горизонтального круга.

Если плоскость горизонтального круга будет горизонтальной, то угол а 
можно будет рассматривать как угол наклона визирной оси к горизонту 
или как угловую величину неперпендикулярности визирной оси к отвес­
ному направлению (cf). Тогда формула (37) перепишется так:

Ck =  TWA-COSCf. (38)

И, наконец, в случае, когда обе оси (общий случай) не параллельны 
плоскости счетчика и составляют с последним разные углы, то вычисления 
следует производить на основании (5), (6) и (8) по формулам:

H  ____  R h  I j  h  / л л \т к  =  —------------  (39)
2

M O + =  J k J J k .  ( 4 0 )
£

'7
I f  sin a sin ß-f- cos a cos ß sinY (h)1/  } (41)

sin I" I J
Cffl K

или, по малости углов ß и Yift1̂  :
V

с" =  ß sin ос-|-Ytftfi cos а> (42
V

где Ti h+  — погрешность отсчитывания по горизонтальному кругу за счет 
-совместного влияния: неперпендикулярности визирной оси к горизонталь­
IT 4



ной оси вращения и угла наклона горизонтальной оси к плоскости гори­
зонтального круга; а и ß — углы, составляемые визирной и горизонтальной 
осями с плоскостью горизонтального круга.

Если плоскость горизонтального круга будет горизонтальной, то угол а 
есть угол наклона визирнрй оси к горизонту, или величина неперпенди­
кулярности (которую мы обозначим через cz ) визирной оси к отвесному 
направлению; угол же ß — угол наклона горизонтальной оси к горизонту, 
или величина неперпендикулярности (которую мы обозначим через Cjl) го­
ризонтальной оси к отвесному направлению. В этом случае формула (42) 
перепишется так:

i
ск -  Czh X xh czk -И<а>" . Cz  (43)

Т р е т ь е  у е л о  вие

П е р п е н д и к у л я р н о с т ь  г о р и з о н т а л ь н о й  о с и  в р а щ е н и я  
JH к в е р т и к а л ь н о й  о с и  в р а щ е н и я  V.

Неперпендикулярность этих осей обыкновенно обнаруживается и изме­
ряется при помощи счетчика накладного уровня или же при помощи спе­
циальных наблюдений, фиксирующих графически на отвесной плоскости, 
например, стене здания, положение оси вращения.

Вообразим себе на фиг. 3 идеальное, перпендикулярное к вертикаль­
ной оси вращения, положение горизонтальной оси в виде прямой ОН  и 
действительное положение ее—OH1-, угол между этими прямыми назовем 
через c j  (величина неперпендикулярности горизонтальной оси вращения 
к вертикальной). Очевидно, что если мы еще представим себе прямую 
OK1 перпендикулярную к OH1 и составляющую с отвесным направлением 
O Z  угол Chu , то величина неперпендикулярности горизонтальной оси вра­
щения к вертикальной c j  будет измеряться углом между прямыми O V  и 
O V u который можно представить в виде:

сн  — сѵ, сѵ. (44)
Значения входящих в последнюю формулу величин c f  и c’y мы вычис­

ляем по формуле (24), в которую подставляем отсчеты середин пузырь­
ка накладного уровня, полученные при измерении c’y и c’y .

Для определения величин c’y и c’y, устанавливаем в исходном поло­
жении накладной уровень на горизонтальную ось вращения и берем по 
дему отсчет Ru.  Поворачиваем инструмент вместе с уровнем на 180° вок­
руг O V  и берем, при неисходном положении уровня, отсчет L u. Возвра­
щаем инструмент с уровнем в исходное положение и берем по уровню
отсчет Rul =  Ru . Поворачиваем на 180° вокруг оси OK1 накладной уровень
(перекладываем на горизонтальной оси уровень) и берем отсчет Lu,. Тогда 
пользуясь формулой (24), получим:

4 = + + ,  (45)

с ? . = — - R i h - ( « j

!Подстановка последних выражений в формулу (44) дает:

Rul — Lul Ru  — Lu



Очевидно, что наблюдения по определению Chv  и c ' j  могут быть ор­
ганизованы таким образом, чтобы было Lu =  Lu1, и Ru ^ .Ru. ,  тогда

i, _  Ru1 — Ru
с и

Из рассмотрения фиг. 4 следует, что если горизонтальная ось враіцениг 
не лежит в одной отвесной плоскости, проходящей через отвесное напра­
вление O Z  и вертикальную ось вращения OV,  то приведенные формулы 
(48) и (49) будут и в этом случае справедливы. В этом случае накладным 
уровнем будут измерены вместо величин Chv  и Су величины 90° — и
QO0 - Y y 1* определяемые формулой (24'). Сравнивая (24) и (24'), нетруд­

но убедиться в том, что: '

сн =  4 , - 4 = ( 90° - + ) -  (90° ^  4  • (« г
Приведенные формулы (48) и (49) будут справедливы лишь при отсут­

ствии конусности цапф горизонтальной оси вращения, так как угол сь .
У і

при наличии конусности, будет являться углом наклона к горизонту для 
верхней образующей конуса, а не для ею  оси, представляющей горизон­
тальную ось вращения инструмента.

Для того, чтобы определить величину конусности ш, а с нею и дей­
ствительную величину неперпендикулярности горизонтальной оси к вер­
тикальной, надлежит измерить угол наклона к горизонту для нижней 
образующей конуса. Для этого, взявши отсчет по уровню R fJ2 =  R y l =  R f  
в исходном положении, повертываем его на 180® вокруг некоторой оси 
0 +2» перпендикулярной к нижней образующей, что равносильно перекла­
дыванию горизонтальной оси, и берем отсчет L y 2 в неисходном положе­
нии уровня. После этого значение конусности вычисляем по формулам

CO c V1 -  c Vi  =  (BI)
P u s - L u 2 Azz1-L fZ 1 Lfz1-  L y 1

если же R y 1 =  R y x R u 2J  P u 1 а l U2 =  l U1:

P u 2 ~~ AfZ1 (52)

Величину неперпендикулярности горизонтальной оси к вертикальной 
найдем по формулам:

сУ. =  ск — -h I 1
H  — " V 1 c V  1 о  ^ — л ( l V2 L fz1 4~ 2L y )  (53)

или, если L y 2 =  L y 1=  L y

ѵ _  1
0H (— 2 R u  +  R y xJ R ( J 2) (54)

Для определения угла наклона горизонтальной оси к горизонту, или. 
что то же самое, величины неперпендикулярности горизонтальной оси к

176



пользоваться формулою для наклонности верхней образующей (46), то 
есть

Cz = C h =  ,  (55а)н V1 • 2

В случае же наличия конусности, надлежит взять среднее из наклон­
ностей обеих образующих, то есть

сн ~  ' + c V ~Ь су  ) — j ~ ( R u  — L u  Л - R u  — L u )  (56)п  2 1 г а 4 1 1 2 2
Для того, чтобы установить горизонтальную ось вращения в перпен­

дикулярное к вертикальной оси положение, надлежит, действуя юстир­
ными винтами при подставках горизонтальной оси, привести пузырек на­
кладного уровня на отсчет , отвечающий перпендикулярному
положению горизонтальной и вертикальной осей, определяемый, при от­
сутствии конусности, формулой:

MOt l H  r L -  8  -  r L -  rS - + = , (57)

а при наличии конусности — формулою:

/MO(̂ fr)== —  (QR(j— Ru^ — R u )  (58)

Таким образом, теоретически, для приведения горизонтальной оси в 
перпендикулярное к вертикальной оси положение, а также для измерения 
конусности и наклонности горизонтальной оси; нет надобности иметь 
предварительно выверенный уровень и приводить верхнюю образующую 
оси в горизонтальное положение.

Если предварительно ось уровня привести в* перпендикулярное к вер­
тикальной оси вращения положение, а последнюю в отвесное положение, 
то, очевидно, в этот момент будет F  =  O и C1̂=-Q, а формулы (47), 
(53), (57) и (58) примут вид:

cz _  c v — L h z J + h  (4 7 1 )
c H - 0H -  2 ' '

° f ' — с н ~  ]г (Nu — L u  A - R u  — L u  (53')
Гл 4 I I 2 2

MO V =  (57 j
(U)H 2 ■ }

^ ° ( U \ H = N u ----- \~(Nu — L u  + R u  — L u )  (58)Iu R 1 I 4 I I 2 2

B случае, если ось накладного уровня не лежит в одной отвесной 
плоскости, проходящей через вертикальную и горизонтальную оси вра­
щения, а составляет с нею некоторый угол А,  то в приведенных выше
формулах надлежало бы везде величины с+ Chv  ̂ и с* вычислять, исходя
из (26) по формуле

Cb=-J k i z L j L . , (59)
2 cos Л

отвесному направлению с1и ,в случае отсутствия конусности цапф, можно
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Если же значения этих величин будут вычисляться по формуле (24), 
то в этом случае они будут ошибочны на величину Lcf определяемую
как разность (59) и (24), to  есть:

Lc =  -  n  - - -------- - 1  =  сЦ _    1 ). (60)
l CosA /  VcosA

откуда угол А может быть вычислен из выражения
Ĉi

А  VCOS А =  —/Г"і—л------*И Л -  L c

Посмотрим на конкретном примере, каково может быть значение угла 
А при максимальном значении величины с^, которую мсіжйо измерить 
накладным уровнем. Допустим, Что мы имеем уровень с ценою одного 
деления т =  5" ,  которым можно измёрять величины до 30'. Тогда, если 
мы поставим требование, чтобы значение Lc не превосходило точности 
отсчитывания По уровню, мы должны положить Дд =  0,2 t =  I". В этом 
случае для cos А  получим значение

30'
cos А  =   ---- —-------=0,9994447,

30' +  1"

что соответствует А =  1°54'30". Для того, чтобы уничтожить угол А, то 
есть привести ось уровня в одну плоскость с горизонтальной осью, над­
лежит для данного угла, действуя горизонтальными юстирными винтами, 
для уровня длиною в 20 см, переместить уровень на 3,3 мм.

Произведенный анализ показывает, что при работе с накладным уров­
нем нет нужды приводить ось уровня в перпендикулярное к вертикаль­
ной оси положение и точно приводить ось уровня в одну отвесную пло­
скость с горизонтальною осью Вращения.

Если в инструменте вцполнено второе условие, вертикальная ось вра­
щения приведена в отвесное положение и горизонтальная ось установле­
на параллельно некоторой отвёсной плоскости, например, стене здания, 
то при вращении визирной оси вокруг горизонтальной визирная ось опи­
шет плоскость, составляющую с горизонтальной угол 90°— с)/=  90°-—czH, 
Отметивши на стене следы визирной плоскости при двух положениях 
горизонтальной оси (при круге справа и слева), мы тем самым графиче­
ски изобразим на стене два перпендикуляра к двум положениям горизон­
тальной оси, составляющим угол, равный I c v11 =  cI c zfj. He останавливаясь 
на вопросе исправления неперпендикулярности осей, подробно разбирае­
мых для этого способа в курсах геодезии, перейдем к вопросу совмест­
ной .поверки второго и третьего условий.

Предположим, что при отвесном положении вертикальной оси в мо­
мент визирования на какую-либо точку пространства визирная ось К  со­
ставляет с горизонтом угол O =  Czk , а горизонтальная ось вращения—угол 
S =  сгн  (под визирною осью на фиг. 2 понимается ось ОВ, а под гори­
зонтальной осью вращения — ось OA). Тогда неперпендикулярность 
визирной оси к горизонтальной оси вращения (величина c f )  и угол 
наклона горизонтальной оси к горизонту (угол ß =  cf)  можно опре­
делить по формулам (5) и (8). Для этого, очевидно, необходимо при двух 
положениях вертикального круга навести на две находящиеся на 
различной высоте точки пространства и взять соответствующие отсчеты 
по горизонтальному и вертикальному кругам (для первой точки—Rh,, Lu, и 
R v,, Lv0 а для второй—Rhs, Lh и R v,, Lv) .  Далее по отсчетам на вертикальном
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л р у к  определяем углы наклона а] 'K1 и а., —  лк%для двух линий визи­
рования, а по отсчетам на горизонтальном круге вычисляем по формуле (5) 
значения Ti и :

Rhl — Uhl
Tl 2

Rhi — Uhi
t 2

Определив значения Ol1 =  C1k , y,, «2 =  с |  и Ys и подставив их в форму­
ле), получим два уравнения:

€

=  —-—  (sin Cz . sin C1 4 -  COS C1u . COS C1 , Sin Y, ^ ,
sin i "у А- к- н  1 ;

—  . J -  „ ^S in  CzKi . s in  Czh + C O S  Czk . COSCzf . SinY2 j  ,

которые, по малости углов Czi , Yi и у2, можно представить в таком виде:

Chk = C zh . Sin Cz i +  Y, . COS 4  ,

c K = c H -  sin СЯ +  T2 • COS Cz  .

Решая последние два уравнения совместно, для величин c f  и сгн  най- 
значения:

Ch — Yi cos cz . s in r |2 — Ya • Sinli . cos г +
s in  Cz

Д а
5ІП С\

щ
я  _  Tl • COS^1 -  Ta • COSCz
H Sm с Sinc

(61)

(62)
U1

Ниже приводится числовой пример одновременного определения ве­
личины неперпендикулярности cf визирной оси к горизонтальной и величи- 
аы неперпендйкулярности Cz1 горизонтальной оси вращени я  к  отвесному 
яаправлению (или угла наклона горизонтальной оси к горизонту). Опре­
деление произведено в лабораторных условиях теодолитом фабрики „Гео­
д е з и я “ № 4106 с точностью отсчитывания по обоим кругам, равной одной 
.м и э у т е .

Т а б л и ц а  1

Н а б л ю д е н и е  д о  и с п р а в л е н и я  н е п е р п е н д и к у л я р н о с т и  о с е й

Н а б л ю ­

д а е м ы е

т о ч к и

О т с ч е т ы  п о  г о р и з о н ­

т а л ь н о м у  к р у г у _  R h - U h

О т с ч е т ы  п о  в е р т и ­

к а л ь н о м у  к р у г у

В е р т и к а л ь н ы й

у г о л

% L h

Л  .....  2

% L v

/ - Z  _ _  R v - L t v

L k --------------------------

h

1 8 7 М 7

1 8 7 ° 5 2 ' , 5

8 ° 1 Г , 5

8 ° 0 0 '

— 1 7 + 2 5  

-  0 3 ' , 7 5

2 Г 5 9 '

3 4 2 ° 4 Г , 5

3 3 7 ° 4 4 '

1 7 9 0 Г

+ 2 2 ° 0 7 ' , 5  

— 1 7 ^ 0 9 ^ 7 5
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Таблица 2
Наблюдения после исправления неперпендикулярности К к. H

I 187°46' 8*02 ' —7',75 2І°58' 337°44' + 2 2 л07'
47' 02' , ■ 58' 44'

и 188°0Г 7°50' + 05 ',5 342°40' 17°0Г — 1740+5
QV 50' 40' ОГ

После обработки полученных наблюдений по формулам (61) и (62) для 
CtJf и 4бы ли найдены следующие значения: ;

Таблица 3

Вычисленные по формулам ( 6 1 ) .  и ( 6 2 )  значения Результаты н епосред­
ственного определения 

после исправления 
неперпендикулярности 

K k H

до исправления 
неперпендикулярности 

осей

после исправления 
неперпендикулярности 

осей

4

• 
I 

I

г 
!

W C
o

Ю ъ — 1 '42+ +0545"

-І8 '27",3 —  1 8 ' З Г ' , ! - 1 7 ' ,  з

Сравнивая вычисленные по формулам (61) и (62) значения неперпенди­
кулярности осей Cttf  и Clh  с  значениями непосредственных измерений 
этих величин, можно отметить удовлетворительную, порядка точности 
отсчитывания по инструменту, сходимость.

Измерение вертикальных углов

Теория определения наклонов наблюдаемых лучей (вертикальных углов) 
легко может быть получена на основании изложенной выше теории пог­
решностей угломера в соотношениях между его осями.

Предположим, что ( фиг. 1) ось OA будет представлять из себя 
отвесную линию; OS0—горизонтальную, перпендикулярную к OA  линию;; 
OBi—визирную ось зрительной трубы, а счетчик—вертикальный круг.

Как нетрудно видеть, вертикальный угол представляет из себя вели­
чину неперпендикулярности визирной оси OB1(K) к отвесной линии OA(Z), 
то есть угол C =  Cjf определяется, исходя из (2), формулою:

R v - L ' (63>

где Cjf - величина неперпендикулярности визирной оси к отвесной линии, 
или вертикальный угол, a ^  и Lv- отсчеты по вертикальному кругу.

Отсчет же, отвечающий перпендикулярному, по отношению к линии 
ОА,  положению оси OS, определяемый, исходя из (4), формулой

M?< =  - * l,+n L 'v (64)MO

есть не что иное, как место нуля, то есть отсчет на вертикальном круге, 
отвечающий горизонтальному лучу виз рования.
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При выводе формул (63) и (64), на фиг. 1 счетчик — вертикальный круг 
считался неподвижным; в действительности же неподвижным обыкновенно 
бывает только индекс (на алидаде вертикального круга), против которого 
прочитываются отсчеты. В этом случае для вывода формул, определяющих 
значения вертикального угла и место нуля, предположим, что нуль счета 
на вертикальном круге находится в точке 0°/?, отстоящей от прежнего 
O0 на 180° — 2с, считая по ходу часовой стрелки, а индекс алидады верти­
кального круга расположен в точке B 9.

Предположим далее, что в момент визирования при круге справа на не­
которую ючку пространства визирная ось занимала положение OB1, и 
против индекса B2 на вертикальном круге был получен отсчет R v. Пере­
ведя визирную ось через зенит в положение OBi, то есть повернув OB2 
около точки О на 180° — 2с, мы повернем на такой же угол и нуль счета 
на вертикальном круге (то есть точка O0/? займет положение 0°) и по 
индексу B2 прочтем отсчет L =  Lv.

Если повернуть OB1 вокруг OA  на 180°, визирная ось займет положе­
ние OB2, и мы тем самым осуществим визирование на ту же точку про­
странства, но уже при круге слева. Очевидно, что при вращении визир­
ной оси вместе с вертикальным кругом вокруг OA  отсчеты по верти­
кальному кругу не изменяются, и мы вправе написать равенство

Lv — R v =  180° — 2с =  180° -  2 + ,

из которого, помня, что L v — 180° =  Lrv и MO(V>f =  R v — cf., и получим 
формулы (63) и (64).

Приведенные формулы (63) и (64) справедливы, конечно, если визир­
ная ось O B 1 и вертикальный круг будут находиться в параллельных от­
весных плоскостях. Если же визирная ось будет при отвесном положе­
нии вертикального круга составлять с последним некоторый небольшой 
угол к =  с%, то, как видно из предыдущего, вертикальный угол c f  надле­
ж ало бы вычислять, исходя из (7'), по формуле:

sin c f =  sin y . cos c% (65^

предварительно определив значение проекции вертикального угла, то 
есть угол у. исходя из (5), по формуле:

•а место нуля, исходя из (6), по формуле:

M O(v)f  =  F \ ± J ' ^  , (66)
Z

H o  гак как обыкновенно угол с", выражающий в данном случае величину 
неперпендикулярности визирной оси к горизонтальной оси вращения, 
очень мал, то, следовательно, косинус его в формуле (65) можно посчи­
тать равным единице и, не делая большой ошибки, значение вертикаль- 
ного угла выражать так:

CzK = T =  (67)

В случае, если отвесная линия и визирная ось будут составлять с 
плоскостью вертикального круга соответственно углы ß и а (на фиг. 2 
4УА— отвесная, O Z - горизонтальная ось вращения трубы, OB1—визирная
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ось), место нуля попрежнему определяется, исходя из (6), формулою (66+ 
Величина же вертикального угла с\,  исходя из (8'), определится по форГ 
муле:

sin c f  =  sin a  sin ß +  cos a  cos ß ' sin J ,

которую по малости углова и ß(e данном случае a =  с%—величина неперпен- 
дикулярности визирной оси к горизонтальной оси, а ß =  c j f  — величина 
неперпендикулярности горизонтальной оси к отвесному направлению или 
наклон горизонтальной оси к горизонту) можно представить аналогично 
предыдущему в виде:

Cf, =  ~ =  J F z E n  { т .

Измерение горизонтальных направлении
Гораздо проще разрешается вопрос об определении горизонтальных 

направлений, так как в этом случае не требуется нахождения величины не­
перпендикулярности осей.

Понимая под горизонтальным направлением отсчет на горизонтальном 
круге, отвечающий горизонтальной проекции луча визирования на точку 
пространства при отвесном положении вертикальной оси вращения и при 
выполнении отмеченных выше трех условий взаимной перпендикулярно­
сти осей угломерного инструмента, для определения горизонтального 
направления, исходя из (4) и (6), можно написать одно значение:

M O (hj — H-hF 1- Ii t <го>-

где MO(h) —искомое горизонтальное направление на точку пространс 
а Rh и I I h — отсчеты по горизонтальному кругу при двух положениях 
вертикального круга.

Если известны значения величин неперпендикулярности осей угломер­
ного инструмента, то определение значения горизонтального направления 
можно производить, пользуясь лишь одним отсчетом на горизонтальном 
круге (например Rh), руководствуясь вытекающей из приведенных черте­
жей формулой:

M O (h) = R h  — т(h), (711
где 4(h)—-некоторая поправка, зависящая от величин, выражающих непер­
пендикулярности осей инструмента.

При наличии неперпендикулярности визирной оси к горизонтальной 
(величины с%), значение поправки 4^  получим, исходя из (7') и учиты­
вая, что и 4(н)% малые величины:

гн гн
=  <Г2> ' COS a - COS Cjl

При наличии неперпендикулярности горизонтальной оси вращения ь 
вертикальной (величины cjj), значение поправки получим, исходя из (8 ) 
и учитывая, что с =  Cffi =  O1 а x =  X(hj^  и 8 =  Cj1 малые величины;

, 4(b) п  =  -  n ; . t g «  =  ~ c % .  tg Cf .
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И, наконец, при одновременном наличии неперпендикулярности визир­
ной оси К горизонтальной H горизонтальной к вертикальной, исходя из 
этой же формулы (8'), для поправки j (h) найдем значение:

COS С?(
•г к • (74)

Заключение
Теория определения погрешностей угломерного инструмента в соотно­

шениях между его осями й теория определения угловых координат— 
вертикального угла и горизонтального направления, в существующих кур­
сах геодезии обыкновенно даются частями в различных местах курса в 
виде особых объяснений (с приложением специальных чертежей, введени­
ем специальных, для каждого случая, обозначений) по каждому вопросу 
отдельно, без установления внутренней связи между ними, что создает 
громоздкость изложения и трудность усвоения отмеченных вопросов.

Единообразие требований в соотношениях между геометрическими 
элементами угломерного инструмента—требование взаимной перпендику­
лярности для каждой пары осей инструмента—позволило автору обосно­
вать очень просто известные общие правила поверок.угломерного инстру­
мента и произвести вывод общих формул:

определяющих: 1) величину погрешности в соотношениях между осями» 
2) значение отсчета, отвечающего должному соотношению осей, 3) пра­
вильные значения угловых координат.

Произведенное обобщение позволило далее доказать возможность 
производить измерение углов уровнем без предварительной его провер­
ки, установить новуе способы поверок уровня, способ измерения наклон­
ности вертикальной оси, способ совместного определения неперпенди- 
кулярирсти визирной оси к горизонтальной и горизонтальной к вертикаль­
ной и способ измерения наклонности горизонтальной оси к горизонту при 
отсутствии накладного уровня.

Заканчивая на этом решение поставленных выше задач, необходимо 
отметить, что существующие в литературе многообразные обозначения 
однид н тех же величин, подчас не символизирующих эти величины, за­
ставили автора при написании этой работы применить особые обозначе­
ния углрвьіх величин, смысл котррьіх объясняется индексами, характери­
зующими названия геометрических элементов угломерного инструмента

R - L '
2
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и

2
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