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1. П остановка вопроса

В настоящ ее время расчет ф ундаментных балок и плит производится 
в  основном двумя способами.

Первый способ— способ коэффициента постели— основан на предполо­
жении Фусса-Винклера о том, что осадка поверхности  упругого  основа­
ния в данной точке пропорциональна интенсивности действую щ его в этой 
точке нормального давления . Д ругим и словами, по этой гипотезе свой­
ства упругого  основания отож дествляю тся со свойствами тяж елой  ж и д ко ­
сти, лишенной поверхностного натяжения.

Способ коэффициента постели дает  результаты, не всегда достаточно 
удовлетворительно согласую щ иеся с данными практики. Основным его н е­
достатком  является то, что вся совокупность вопросов, возникающих при 
расчете балок и плит, опирающихся на упругое основание, характеризуется 
только одним параметром— коэффициентом постели K 2 .  Как показали опыты, 
величина этого коэф ф ициента  определяется не только свойствами осно­
вания, но и рядом других  факторов, среди которых наиболее важными 
являются размеры и форма подош в фундаментных балок и плит, а такж е 
характер приложенных к ним нагрузок.

В настоящ ее время способ коэффициента постели принято применять 
лиш ь для расчета сооружений, в основаниях которых ож и дается  развитие 
больших областей пластических деформаций. Он применим такж е для 
решения ряда задач, не имеющих никакого отношения к механике грунтов.

Второй более  современный способ основан на представлении основа­
ния как идеально упругого  полупространства. Его применение к  расчету 
ф ундаментных балок и плит правомочно лишь в тех  случаях, ко гд а  области 
п ластических деформаций в их основаниях пренебрежимо малы.

Из сказанного следует, что в случаях достаточно умеренного разви­
тия областей пластических деформаций обоснованный выбор применения 
того или иного из дву х  названных способов становится затруднительным. 
В этих услови ях  для расчета сооружений, опирающихся на упругое осно­
вание, следовало бы пользоваться способом, промежуточным м еж ду  спо­
собом коэффициента постели и способом упругого  полупространства. П о ­
пыткой разработки такого способа и является наша работа. Е е  целью я в ­
ляется построение такой теории упругого  основания, которая, обладая 
известной универсальностью , с одной стороны, давала бы возможность 
р еш ать  задачи о расчете фундаментных балок и плит с помощ ью  сравни­
тельно простых средств анализа, а с д р у го й —была бы свободна от осн ов ­
ных недостатков способа коэффициента постели и откры вала бы во зм о ж ­
ности реш ать  такие задачи, которые с помощью гипотезы Фусса Винклера 
вообщ е реш ить  нельзя. Этого можно достигнуть, если в основу построе­
ния теории полож ить новую приближенную модель упругого  основания,
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свойства которой  характеризую тся параметрами, позволяю щ ими у д о вл е­
творительно апроксимировать имеющую место в реальных группах зависи­
мость м еж ду осадками их поверхности и возникаю щ ей при этом реакцией.

К построению такой модели мы и перейдем.

2. П остроение приближенной модели упругого основания
Основные требования, которым д о лж на  удовлетворять  новая прибли­

женная м одель упругого основания, мож но уяснить, сопоставив результа­
ты решений задач  об осадке ж есткого  штампа, опираю щ егося на упругое  
полупространство и на упругое основание Фусса-Винклера.

Как известно, осадка штампа, опираю щ егося на упругое полупростран­
ство, мож ет быть вычислена по ф орм уле Ш лейхера

P
W = ------- г = ,

a V f
в которой P  —  приложенная к ш тампу внешняя нагрузка, уравновеш ивае­
мая реакцией упругого  основания R ,  F  —  площадь штампа, А  — коэффи­
циент, зависящий от упругих свойств полупространства и формы штампа,

Из этой ф ормулы  легко усмотреть, что при прочих равных условиях 
полная реакция основания под штампом оказывается пропорциональной его»
периметру: __

P = R 1 =  W A V f .

С другой стороны, осадка штампа, поставленного на упругое основание- 
Ф усса-Винклера, определяется формулой

P

из которой следует, что реакция винклерового основания пропорциональна- 
площади штампа:

P  =  R 2 =  W K z F .

Опыты показывают, что осадки опирающихся на реальные грунты фун­
даментов при одинаковых значениях средних напряжений в их основаниях 
меняются с изменением величины их опорной площади. Это изменение в 
большинстве случаев характеризуется близкой к линейной зависимостью 
меж ду размерами фундаментов и их осадками. Ч ащ е всего осадки растут 
медленнее, чем это следует из расчетов по формуле Ш лейхера. Однако- 
бывают случаи, когда осадки фундаментов растут быстрее, чем д ает  у п о ­
мянутая формула.

Рационально построенная модель упругого основания долж на отобра­
жать  эти экспериментально установленные факты. Э того  можно добиться, 
разделив силы поддержания грунта на две системы реактивных сил: силы, 
распределенные по площади фундамента, и силы, распределенные вдоль 
его периметра.

Принимая во внимание, что реакции как основания Фусса-Винклера, так 
и упругого полупространства пропорциональны осадкам фундаментов, д о ­
пустим наличие такой ж е  пропорциональности у предлагаемой модели уп ру­
гого основания. Тогда полная реакция такого основания выразится ф о р ­
мулой:

R  =  R i  +  R 2 =  ( k F +  m S  ) w ,  ( 1)

в которой k  — коэффициент пропорциональности реактивных сил R 1, рас­
пределенных по площади фундамента Zr; те — коэффициент пропорцио­
нальности реактивных сил R2, распределенных по его периметру.
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Таким образом, свойства предлагаемой модели упругого основания, как 
и свойства упругого  полупространства, характеризую тся двум я парамет­
рами вместо  одного по способу коэффициента постели. Эти параметры 
k  и т  мы будем в дальнейш ем называть упругими постоянными.

При помощи замены

R = p F
формулу (1) преобразуем к виду:

w  =  ---------------
А Н - - " + .  (2)

Е
Э та  формула при k  =  0  превращ ается  в формулу Ш лейхера, при т = Ѵ — 

в ф орм улу  Фусса-Винклера, но сама по себе она в сущности построена 
эмпирически. Ее достоинства и недостатки можно выяснить, сравнив ре­
зультаты  вычисленных по ней осадок с данными соответствую щ их опытов. 
Некоторые результаты такого сравнения приведены в разделе 4.

3. Физическая интерпретация свойств модели
Д адим  физическую интерпретацию входящ их в формулу (2) коэф ф и ­

циентов k  и  т .  Из этой формулы видно, что постоянная k  по своему фи­
зическому смыслу вполне аналогична коэффициенту постели Фусса-Винкле­
ра. Постоянная т  определяет возникающую при единичной осадке штампа 
некоторую  систему удельны х сил, распределенных вдоль периметра ш там­
па— краевых реактивных сил. Эти силы схематически отраж аю т концентра­
цию нормальных напряжений по краям штампа и влияние касательных 
напряжений, реально сущ ествую щ их по цилиндрической поверхности, про­
ходящ ей  через контур подош вы штампа. М ож но предположить, что они 
возникают вследствие излома поверхности ^основания на границе штампа 
и вызываются силами, подобными силам поверхностного натяжения, анало­
гичными тем, которы е возникают на поверхности всякой тяж елой  ж ид­
кости.

Таким образом, мы приходим к модели упругого основания, представ­
ляю щ ей собою н е ч т о  в р о д е  тяж елой  жидкости с поверхностным на­
тяж ением.

Постоянная k  представляет  удельный вес этой жидкости; постоянная 
т  просто выражается через ее поверхностное натяжение.

М одель  упругого основания, близкая к описанной, была предлож ена 
проф. М. М. Филоненко-Вородичем [3]. В числе прочих он предложил 
модель, по которой упругое основание представляет собою систему беско­
нечно часто расположенных пружин, соединенных поверху всесторонне 
растянутой мембраной.

Л егко  видеть, что эту модель проф. М. М. Ф илоненко-Бородича можно 
целиком уподобить тяж ел о й  жидкости с поверхностным натяжением. 
В предлагаемой нами модели упругого основания такую аналогию до конца 
провести нельзя.

Так, в частности, она не исключает предположения о том, что постоян­
ная k  мож ет принимать различные значения в различных точках основания. 
Как показал проведенный нами анализ экспериментальных данных, необхо­
димость такого  предполож ения иногда возникает. Кроме того, наша мо­
д ел ь  позволяет  устранить излишние и не вытекаю щ ие из сущ ества п р о ­
блемы сложности, которые могут возникнуть, если при решении всех задач 
строго следовать мембранной модели проф. М. М. Ф илоненко-Бородича.
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В общем, наша модель упругого  основания является  более гибкой, чем  
мембранная модель. Характеризую щ им ее  константам 4 и т  мы можем 
приписывать лю бые значения, руководствуясь  при этом только данными 
опытов.

Вместе с тем, в качестве удобного рабочего  аппарата мы будем иногда 
пользоваться аналогией нашей модели с тяж елой  ж идкостью  с поверхно­
стным натяжением. Ho эта аналогия играет  для нас чисто всп ом огатель­
ную роль, в некоторой степени п охож ую  на роль мембранной аналогии в 
теории кручения призматических стержней.

4. Некоторые результаты  экспериментальной проверки 
модели упругого основания

С целью выяснения достоинств и недостатков предлагаемой приближ ен­
ной модели упругого основания нами были проанализированы заимствован­
ные из разных источников данные испытаний грунтов жесткими штампами, 
размеры которых в различных сериях опытов менялись от 0,02 до 15 квад ­
ратных метров.

Анализ этот производился по следую щ ем у общ ему плану.
П о данным двух  опытов с одним штампом или осредненным данным 

нескольких опытов определялись постоянные k  и t n ,  а затем  по формуле 
(2) определялись осадки остальных штампов опытной серии. Эти теорети­
чески вычисленные значения осадок сравнивались с осадками, непосред­
ственно полученными на опытах.

Д р у го й  вид анализа экспериментальных данных предлож ен инж. О. А. С а­
виновым [2]. Он заключается в сравнении вычисленных по данным опытов 
коэффициентов постели при равномерном ( к 2 )  и неравномерном (Af) сжатии 
с их приведенными величинами, вычисляемыми по специальным формулам, 
связываю щим величину этих коэффициентов с упругими постоянными о с ­
нования и размерами штампов. Указанные формулы, преобразованные нами 
для определения введенны х выш е постоянных k  и т ,  имеют вид:

и  t i 2 (a  -j- b )
k ,  =  k  А ------- — !— z  n i

a -b m
j  =  k + Y Y ± bI m, {à)

a . b

где a  u  b  — стороны прямоугольной подош вы штампа, причем сторона « 
параллельна, a b  перпендикулярна оси поворота  штампа.

На фиг. 1 приведены результаты подобной обработки опытов ВИОС, 
данные которых заимствованы нами из работы инж. X. Р. Хакимова [4J. 
Восходящие кривые выражают зависимость изменения осадок штампов р а з ­
ных размеров при одинаковых средних напряжениях в их основании.' Н и ­
сходящ ие кривые представляют аналогичные зависимости, построенные 
для приведенных коэффициентов постели. Точками отмечены значения, по­
лученные опытным путем.

Н а фиг. 2—4 представлены графики аналогичной обработки экспери­
ментальных данных, заимствованные нами из работы инж. О. А. Сави­
нова [2], в которой он рассмотрел задачу о равновесии жесткого прямо­
угольного штампа, опирающегося на мембранную модель проф. М. М. Фи- 
лояенко-Бородича. При этом Савинов сделал ряд серьезных упрощений 
мембранной модели, в результате которы х ее свойства могут быть описа­
ны формулой (1).

На фиг. 5 —6 представлены графики, иллюстрирующ ие сделанную нами 
обработку результатов опытов Пресса [5] по испытанию пробными нагруз-
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Фиг. I. Опыты ВИОС на мелкозернистом песке: ■( =  1,87 т \ м 3 .
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•Фиг. 2. Опыты Кернера на средне­
зернистом песке. Кривая 1 пост­
роена по формуле (3); кривая 2—по 

формуле Шлейхера.
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Фиг. 3. Опыты Баркана, Смоликова 
и Саичева (Фундаментстрой) на лес­
совидном суглинке. Кривая 1 на 
фиг. (а) построена по формуле (3); 

кривая 2—по формуле Шлейхера.
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Фиг. 4. Опыты Смоликова (Фундаментстрой) на песчаном грунте-

„і ! I I  I  J ":"уі а м
Ѵ0 ,4  O .S 0,Ь Q ,7 0 ,8  0 ,9  It Q

Фиг. 5. Опыты Пресса на песке; 7  =  1,52 т / м 3 .



ками среднезернистых песков (7 =  1,52 т / м ? )  и т яж ел ы х  коричневы х глин:- 
(Т =  2 ,3  от/м ° ) .

Из рассмотрения графиков (фиг. 1—6), иллю стрирую щ их проведенный 
нами анализ экспериментальных данны х, видно, что при надлеж ащ ем  вы­
боре упругих  постоянных Y h от результаты  опытов удовлетворительно 
согласую тся с выводами теории. При этом заслуж ивает  внимания тот 
факт, что удовлетворительное совпадение результатов  имеет место как  
для глинистых, так  и для песчаных грунтов. П оказательно , что аналогич­
ные приведенным выш е кривые, для сравнения построенные по ф ормуле 
Ш лейхера (кривые 2 на фиг. 2 и За), сущ ественно отклоняются о т д а н ­
ных, полученных из опытов.

л г 
I
II m=QQ.j-------
II ^ I XI /\ /

. ;

і 
!

I 
;

I 
: L.__

Шел

D ІО 1 5 SO 2 5 3 0 3 5
t e

Фиг. 7. Сопоставление .осадок штампов ( F i  =0,С9 м - ;  F 3 =  1,0 м - )  

с осадками элеватора ( F n p =  1310 м - ) ,  возведенного на мощном 
слое среднезернистых песков.

Удовлетворительная увязка теоретически построенных на основе пред­
лагаемой модели кривых с данными опытов была получена и при весьма= 
больш ой разнице в размерах штампов. Так, нами были сопоставлены осад­
ки фундаментов реальных сооружений с осадками штампов, поставленных 
в котлованах  фундаментов или в непосредственной от них близости. В ка­
честве иллюстрации ограничимся здесь  приведением результатов  обработки 
одного из таких опытов, данные которого заимствованы нами из книги 
инж. В. И. Рыбакова [1].

На фиг. 7 представлены графики, построенные по осадкам штампов, п ло ­
щ адью  0,09 и 1,0 м 2 и фундамента элеватора с приведенной площадью 1310 ж 2. 
Они подтверж даю т сделанный выш е вывод и даю т наглядное представ­
ление о картине экстраполяции осадок для сооруж ений с большой опор­
ной площадью, получаемой при помощи предлагаемой нами модели упру­
гого основания.

Аналогичные приведенным выш е результаты опытной проверки свойств- 
приближенной модели были получены нами и в ряде других случаев.

5. Выводы

Проверенный нами анализ экспериментальных данных позволил сфор­
м улировать  следующ ие выводы. :

1. О ’садки геометрически подобных штампов всегда  растут медленнее,, 
чем растут их периметры (или, что в сущности то ж е  самое, + £ ”).
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2. В известных пределах  грунт можно рассматривать, как  линейно де- 
•формируемую среду, но этой последней следует  приписывать свойства, н е  
вполне тождественные свойствам у п р угого  полупространства.

3. Р асп оряж аясь  значениями постоянных k a m ,  мож но добиться у д о в ­
летворительного  совпадения данных вычислений по формуле (2) с данными 
опытов.

4. Как правило, коэффициенты k  и т, в особенности коэф ф ициент т ,  

оказываются довольно устойчивыми величинами для данной категории грун­
тов  и данных интервалов нагрузок и мало зависят от формы и размеров 
подош вы штампов.

Р езу л ь таты  проведенного  нами анализа экспериментальных данных п о д ­
тверж даю т возмож ность  применения указанной модели упругого  основа­
ния. Эта модель, как и модель проф. М. М. Филоненко-Бородича, хотя и 

•страдает некоторой схематичностью и не позволяет  анализировать напря­
ж енное состояние основания, но откры вает возможности для разработки 
метода расчета фундаментных балок и плит, более точного, но не более 
сложного, чем расчет по способу коэффициента постели. Она свободна от 
отмеченных выше основных недостатков модели Фусса-Вннклера, так как 
позволяет  учитывать не только местные, но и общие деформации п о ве р х ­
ности упругого  основания. С ее помощью можно решать все задачи, к о т о ­
ры е решаются в теории расчета фундаментных балок и плит по способу 
коэффициента постели, и, кроме того , задачи, которые по этому способу 
вообщ е решить нельзя. К ним, например, относятся задачи о влиянии 
разм еров  и формы фундаментов на величину их осадки, о влиянии при- 
грузки  и о взаимном влиянии близко расположенных фундаментов. Р е ш е ­
нию этих последних задач б удет  посвящена специальная статья. Здесь  ж е  
мы ограничимся лиш ь рассмотрением задач о расчете фундаментных б а ­
л о к  и плит, опирающихся на упругое основание предлагаемой приближ ен­
ной  модели. Этому и посвящаются остальные разделы настоящ ей работы.

6 . Д и ф ф ерен ц иальн ое уравнение и зогн утой  оси  балки  
на упругом  основании

Вывод дифференциального уравнения изогнутой оси балки, опирающейся 
на упругое основание принятой модели, в сущ ности не отличается от ана­
логичного  вывода для балки, опирающейся на упругое основание Фусса- 
Винклера. Здесь  так ж е  можно исходить из общ его  уравнения изгиба бруса 
постоянного сечения:

в котором через q  (х) обозначена интенсивность приложенной к балке 
распределенной нагрузки, а через г ( х )— погонная реакция упругого основа­
ния. Разница будет заключаться в том, что в рассматриваемом случае 
реакция основания определяется не по гипотезе коэффициента постели, 
а по более  сложной формуле, в которую , кроме реакции основания, рас­
полож енного непосредственно под балкой, войдут такж е краевы е  р еа к ­
тивные силы. При принятых на фиг. 8 обозначениях эта формула будет  

: им еть  вид:

Теперь, перенеся в левую  часть  равенства все слагаемые, кром е q [ x ) ,  

и выполнив несложны е преобразования, будем иметь:

E J w x v  =  q ( x )  — г  (х), (4)

г ( х ) =  2 b k w  +  2 TTito.
Подставив в уравнение (4) вместо г ( х )  его  значение (5), получим:

E J w i v  =  q ( x )  —2 ( k b  - f  m )  w .

(5)

(6 )
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Обозначив для упрощения записи:
4

V

k b  +  т  __
2 E J

X + ] ,

приведем уравнение (6) к  виду:

да tv +  4 X 4 W =
E J

(П

(8)

более удобному для последующих выкладок.
Таким образом, решение задачи об изгибе балки постоянного сечения,, 

опирающейся на упругое основание принятой модели, сводится к интегри­
рованию линейного диф ф еренциального  уравнения, соверш енно аналогично-.

(щ^оМтывн.®.я.

Щ

W v  у

i z

E S

1(х)-реакция (отпор) 
упругого основания

Фиг.

го уравнению, вытекаю щ ему из гипотезы  Фусса-Винклера. В нем X— обоб­
щенная упругая характеристика, зависящ ая не только от размеров и ж ест ­
кости балки, но и дву х  упругих постоянных, характеризую щ их уп ругое  
основание предлагаемой модели, вместо о д н о й . по способу коэффициента 
п о с т е л и . .

Из рассмотрения формулы (7) можно заключить, что неточность в оп­
ределении величин упругих постоянных k  и т  в ед ет  к малой погрешности 
при вычислении всех расчетных эпюр, кроме эпюры осадок, т ак  как  эти 
постоянные стоят в ф орм уле (7) под радикалом четвертой степени. Вели­
чины осадок линейно зависят от обеих упругих постоянных.

Сравним уравнение (8) с дифф еренциальным уравнением изгиба балки, 
опираю щ ейся на упругое  основание проф. М. М. Ф илоненко-Бородича. 
Это последнее имеет вид:

Wiv — 2a2w" - f  4Х4®  =  ’ (9)

где а .  — л /  J F L - I m - ' ) ,  H — натяжение мембраны, a b — полуширина балки. V E J

Т рехчленное уравнение (9) отличается от уравнения (8) наличием сред­
него члена в левой части, учитывающего поддерж иваю щ ее действие нахо­
дящ егося  под  балкой участка мембраны вследствие искривления ее сер е ­
динной поверхности. Расчеты  показывают, что для имеющих место на 
практике соотношений параметров балок и свойственных реальным грун­
там значений упругих постоянных, влияние среднего члена в уравнении 
(9) оказы вается весьма малым по сравнению с другими его членами. Это 
означает, что интегралы уравнений (8) и (9), полученные при решении 
одних и т е х  ж е  задач, весьма мало различаются между собою. Такое 
различие, выявленное нами путем сравнения результатов решений ряда 
частных задач, не превышало 1,5 процента, что значительно ниже во зм о ж ­
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ной погрешности исходных д ан н ы х —упругих постоянных основания k  и т .  

“С ледовательно, уточнение реш ений, получаемое путем интегрирования диф- 
•ференциального уравнения (9) вместо уравнения (8), не имеет практической 
ценности, хотя  оно и сопряж ено с более сложными вычислениями.

Таким образом, реш ение различных задач  о расчете балок, опираю­
щ и хся  на упругое основание предлагаемой модели, сводится к интегриро­
ванию двухчленного  диф ф еренциального  уравнения (8), реш ение которого 
хорош о разработано и ш ироко  известно в расчетной практике. С л ед о в а ­
тельно, замена модели Фусса-Винклера более точной моделью упругого 
■основания не приводит к усложнению математических примеров решения 
и позволяет целиком использовать довольно богатый и совершенный рас ­
четный арсенал теории, построенной на принятии гипотезы  коэффициента 
постели. В этом состоит одно из сущ ественных достоинств  разрабаты вае­
мого  способа. При этом реш ения по предлагаем ому нами способу будут 
сущ ественно отличаться от решений по способу коэффициента постели, 
так  как  в нашем случае обобщ енная упругая  характеристика дифф ерен­
циального уравнения изгиба балки J  связана несколько иной зависимостью 

•с д в у м я  упругими постоянными основания, чем характеристика винклеро- 
.вого уравнения с коэффициентом постели.

7. Граничные условия

Интегрирование дифф еренциального  уравнения (8) выполняется при 
•граничных условиях, определяем ых в каж дом  случае условиями задачи. 
Граничные условия для  бесконечно длинной балки, а так ж е  для за щ е м ­
ленных и шарнирно подперты х концов балок, л еж ащ и х  на упругом осно­
вании, ничем не отличаются от аналогичных условий, имеющих место при 

,реш ении по способу коэффициента постели. От них не отличается и одно 
-из граничных условий на свободном конце балки, а именно, условие р а­
венства нулю изгибающего момента, а следовательно, и второй производ­
ной прогибов

а )  М ( о )  =  -  E h u " ( о )  =  0; W u ( о )  =  0.

Второе условие имеет  некоторую особенность. Оно состоит в том, что  
•вследствие осадки упругого основания за пределами балки поперечная 
сила на свободном конце не равна нулю, как  было бы при реш ении по

гипотезе Ф усса-Винклера, а оказывается пропорциональной величине 
•прогиба конца балки (фиг. 9). Напишем это условие отдельнр для левого  
;и правого концов балки.

Н а левом конце балки, при х  =  0 будем иметь:

б) [ Q ],=0 =  Q 0= Z b m R w ]  , =0 =  C W 0 =  -  E J Q o  "'3,=,0, 

или L y G 77(O)GCw(O) =  O; на правом конце балки при |
. х = 1  E J w r n ( I )  — С w  ( I )  =  0. где С =  Z b m .  /

190



Э то  необычное для решений по способу коэффициента постели граничное 
условие несколько  услож няет реш ение балок конечной длины, концы ко ­
торы х свободны.

8 . Расчет балок конечной длины, опирающихся 
на упругое основание

Так как расчет  бесконечно длинных балок по предлагаемому способу 
формально ничем не отличается от расчета их по способу коэффициента 
постели, мы не будем здесь останавливаться на решении этой задачи, а 
перейдем сразу к расчету балок конечной длины.

П олож ив в основу реш ения задач  об изгибе балок, леж ащ и х  на уп ру­
г о м  основании принятой модели, диф ф еренциальное  уравнение (8), совер­
шенно аналогичное уравнению способа коэф ф ициента постели, мы п олу­
чили возм ож ность  при построении решений пользоваться математическим 
аппаратом этого способа. Так, для расчета балок конечной длины мы бу­
дем  п ользоваться  разработанным советскими учеными наиболее простым и 
доступным как  с теоретической, так и прикладной стороны методом на­
чальн ы х  параметров. По сравнению с другими методами он обладает  тем 
преимуществом, что  с его помощ ью  мож но реш ать  любые задачи  без ин­
тегрирования дифференциального уравнения балки на упругом основании, 
т а к  как д л я  определения всех расчетных величин по этому методу имеются 
готовы е формулы:

. w  =  W 0 Y 1 A - Y -  у 0 _ _ L L _  Y s  Q -  F4 +  Ф ( х ) ,

X  E J X 2 E J X s  11 W

: = _  4Х IF0 F4 +  Cp0 Y 1 -  F 3- - Q  Y 3 +  Ф ' (х),
E J X  E J  X2 (И \

M = -  E J w " = A E J X 2\F 0F3-HDAcp0Y i J M 0F1+  - Q  Y 2 - E J 0 "  (х),
а

Q  =  -  E J z K 1'  =  A E J X 3IF0 F2 +  A E J X J 0 F3 —  A X M 0 Y4 +  Q0 Y 1 — E J 0 " \ x ) .

З десь  Yi (і =  1, 2, 3, 4) — линейно независимые реш ения уравнения 
(8)— функции Н. П. П узы ревского— А. Н. Крылова, определяемые по ф о р ­
м у л ам :

F 1 =  ChXx-CosX-X:,

Y 2 =  Q  (Ch Xxsin Xx +  Sh X X . cos X х),

I o h . . .  У (12)
Y o  =  —  bh а X. sm к х ,

2

Y i  =  —  (Ch Xx. sin X x  —  Sh X X . cos Xx),
4

W0, ср0, M 0 и Q0— начальные параметры— значения расчетных величин в 
начале координат, определяемые из граничных условий и Ф ( х )— частное ре­
шение, зависящ ее от вида внешней нагрузки и определяемое точно так же, 
как  при реш ении  по способу коэффициента постели.

. П о ско л ьк у  граничные условия для балок  с подпертыми и защ ем лен­
ными концами ничем не отличаются от условий, имеющих место при ре­
шении таких балок по способу коэффициента постели, то не представляет 
ничего нового  и определение для них начальных параметров при р еш е­
нии поставленной нами задачи. П оэтому мы не будем здесь  на ней оста­
н ав л и в аться ,  а займемся реш ением балки со свободными концами, так к ак
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оно несколько отличается от аналогичного реш ения по способу коэффи­
циента постели.

П усть требуется  рассчитать  опирающуюся на упругое основание балку- 
со свободными концами, нагруж енную  произвольной нагрузкой.

П риняв направление координатных осей, как  показано на фиг. 10, и 
вспомнив сказанное в разделе 7 о граничных условиях  для  рассматривае­
мого случая, будем иметь:

Т еп ер ь  для решения поставленной задачи воспользуемся формулами 
метода начальных параметров. Подставив в (11) начальные значения изги­

баю щ их моментов и поперечных сил, определяемые граничными условия­
ми на левом конце балки (13а), получим формулы для нахождения р асчет­
ных величин:

И спользуя граничные условия на правом конце балки (136), при помо­
щи формул (а), (в) и (г) найдем величину прогиба W 0 и угла поворота 
сечения балки ср0 в начале координат. Подставив найденные начальные 
значения W 0 и ф0 в формулы (14), обратим эти последние в выражения для 
вычисления ординат эпюр расчетных величин.

П ри  решении симметричных балок, несущ их симметричную нагрузку , 
начало координат удобно помещ ать на середине балки, так как это даст 
н екоторое упрощение решения, особенно в случае, когда Q0 =  О .

9. Примеры расчета балок, опирающихся на упругое  
основание предлагаемой модели

1. Балка прямоугольного сечения указанных на фиг. U  размеров опи­
рается на упругое основание, характеризуем ое постоянными: k  =  500 т / м ? ; ,  

т  =  1500 т / м 2 .  М одуль упругости балки €  =  3 ,5 .1 0 5 т / м 2 . Требуется р ас­
считать ее  на действие трех сосредоточенных сил, показанных на фиг. И»

Найдем обобщенную упругую  характеристику X.

при х = 0  [ М 0 ] х = о  =  0 ;  [Q0]*=o =  C [IF0] к=0,
при х  =  1 [ M t ] x = i  =  0; [Qi]x=z =  — C[tF]*=z.

(13а)»
(136)

Фиг. 10.

г) Q  =  ( A E J  R  F 2 4 -  с F 1) IF0 +  4 E J R  <?0 F 3 -  E J < t > m  (х)



П риняв начало координат по середине балки, будем  иметь следую щ ие 
граничные условия:

при X =  O [ < ? о ]х= 0 —  0 ,  lQo]*=o =  —  50 т ;
при X =  I =  12 м ;  [ М ] х ^ і  =  О ,  [ Q ] x = i  =  —  ^ W l ,  

где С =  Z b m  = 2 , 0 .1 5 0 0  =  3000 т / м .

Приняв во внимание граничные условия, пользуясь  формулам и (10), 
составим уравнения для  определения начальных параметров:

4Е Л *  W 0Y a ( U ) A M 0Y 1 ( U )  +  - %  Y 2 ( U )  -  + - F 3[X(Y-E1)] =  0
X X

4 Е Л *  IiT11 Г ,  ( U )  — 4/. K1 (U) +  Q 0 У, (U)  -  Р , F 1 [ Ц І  —  E1)] =

= - с  G r 1 ( U ) - W  г, ( U ) - W r 1 (U) +  w  г ,  (Xf1 - S 1) I } .

Обозначим для упрощения записи TLZW70 = W 0 и подставим в написан­
ные уравнения вместо букв  их цифровые значения Q

j P1 3 ù Û  т  j Pf  = / CO m  j Я, = 6 0 т

-H  ............ I ''..... :................  I - P P '
Фиг. И . Эпюры изгибающих момен- J-a-r *4 і - ---------- *,s------- l V j
тов, построенные в результате рас- 1 1 1
чета балки разными способами.
Эпюра 1—по предлагаемому спо­
собу; 2—по способу коэффициента 
постели; 3—по способу упругого 

полупространства.

Fi (XZ)= Y 1 (2 ,17) =  - 2 , 5 0 2 ;  Y 2 ( U )  =  0,6129; Y 3 ( U )  =  1,785; Y4 (XZ) =  1,525 ;
Y1 [X ( / —  I)] =  Y1 (0,43) =  0,9943; Y2 (0,43) =  0,4295; Q0 =  -  50 т ;  P 2 =  6 0  т ;  

X =  0,3618./½- 1 .

Сделав это, получим уравнения:

0,23366 W 0 -  2,502 M 0 —  155,93 =  0,

- 0 , 0 0 3 1 4  W 0 — 2,908 M 0 +  149,08 =  0, 

решив которые, найдем следующие значения начальных параметров:

W 0 =  1202,3 т и 3 ,

M 0 =  49,96 т м .

П одставив эти значения в формулы (11), получим уравнения расчетных 
величин. В частности, для изгибающих моментов уравнение будет:

M  =  157,38 Y3 (Xx) +  49,96 Y1 (Xx) — 1,382 Y 2 (Xx) -  165,84 Y2 [X (х — 11)].

Построенная по этому уравнению эпюра изгибающих моментов п р ед ­
ставлена на фиг. И .  Д ля  сравнения там ж е  нанесены эпюры изгибающих

]) Значения функций Н. П. Пузыревского—А. Н. Крылова взяты по таблицам, поме­
щенным в книге инж. В. А .  Киселева „Балки и рамы на упругом основании“, 1936.

13. Изв. ТПИ, т. 76. 193



моментов, полученные путем расчета этой ж е  балки различными спосо­
бами +

Сопоставление эпюр показывает, что величины изгибаюіцих моментов, 
полученные по наш ему способу расчета, оказываются промежуточными 
м еж ду  величинами, полученными по способу коэффициента постели и тео­
рии упругого  полупространства.

2. Ж елезнодорож н ая  - шпала указанных на фиг. 12 размеров опирается 
на основание, характеризуем ое упругими постоянными:

£ =  240 т / м - /  яг =  470 т / м 2 .

bffî
М одуль упругости  E  =  IO6 яг/ж2, J  = ---------- =  8 ,533 . 10“ 5 M i .

6
О бобщ енная упругая характеристика дифференциального уравнения изгиба
будет ________________

У  240.0,125 +  470  =  ^ 308 ж - і .  
у  2 .1018 ,533 .10-5

Приняв начало координат по середине балки, будем иметь следую щие 
граничные условия:

при х  =  0 [Cp0U=O =O , [Q(+= o =  0.
при X =  I  =  1,35 м  [ М і ) х = і  =  0, [Q/]a=i =  —  С W h

где С =  2 Ь т  =  2 . 0 , 1 2 5 .4 7 0 =  117,5 т / м .

И мея в виду эти граничные условия, пользуясь формулами (И ), со­
ставим уравнения для определения начальных параметров M 0 и W 0

4E J V -  W Y 3 ( U )  +  M 0 F 1 ( U )  —  A  F2 [X (1 — I1 )] =  0,
X

4 E J U  1% F 2 (X/) -  4 XAf0 Y i ( U )  —  P 1 Y 1 [X (/ — 11)] =

=  -  с {w, г, (U) -  - + + I  +  + 7  г * [чг -  Ï, )] j ■

Обозначив 4 E J W 0 = W a  и подставив в написанные уравнения вместо 
б у к в  их цифровые значения:

Y1 ( U )  =  F 1 (1,77) =  -  0,5977; F2 (X/) =  1,1984, F3 (X/) =  1,3970;
F 2 [Х(/ - 11)] =  F 2 (0,77) =  0,7610, F4 (0,77) =  0,0760, 

получим уравнения
2,3902 F 0 —  0,5977 M 0 —  0,5818 P  =  0,

2,4762 W0 —  5,7347 Mo — 0,8948 P  =  0, 

реш ив которые, найдем следую щие значения начальных параметров:

W 0 =  0,2291 Р ,
M 0 =  —  0,05710 Р .

П одставив их в формулы (11), получим уравнения расчетных величин. 
В частности, для изгибающ их моментов уравнение будет:

M  =  (0,3920 F 3(Xx) —  0,05710 F1 (Xx) -  0,7645 F 3 [X (х -  I1) ] } Р.

1I Приведенные эпюры заимствованы нами из книги профессора П. П. Смиренкина 
„Основания и фундаменты в гражданском строительстве, ч. II, Фундаменты“, 1947. Здесь 
и в дальнейшем в основу сравнения положено равенство обобщенных упругих характе­
ристик X, вычисленных для рассматриваемой балки по нашему способу и способу коэф­
фициента постели.
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. Построенная по этому уравнению эпюра изгибающих мом ентов  пред" 
•ставлена на фиг. 12. Д ля  сравнения там ж е  нанесены эпюры изгибающих 
моментов, полученные путем расчета ж елезнодорож ной  шпалы по теории 
упругого полупространства х) и способу коэффициента, постели при 
+  =  4000 I T i j M i .

Фиг. 12. Эпюры изгибающих моментов, 
построенные в результате расчета желез­
нодорожной шпалы различными способа- 
■ми. Эпюра 1—по предлагаемому способу;
2—по способу коэффициента постели;
3—по способу упругого полупространства.

Ѵ ^7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 ^7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

_U 0  ? Ь 2 ----4-—0,5В -
- H S 1,35

3. В заклю чение приведем результаты  расчета балки, в первом случае 
загруж енной  по всей длине равномерно распределенной нагрузкой (фиг. 13), 
а во втором —нагрузкой, изменяю щ ейся по линейному закону.

Упругие постоянные основания:
k  =  500 т / м 3 ,  т  =  1500 т / м 2 .

М одуль упругости  балки £  =  2.10° т / м 2 , момент инерции /  =  0,03815 M i ,  

ширина подошвы балки 2 0 =  1,5 м .

При расчете такой балки по способу коэффициента постели окаж ется, 
что в ней не возникает изгибающих моментов, а ее упругая линия пред­
ставляет собою прямую, уравнение которой

w  (x ) =  - Y-xL - .

'  2 b . k z

Другими словами, балка, сплош ь загруж енная  распределенной по линей­
ному закону нагрузкой, опирающаяся на основание Фусса-Винклера, о с е ­
дает, не испытывая изгиба.

іітшші пин sä
' IO -п/м.

Э  Г)  О  f r a  - М .  (т.*, 
S Й

TH Ilil . J l i'тгштттпШТШПТТТШШГ

и

Фиг. 13.

9 Заимствовано из книги В .‘И. Кузнецова, „Вопросы статического расчета верхнего 
«троения пути“, 1940.

195



Если рассматриваемая балка опирается на уп ругое  полупространство,, 
то изгиб ее  будет иметь место. Изгибается балка и в случае, если она 
опирается на принятое нами упругое основание, как это видно из эпюр^ 
представленных на фиг. 13 и 14.

10. О расчете плит, опираю щ ихся на упругое  основание

Рассмотрев равновесие бесконечно малого элемента упругой тонкой  
плиты, вырезанного вдали от ее контура, получим дифф еренциальное ур ав ­
нение серединной поверхности этой плиты, соверш енно аналогичное ур ав ­
нению, вытекаю щ ему из гипотезы коэффициента постели:

V2 V2 W + +  +  U W = U R j  (15>

где D — цилиндрическая ж есткость  плиты, q  ( х г у )  — приложенная к плите 
нагрузка и А— обобщ енная упругая характеристика плиты, определяемая, 
по ф орм уле

i F i F 1-
К интегрированию уравнения (15) и сводится реш ение различных задач  

об изгибе плит, опирающихся на упругое основание принятого нами вида. 
Здесь, как  и. при решении балок, опирающихся на упругое основание, 
разница по сравнению с решениями по способу коэффициента постели б у ­
дет состоять лиш ь в граничных условиях.

З а  исключением одного из условий на свободном краю плиты, интеграл: 
уравнения (15) долж ен  удовлетворять  всем граничным условиям, имеющим 
место в теории тонких плит. И мею щ ее особенность граничное условие на 
свободном краю состоит в том, что поперечная сила, как и при расчете- 
балок на упругом основании, не равна нулю, а оказывается пропорцио­
нальной прогибу свободного края плиты

[Nnz}s =  -m W s .  (16}
Если s — контур  плиты, а п — внешняя к нему нормаль, то, принимая 

во внимание значение поперечной силы на контуре (16), вместо известного 
комбинированного граничного условия на свободном краю тонких плит

л» , àHNnz -) — - — 0 , 
d S

в рассматриваемом случае напишем условие

N n z  +  U r  +  m W s  =  0 ,  

ö S

к о т о р о е  в развернутом виде перепишется так:

F W s , + H F  , TW А
і ѵ + (  r - = 0 - <17>-

У довлетворение этому условию и составляет единственное отличие ре­
шений по предлагаем ому нами способу от решений по способу коэф ф и­
циента постели. Разум еется , решение плит, не имеющих свободных краев, 
как  и реш ение бесконечно больших плит, совершенно одинаково по обоим, 
способам и приводит к одинаковым результатам.
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Мы не имеем здесь возможности подробнее остановиться на расчете 
плит, опирающихся на упругое основание, поэтому ограничимся лишь сде­
ланным указанием, отличающим наш расчет от расчета по способу коэф­
фициента постели.

11. О бщ ие вы воды

1. Расчет балок на упругом основании по предлагаемому способу почти 
■не требует внесения изменений в широко известный и довольно совер­
шенный аппарат теории, основанной на гипотезе Фусса-Винклера.

2. Однако в нашем случае обобщенная упругая характеристика диф­
ференциального уравнения изгиба балки X и граничные условия на сво- 
•бодном конце отличаются от соответствующей характеристики и гранич­
ных условий способа коэффициента постели. Вследствие этого результаты 
расчетов по обоим способам могут существенно различаться между собою.

3. Это различие может привести как к преувеличению, так и уменьше­
нию величин расчетных моментов. Как правило, расчеты по предлагаемому 
способу дают промежуточные значения экстремальных величин изгибаю­
щих моментов по сравнению с моментами, получаемыми при расчете по 
способу коэффициента постели и способу упругого полупространства. -

Вообще расчет по нашему способу дает результаты, качественно со­
впадающие с аналогичными результатами, даваемыми решениями теории 
упругого полупространства.

4. Мы считаем, что для расчета фундаментных балок и плит, в осно­
ваниях которых ожидается умеренное и значительное развитие областей 
пластических деформаций, рациональнее пользоваться предлагаемым нами 
способом, нежели способом коэффициента постели. При расчете сооруже­
ний, в основаниях которых области пластических деформаций пренебре­
жимо малы, применение способа упругого полупространства дает резуль­
таты, ближе отвечающие действительности.

5. Предлагаемый нами способ нуждается еще в тщательной проверке 
на опытах, специально для этой цели поставленных. По результатам опы­
тов должен быть накоплен статистический материал, позволяющий устано­
вить значения упругих постоянных k и tn, свойственные часто встречаю­
щимся на практике грунтовым основаниям. Проведением этой работы мы 
намерены заняться в дальнейшем. Ho и сейчас очевидно, что наш способ 
позволяет значительно лучше, чем способ коэффициента постели, отра­
жать действительное напряженное состояние фундаментных балок и плит 
и решать значительно более широкий класс задач, встречающихся в ин­
женерной практике, .то
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