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НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ ГЕНЕРАТОРА С КАТОДНОЙ СВЯЗЬЮ

Генератор с катодной связью [13, рис. 1| находит все более ши­
рокое применение в измерительной, испытательной и другой радио­
технической аппаратуре [1, 2, 3, 4, 5|. Он отличается хорошей ста­
бильностью, малым содержанием гармоник и не имеет критичных по 
величине элементов обратной связи. При наличии нескольких диапа­
зонов переход от одного диапазона к другому не связан здесь с не­
обходимостью переключения элементов обратной Связи, что позволяет 
обойтись более простым переключателем. По сравнению странзитрон- 
ным генератором, который отличается той же особенностью, рассмат­
риваемая схема обладает большим постоянством амплитуды в преде­
лах диапазона и не нуждается в специальном подборе режима. Отри­
цательное сопротивление, развиваемое генератором с катодной связью, 
в зависимости от использованной лампы и параметров схемы, нахо­
дится в пределах 300 ом— 3 ком.  Это делает возможным применение 
контуров с малым резонансным сопротивлением и обеспечивает хоро­
шую работу генератора вплоть до частот порядка 200—300 мггц.

Вопросы нелинейной теории генератора с катодной связью в имею­
щейся литературе не получили достаточного развития. Известны две 
работы, посвященные этому предмету. Одна из них принадлежит 
П. Г. Сульцеру [6], другая ~ Г. А. Хавкину [7].

Основой работы П. Г. Сульцера являются использованная им ап­
проксимация вольтамперной характеристики (рис. 1) двухполюсника 
с катодной связью [13, рис. 2] с помоіцью полинома третьей степени

и отвечающее этой аппроксимации дифференциальное уравнение гене­
ратора в форме

(Представлено научным семинаром радиотехнического факультета)
Введение

i а а +  ß а3

у  =  С). (2)
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Поскольку аппроксимация (1) и уравнение (2) лежат в основе 
классической нелинейной теории ламповых генераторов [8,9], полу­
ченные П. Г. Сульцером формулы и выводы представляют собой прос­
тое повторение того, что давно известно из указанной теории. Эти 
формулы и выводы относятся к генераторам вообще, не учитывают 
особенностей рассматриваемой схемы и не могут дать рекомендаций 
для выбора ее параметров.

Рис. 1
Работа Г. А. Хавкина [7] также представляет собой попытку 

применить к новой схеме готовую теорию, в данном случае теорию 
генераторов с инерционной нелинейностью. Автор даже пытается при­
способить рассматриваемый генератор к названной теории. С этой целью 
он рекомендует использовать малые катодные сопротивления R k (по­
рядка 20—30 ом). Мотивируется такая рекомендация стремлением 
повысить стабильность частоты генератора за счет ожидаемого умень­
шения нелинейной поправки на период. Таким образом, преувеличи­
вается влияние изменений нелинейной поправки, которые, как известно 
[Ю, 11], вызывают гораздо меньшие уходы частоты по сравнению 
с уходами от других причин (изменения температуры, емкости про­
странственного заряда, режима питания, сеточных токов и т. д.). Рез­
кое уменьшение R k против обычно употребляемых значений усилит 
действие всех этих причин (так же, как и нелинейной поправки), 
почти полностью устранит отрицательные обратные связи, которым 
схема обязана своей высокой стабильностью.

Выбор малого R k заставляет Г. А. Хавкина сделать еще одну 
ошибку—включить термистор в анод первой лампы. Такое включение 
ослабляет стабилизирующее действие термистора.

В своем стремлении приспособить рассматриваемый генератор к 
теории генераторов с инерционной нелинейностью Г. А. Хавкин пол­
ностью игнорирует имеющийся в его распоряжении литературный ма­
териал [3], не обращает внимания на то, что в реальных схемах при­
меняется достаточно большие R k , а в случае использования термистора 
последний включается в качестве катодного сопротивления.
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Экспериментальная проверка показывает, что при параметрах 
схемы, выбранных по Г. А. Хавкину, генератор с катодной связью 
работает исключительно нестабильно.

Таким образом, из двух работ, посвященных нелинейной теории 
генератора с катодной связью, одна [6 ] фактически к этому генера­
тору не имеет прямого отношения, так как не учитывает его особен­
ностей, а другая [7J является ошибочной. В настоящей статье сделана 
попытка построить нелинейную теорию генератора с катодной связью, 
которая позволила бы учесть характерные особенности рассматривае­
мой схемы и могла бы служить основой для выбора ее параметров 
и для расчета генератора.

Вольтамперная характеристика двухполюсника с катодной связью

Основной нелинейной зависимостью для рассматриваемого гене­
ратора является вольтамперная характеристика двухполюсника с ка­
тодной связью 1OT Эта характеристика имеет „падающий“ средний 
участок и две прямолинейные ветви с положительным наклоном (рис. 1 ). 
Наклоны отдельных участков вольтамперной характеристики опреде­
ляются соответствующими этим участкам значениями проводимости
di  „  двухполюсника с катодной связью. Эту проводимость можно
du

следующим образом выразить через коэффициент усиления К  усили­
теля с катодной связью (при отключенном конденсаторе C1) и его 
выходное сопротивление Z ahix. Обозначим через Au  приращение на­
пряжения и, приложенного на входе усилителя. Тогда приращение 
напряжения на выходе усилителя будет K A u 1 а напряжение холос­
того хода между входом и выходом усилителя изменится на величину

Д Uxx — Au К А и.

Если теперь соединить выход со входом при помощи конденсатора C x 
(рис. 2 ) достаточно большой емкости, то через этот конденсатор за 
счет Au  будет протекать ток

A i =  Z l L xY  =  . Л uP  К)  . (3)
Z ahiX Z abIX

Из (3) можно найти проводимость двухполюсника с катодной связью

A i  ______ I К
Д и Z abix

При и — 0 К  максимально (или близко к максимуму) и з получает 
максимальное по абсолютной величине отрицательное значение 2), со­
ответствующее середине падающего участка вольтамперной характе­
ристики. При значениях и  (положительном и отрицательном), которые 
делают К равным единице, з=0. Этому соответствуют горизонтальные 
участки в области загибои вольтамперной характеристики. При поло­
жительных и отрицательных U 1 запирающих вторую или первую лам-

1 ) Так будем называть тѵ часть схемы генератора, к которой подключен коле­бательный контур [13, рис. 2]
2) Обычно при M--O К 1.



пу, K -O  и з — - . Так получаются прямолинейные ветви характе-
Z  вых

ристики с положительным наклоном.

Рис. 2
Экспериментальное определение вольтамиерной характеристики 

можно выполнить с помощью схемы, работающей на постоянном токе. 
Для этого вместо конденсатора C1 нужно включить постоянное раз­
делительное напряжение, заменяющее ту разность потенциалов, кото­
рая имеется на обкладках конденсатора. Величину необходимого 
напряжения можно подобрать добиваясь, чтобы при входном напря­
жении и =  0 ток і получившейся схемы был равен нулю. Недостатком 
такого метода является его чувствительность к изменениям питающих 
напряжений и напряжения разделительного источника.

Очень удобно получать вольтамперные характеристики двухпо­
люсника с катодной связью осциллографическим путем. Для этого на 
усилитель горизонтального отклонения осциллографа необходимо по­
дать напряжение с контура генератора, а на усилитель вертикального 
отклонения —с небольшого сопротивления, включенного последова­
тельно с контуром.

Контур следует брать с большим резонансным сопротивлением, чтобы 
генератор давал большую амплитуду колебаний, позволяющую снять 
характеристику в достаточно широких пределах изменения и.

Аппроксимация вольтамперной характеристики

Характерной особенностью основной для рассматриваемого гене­
ратора нелинейной зависимости—-вольтамперной характеристики двух­
полюсника с катодной связью является наличие у нее прямолинейных
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ветвей с положительным наклоном. Функция і —ѵ (и), аппроксимиру­
ющая указанную зависимость, должна поэтому хорошо воспроизво­
дить эти ветви. Она, кроме того, должна быть достаточно простой, 
чтобы при выводе формул для амплитуды колебаний, нелинейной по­
правки на период и для гармоник можно было выполнить необходи­
мые квадратуры. Аппроксимирующая функция должна быть таксой, 
чтобы коэффициенты аппроксимации находились в простой зависимости 
от параметров схемы и режима и позволяли бы, таким образом, 
использовать формулы нелинейной теории для рационального выбора 
элементов генератора.

В дифференциальное уравнение генератора, как увидим далее, 
входит не только функция / =  т (ы), но и ее производная, причем 
последняя играет основную роль. Поэтому мы займемся аппроксима-

I .  di t /  v f - ,  „ниеи зависимости   т (и). Выражение же для самой вольтампер-
du

ной характеристики найдется путем интегрирования.

Рис. 3

diНа рис. 3 показана кривая - =  E  (а) для двухполюсника с катод-
du

ной связью на лампе 6Н8, у которого R k =  2 ком , /?й = 1 0  ком .
Вид кривых рис. 1 и 3 подсказывает аппроксимацию ломаными 

линиями. Однако подобные кусочные аппроксимации оказываются не­
удобными. Дело в том, что „углы отсечки“, определяющие положе­
ние изломов аппроксимирующей линии, будут зависеть от амплитуды 
колебаний, которую еще требуется найти. Исключение этих углов 
приводит к трансцендентным уравнениям для амплитуды, которые 
в общем случае можно решить только графически.

Распространенная аппроксимация с помощью степенных полино­
мов в нашем случае не является наилучшей. Такая аппроксимация хо­
рошо воспроизводит лишь падающий участок вольтамперной харак­
теристики и плохо--ее прямолинейные ветви. С увеличением числа
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членов, трудности определения коэффициентов степенного полинома 
быстро возрастают. Одновременно усложняются формулы нелинейной 
теории, которые делаются неудобными для расчетов и непрозрачными 
для анализа. Коэффициенты аппроксимации оказываются при этом не 
связанными непосредственно (кроме коэффициента при 1-й степени и) 
с параметрами схемы. Это не позволяет при анализе получающихся 
формул проследить влияние параметров схемы на амплитуду колеба­
ний, гармоники и т. д.

Мы будем пользоваться аппроксимацией крутизны вольтамперной 
характеристики с помощью выражения

=z ф' (и) =  а   -------. (4)
da ‘ (1+ 7  и2)2

При этом сама вольтамгіерная характеристика будет определяться 
формулой

і =-  ф ( и )  = Z a u  -    Ë i L _   .? a r c t g ) / + и.  (5)
7 2 ( 1 + Тп2) 2 / т  Т

Чтобы воспользоваться принятой аппроксимацией, нужно опреде­
лить коэффициенты а, 3 и + .

Д л я  этого положим в (4) J n j -  сг.; получим ----- — а. Следова-
dti \ц\ —. со

тельно, а определяется наклоном ветвей. С другой стороны, из (3) 

получаем = — -— . Таким образом, а ~ —-— . Наклоны вет-
du !//j OO 2>вЫХ ZßbtX

di  1вей реальной характеристики ----- =  - -неодинаковы, так как для
(III Z  ßbix

левой ветви/соответствующей запертой левой лампе JI1,

1 + +  1
Z fthix Ra /?f+ / ? Ä( l+ F )

I 1а для правой, получающейся при запертой лампе J l2, —  -  — .
Твых R a

Выбранная аппроксимация не позволяет учесть разницу в наклоне 
ветвей. При достаточно больших R u M k и р и не очень большом Rat
когда можно считать, что R a С  R i +  R k Q + 1 +  эта разница может
быть небольшой. Мы поэтому будем пренебрегать ею и будем пола­

гать a =Z L  _ (5 )
Ra

При и — О формула (4) д а е т / — --\ — а ;3. С другой стороны,
\ du  + :о

I d i \  Iв этом случае — - — --------, где р абсолютная величина отрица-
\ d a  Jи:̂ :о р

тельного сопротивления для середины „падающего“ участка. Таким
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образом, а ■ - ß =  - —  или 3 — а -f- . (б')
P

Величину р всегда можно вычислить, используя формулы для 
проводимости двухполюсника с катодной связью [13].

Коэффициент 7  определяет кривизну вольтамперной характерис­
тики. От него зависит положение ее загибов и, следовательно, поло­
жение ветвей. Мы будем подбирать величину коэффициента 7  таким 
образом, чтобы добиться совмещения ассимптот аппроксимирующей 
функции (5) с прямолинейными ветвями вольтамперной характеристи­
ки. Для этого найдем уравнение правой ветви вольтамперной харак­
теристики, соответствующей запертому второму триоду (Zfl2 - O ) .  Из 
схемы рис. 2  при Zw2- O  непосредственно получаем

Va2 =  і и и + и с= і  Ra 4- Ea. (7)
Если емкость C1 достаточно велика и представляет малое сопро­

тивление для токов генерируемой частоты, то можно считать, что 
в случае симметричной вольтамперной характеристики напряжение 
U1. остается постоянным и равным напряжению на выходе усилителя 
с катодной связью1) при и =  0 .

«г =  E a Klo R a , (8)

гДе + 2о "" постоянная составляющая анодного тока правого триода 
в усилителе с катодной связью.

Подставляя (8 ) в (7), найдем уравнение правой ветви

hno - (9)
.   и
1 ~  Ra

Уравнение соответствующей ассимптоты функции (5) будет

і==л  7rT O . (10)
Ra

Приравнивая свободные члены (7) и (8 ), получаем

Ï = ( + _ Y \  (H)
\ 4 1(120 !

Величину іа2о при выбранных R k и Ra можно найти графическим 
путем [14]. На рис. 4 показан пример описанной аппроксимации.

Дифференциальное уравнение генератора

При составлении дифференциального уравнения генератора будем 
исходить из его эквивалентной схемы, изображенной на рис. 5. Здесь 
двухполюсник с катодной связью заменен нелинейным активным со­
противлением р, имеющим точно такую же, как у двухполюсника, 
вольтамперную характеристику. Мы не будем учитывать изменения 
формы этой характеристики за счет действия паразитных емкостей на

*) Т. е . когд I C1 отключено. 
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Изв. ТПИ.

Cl

Рис. 4. Аппроксимация вольтамиерной характе­ристики генератора с катодной связью. 1—вольт- амперная характеристика; 2—график аппроксими­рующей функции.



высоких частотах. Вид ее будем считать одинаковым для всех частот. 
На основании второго закона Кирхгофа для колебательного контура 
схемы рис. 5 можно написать:

f

ClF
+  R h  — L

Так как

d t

d i

L dik

dt

d t

R i . (12)

ik d t  =  u,

a z — ? (и) и, следовательно, 

di. ^  duik= C  —  
* dt d t ?' e r

то уравнение (12) можно переписать еще так

d2 и 
d t2

Обозначая 

к виду

d1 и

R  +  —  ср' (И)
L С

du
dt

R  f \ i l nср(и) _j--------U =  O.
LC LC

(12')

V L C
и ш0 1 =  х у можно привести последнее уравнение

* j C d I +  Z7, (zz) 
d x 2 L

du
dx

J  d 1 Z v ? (и) +  и =  О, (12")

где d R
wO L

затухание контура, a Z  — его резонансное сопротив­

ление. Предпоследний член в {12") мал по сравнению с рядом стоящими 
\d2 Zp <o (и) = d 2 Zp d2 u<^Lu}. Пренебрегая им, можно получить 
уравнение генератора в более простой форме

d2 и
d x 2

I +  Z. <Р' (и) d и
dx

-J zz =  0 (13)

Законность указанного пренебрежения вызывает, однако, сомнения.

duтак как другой нелинейный член (12' I J Z p U(U)
d x

, при ко

лебаниях, близких к синусоидальным, также мал по сравнению с и 
и заранее нельзя сказать, что отбрасывание d2Zp o(u)  не приведет 
к заметным ошибкам в формулах нелинейной теории. Поэтому вычис­
ления амплитуды Umy нелинейной поправки на период т и коэффици­
ентов гармоник kjn были выполнены на основе уравнения генератора 
в форме (12"). Оказалось, что сохранение члена d2 z p ?(zz) не отра­
жается на результатах вычисления амплитуды нулевого приближения. 
При вычислении же нелинейной поправки и гармоник пренебрежение 
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d 2 Z p 'ï(ti) недопустимо, так как означало бы отбрасывание членов 
одинакового порядка с сохраняемыми. Учитывая сказанное, мы будем 
при вычислении амплитуды в настоящей статье исходить из упрощен­
ного уравнения (13), а при вычислении *с и kfn будем пользоваться 
полным уравнением Ц2").1)

Амплитуда колебаний

При вычислении амплитуды колебаний и нелинейной поправки 
на период мы будем пользоваться методом малого параметра в том 
виде, как он изложен в известной работе А. А. Андронова и С. Э. Хай- 
кина „Теория колебаний“ [12]. Чтобы воспользоваться указанным ме­
тодом, представим уравнение генератора (13) в виде

+ и  =  —d Г I + z p4'(u)
d x 2

du . r l  du
d x d f Y i t ) -  <13'>

B качестве малого параметра примем затухание контура d. Вследствие 
малости этой величины решение уравнения (137) будет близким к так 
называемому порождающему решению (получающемуся при d  =  0). 
Последнее можно представить в виде:

U =  Um C o s x = ^ 9 (х), (14)

так как начальная фаза вследствие автономности системы произвольна. 
Решение полного уравнения (137) при пользовании методом малого 
параметра отыскивается в виде ряда:

(х) +  А рг + B f a +  C d  + D  fa d  + E  d + F d *  +  ..., (15)

где Л, B 1 C1 D... являются периодическими функциями х, а малые
параметры P1 и ß2 определяются начальными условиями при d  ф 0:

и (0) =  фо (0) +  P1 и и/ (0) =  ф; (0) +  P2. (16)

Функции А и В  оказываются чисто гармоническими: A =  cosx,
В  = s in x .  Остальные коэффициенты ряда выражаются, как известно, 
интегралами вида:

X с*
Ф (v) sin (х - v) d v. (17)

Амплитуда колебаний основной частоты— так называемая „амплиту­
да первого приближения“ при пользовании методом малого парамет­
ра определяется из уравнения С (2 те) — 0, которое вытекает из тре­
бования периодичности решения (15).

Поскольку для дальнейшего нужно знать С (х), мы начнем с вы­
числения этой функции, а требуемое С (2 те) найдем потом как 
частное значение. Как известно [12], С (х) определяется интегралом

1) П. Г. Сульцер всюду пользуется упрощенным уравнением (13), что приводит к ошибке при вычислении т и к уп.
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В нашем случае

/  и,
du
dx

I +  Z0 fr (и)
du
d x

(18)

причем ф (и) определяется формулой (4). Принимая во внимание (11), 
(4) и (15), находим

С ( х )  = I 4  a Z f
(I +  T U2 cos2ѵ)'

Um sin ^.sin ( x -  v) du

Для вычисления этого интеграла разобьем его на четыре более про­
стых

С (х)  =  Cx (х) +  C2 (х) +  C3 (х) +  C4 (а).

X
г и

C1 (х) =  ( I +  a Z ) Um Sinx I sin v  cos v d v  =  (\ + а  Zp) -  —  Sin3A:. (19)

C2 (X) =  — (1 + а  Z p) Um cos X j  sin2 vd v  =
О

=  (1 +  а Z p) ( sin X Cos2X — X cosx).
2 V

C3 (x) =  -  P Zp Um sin X

ß Zp s in X

sin -и cos v  dv 
( l - %  Ujl ZOS2V)2

ß Zp Sin X
2 TDm( l + T Cf r  2 j  Um (1 -fr U 2m c o s 2 x)

Л'
sin2 v  dvC4(X) = ^ Z p Un cosx

( 1 - H  U m c o s 2 fr)2

  ßZ„ Um S i n x c o s 2 X . ßZ  Umc o s x

2 ( 1  +  T U m c o s 2 x)  2 | /  ! _(_ T 

Складывая (19), (20), (21) и (22), получаем

arctg tg x

J l + T  U*

C (x) =  (I -J-a Zfr (sin X - X  c o sx )  Y Y f r j n x ----
2(1+T Ufr

(20)

(21)

(22)
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4 -  P Z p U ibCOS* a r c t e  t g * ____

2 V W 2m Vi-FiV2m
(23)

Подстаъляя в (23) х  =  2к  и приравнивая получившееся выражение 
нулю, находим уравнение для амплитуд

Третий корень (25) не имеет физического смысла, так как амплитуда 
колебаний не может быть отрицательной.

Чтобы решить задачу о колебаниях, создаваемых генератором, 
нужно не только определить периодическое решение дифференци- 
лльного уравнения генератора, но и исследовать также устойчивость 
полученного решения. Режим колебаний будет устойчивым, если ко­
лебательная система обладает способностью восстанавливать режим 
при нарушениях его в результате действия внешних возмущений. 
В противном случае исследуемый режим будет неустойчивым и не 
может продолжаться длительное время.

Условие устойчивости решения (15) имеет вид [12]:

(24)

Это уравнение имеет корни / /

о

(25)

Устойчивость полученного решения

(26)
О

В нашем случае

[ i + w  (ф) J

( 1 + 7  U2m co s2* )2 J 

и условие (26) запишется следующим образом:
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2т.

i  ( l + ) Y  < a  (2 6 7
°

Вычислим входящий в последнее неравенство интеграл, полагая сна­
чала верхний предел равным х .

X

I

т
d x________  2 t g *

(1 +  7  Um cos2 х)2 ~  ( 1 + 7 ¾ ) ¾  a r C g ] / l + 7 U2

т U i  cos X sin X1 ТП _ _ __ __
1 + 7 ¾  2 ( 1 +  7 Um cos2 х )

Полагая здесь -/ =  2 тс и подставляя в (26/, получим условие устой­
чивости в виде:

M  1 +  +  U Ü
 і  --------- - <  l + a Z p .

0 + 7 ¾ ) ¾  ^  '

Для первого корня уравнения (13') Uml =  O будем иметь:

ß Z p <  I +  a Z p.

Для второго корня Um2, принимая во внимание выражение (25), полу­
чаем

Z p> l + a Z p. (27)

Это неравенство представляет собой условие самовозбуждения, так 
как при невыполнении его амплитуда колебаний равна нулю и от­
лична от нуля, когда условие (27) выполняется.

Разделив обе части неравенства (27) на Zp и используя соотно­
шение (6), получим условие самовозбуждения в виде

т > і -
Для существования колебаний мы имеем, таким образом, очевидное 
условие: проводимость двухполюсника с катодной связью должна быть 
больше проводимости подключенного к нему параллельного контура.

Нелинейная поправка на период

Рассмотрим теперь вопрос о влиянии нелинейности вольтамперной 
характеристики двухполюсника с катодной связью на частоту генера­
тора. Метод малого параметра, которым мы здесь пользуемся, позво­
ляет определить нелинейную поправку из условия периодичности ре­
шения (15) и его производной.
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Выражение первого приближения для нелинейной поправки на 
период имеет, как известно [12], следующий вид:

С  (2 тс) 
Um

(28)

где d —затухание контура, Um- амплитуда колебаний, а

2-
С  (2 +  =  J f  [фо (ѵ), ф' (г»)] cos v  dv.  (29)

О

Входящее в (29) / (% ,  ф0) согласно уравнению (12") равно

/ (% ,  %) =  - [ !  +  +  ?' (фо) ] +  -  d Z p ® (ф0). (30)

Членом d'2 Z p v (Ф0) при отыскании малой нелинейной поправки пре­
небрегать уже нельзя. Подставляя (30), (4), (5) и (14) в (29), получим

C' ( 2 т : ) =  I I - f  * Z
(1+7 U l  cos2 ѵ)2

Um sin v —d Z p [a Um cos v

? Um cos v ß
2 O - H G  cos2+  2 Y j

arctg { V j  Um cos v) cos v  dv —

З д е с ь
2-г*

+  (2 +  =  I + Z 1

= с; (2 +  +  C2 (2+ +  с ;(2 + +  с; (2+

P
(1+7 U'1 cos2 v ) 2 .

Um sin v  cos v  dv  =  0

2т:
С' (2 ~) — d Z  a Um cos- v d v =  -  d Z  a Um т., (31)

2тс

c; (2 + d ZWd Um cos2 v d v
(1+7 U- cos2 v)

(I Zp +  j j
7 Um V i - т  UL ’

(32)
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C l  (2 тс) =  d Y Y  Г c o s  v  a r c  t g  ( ] %  U m c o s  v)  d v  =  — Æ pÈD  
2 [ / t  J I  Um

2п

• 1 - ч Л - и и Н -  (33)

Складывая (31), (32) и (33) и принимая во внимание (24), находим

С' (2 *) =  Kd  Um. (34)

Коэффициент С'(2 г.) оказывается, таким образом, величиной первого 
порядка малости. А это означает, что формулой (28) в данном случае 
пользоваться нельзя. Действительно, она получена отбрасыванием 
членов второго и более высоких порядков малости в условиях

- U m^ — \-C(2n)d +  C'(2K)xd +  D ( 2 < P1 d +  F ( 2 * ) d2 +  (35)

и
- U mT +  C % 2 ^ ) d + C / / (2 - ) T d  +  D % 2 ^)ß 1d +  P ( 2 ^ ) d 2 +  --- (36)

периодичности решения (15).

В нашем случае нужно отбросить и член С '(2  т / d d 2. В ре­
зультате вместо (28) получается уравнение и,„т =  0. Последнее гово­
рит о том, что нелинейная поправка имеет второй порядок малости. 
Отбрасывая в (35) и (36) члены третьего и более высоких порядков 
малости и подставляя С(2т:) =  0, получаем

П Л (37)
D  (2 тс) ѵ ’

С  ( 2 х )  _  Ж М  F  (2  ! - , U i + / -  ' (2  J )  d

-. =  d -----------------= % ---------------------------- • (38)
'-*т

Коэффициент D  ( 2 +  при С (2 тс) =  O выражается [12] формулой

D (2 тс) =  I Y L d v .) =  Г —

В нашем случае он равен:

2т:
D  (2 тс) =  — Г Tl J a . Z p -------------- L Y ---------- 1 d v  =

J Y p ( 1 + t U 2 c o s = ) =
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ЮТ Z p V l  
( I+ T  U i) '

(39)

Найдем теперь D f (2 те). Этот коэффициент можно определить [12]
по формуле:

2я
D Y v - Y

д Фп

Для нашего случая:

о -

0 4 2 . , - 2 ^ , 1 ¾  /
cos Z4SinzJdti

(I +7  U2 COs2T;)5

2 я
d Z . / (I-]-? U  ̂ cos2 zj)2

.dzj-

г: d =  те d PT +  +
п + т + Г -

Коэффициент F (2 к) определяется [12] интегралом:

(40)

F  (2 тс) A L c  ( V ) + E f - C ( V )
О фЛ (7 Отто то sin z; dz;. (41)

Входящая сюда функция / ( % , % )  выражается формулой (30), а 
С (ѵ) должно быть вычислено с учетом члена d Z  ?(б0) в функции 

/ ( % ¾ ) -
Обозначим C ( v ) ~ C x {v) +  d C 2(v).
Здесь C1(Zj) — приближенное значение С(ѵ)ч получающееся при 

отбрасывании слагаемого d Z v ? (б 0) в (30), a d С2(ѵ) добавляется при 
учете этого члена. C1(Zj) было вычислено ранее [формула (23)].

Обозначим далее

g  («) =  gi №о (*)] =  — { i + 1  ОТ [ОТ D I } 

g? [ОТ D l  =  -  ЮТ I'M®)]-

Тогда /  [ф0 (¢ ) , ф'0 (®)] =  g,  (фо) R0 (-о) +  d g3 (фо). 

Формулу (41) можно теперь записать в виде

(42)

2я 2тс
F (2 я) =  — f  f —  [g (г») C1 (и)] sin v  dv  — d f  - + [ g  (v) Ct (v)} 

J dv J dv
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2т:

sin v  dv  d f  g'2 [Фо ( + ]  C1 (v) sin 1» dv- d - j  g 2 [<  (d)]

■ C2 (t/) sin v  d v  =  F1 (2  ~ ) +  d F 2 (2  тг) +  d F z (2  % +  d 2 F i (2  - ) .

Так как согласно (39) и (40) — первого порядка малости

относительно d , то в формуле (38) £ 2 (2u),  F z ( 2 %  и £ 4(2%  образуют
члены третьего порядка малости, которыми мы с самого начала пре­
небрегали. Таким образом,

2т:
F (2 TC) =S F 1 (2 тс) =  - -  J  Л -  \g (V) Cx (г1)] sin ѵ d v . (43)

Полученная форма выражения для F (2%  позволяет применить 
интегрирование по частям и избежать, таким образом, дифференциро­
вания C1(^ )5 которое привело бы к значительному усложнению под- 
интегральной функции в (41).

2«
£ (2 тс) =  j * g  (v)  Ci (v) cos v Л ь (43')

Подставляя сюда развернутые выражения для C1(̂ n) и g ( v )  из 
(23),(41),(4) и (14), получим:

2п
F (2*) =  -  J h  + я Z. $ z B

( I + 7  U2 COS2I')2

( I +  a Z p) (sin ѵ — ѵ cos г») P-Z0 U1
2 ( 1 + T U 2J

sin V  +

P Z ,U m cos v  arc tg
2 K l + 7  J K l + ï W 2

cos v  dv. (44)

.Интеграл (44) можно разбить на 5 более простых

F (2 тс) sa F 1 (2 тс) =  F11 (2 тс) +  F12 (2 тс)+  F 13 (2 тс) + F u (2 тс) +  F 16 (2 тс). 
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и. ß Z ;Здесь F u (2„)  =  - f r J [ < I +  . z , ) -  ^ I +  01J

(1 +  j  U2m cos2 v ) 2
sin v  cos v  dv  =  О,

2*
F 1, (2«) =  ( 1 + а  Z fr2 Y » -  Г v  cos2 и dx» =  — (i f r  a Zfr2, (45)

2 ц) 2

2т.
F 13 (2 it) =  -  (I +  a Zfr - 1 Z+ -  J v  cos2 v  d v

(I + ' l  U 2m cos2 ѵ)г

TC*ßZ,(l +  aZ ,)G  
2(1 f r T U 1 )»/,

(46)

F u  (2 4
(I fr-а ZfrftZpD
2 v  i -; т u l

2*

I
cos2 v  arc tg tg'tf

J i - H  £/;
dx;

*2(1 f r a  Zfr ft Z p (47)

P5 Z/ Urp.. (?7t) =  r "я ffL / a r c t g - >  -  .
O frlfr7 U  J  J  I + 7  U im (I T l  U 1m cos- v\

tg® cos2 v  dv

K2P Z 2p Un
2(1 + T  U i r

(48)

Складывая (45), (46), (47) и (48) и принимая во внимание (24), 
получаем

£(2  4  =  0.

Нелинейная поправка на период будет теперь определяться фор­
мулой

С ' (2 it) d +  F ' (2 F d 1
U.TTl

(49)
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Коэффициент F ' (2 +  достаточно вычислить с точностью до чле­
нов порядка d . Этот коэффициент, как известно [12], определяется 
формулой

2т:
■ Д  с < . ) . +  Q  С '  W
L Фо +

cos v d v . (50)

Часть подинтегрального выражения, заключенная в квадратные 
скобки, здесь совершенно такая же, как в (41). Мы можем поэтому 
аналогично предыдущему записать наш интеграл в виде

2%
F 1 (2 тс) =  J*  ^  [g  (Tf) C1 (^)] cos vdv*== J 9 g  (v) C1 (v) sin v  dv.

Подставляя сюда развернутые выражения для функций g  (ѵ) и 
C1 (ѵ), будем иметь

Ff ( 2 тс) /
ßZp

( 1 + 7  ZF cos2+ 2 

ßZp Um

I +  a Z

а( 1 +  а Z  ) — (sin V - V  COS Tf)

S i n T f P Zp Um
2(1 - Ht  U2m) . 2 J / 1 + T +

cos t; arc tg tg1>

Ul+7 Y
—  sin vdv.

Этот интеграл можно представить в виде суммы шести более 
п ростых интегралов

F  (2 *) =  Dn (2 гг) +  F n  (2 *) +  Q 3 (2 *) +  Q 4 (2 т : )+ Q 5 (2 « )  +  Q', (2« ),

Здесь

.Q'. (2 * ) = - ( ! + a Zp) 1 + a Z ß +  \ и,

( 1 + a Z , )  1 + a Z ,

— I Sin2 Tf rftf

Q ’2(2*)  =  ß Z , — » _ ( l + a Z

1 + Ю Д  2 ’

O-
ßZ„ \ Г sin2Tfßfe

(51)

II +  T U2m ) J  (I +  T I /2 COS2 Ф)2
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=  A z N jn  I \  - Y a Z v --------L p \
2 V I + r Ul )+ 7 ¾  V l +7 Ul

2-

+ + ( 2  +  =  (1 +  a Zp)- ~~~2 ~ J  f  cos f  sin f  dv

=  - ( 1  - U Z p)2 71 E m

ZY4 (2 * ) = - ( ! + «  Z ,)  J A p+ -  I*
2т:

§Z„Um Г f  c o s f  sin f d f
(I +  7 D m COS2 f ) 2O

(I +  a Z„) ß Z 0
( ! - + I  + 7  D2 ) ,2(1 +  7 U  jn ) 7 U m

F/  (2 +  = -----9  +  a JjL L p f  Sjn г, cos v  arc {g -  J + + . _ dv
2 + 1 + 7  O l J Y 1 + 7  O2m O

TZ

2r.
F ' (2*) = J L H l l -  Z a r c t g Y g p  i n f c o s f r f f

2 + 1 + 7  D 2W  / 1 + 7 ¾  (1+7 O l  cos2 f )

4 ( 1  +  7 W ©

Складывая (51), (52), (53), (54), (55) и (56), получим

+ '(2  +  =  ( I +  Y ) 2 +  (  I 1
/Я4 V П + 7 / І  7 ¾

2
7 O2m у  1 + 7  D 2 7 O7m1/ 1+ 1 ¾  •

Обозначим теперь

I (I +  OtZp)
1 / 1 + 7 ¾  P ^



Тогда
(59)

Подставляя (34) и (59) в (49), получим

X =  Tzd2 1 + ( I +  a Z p)2 (1 -  s)2 (60)
4 ( 1+®)

Отсюда относительное изменение частоты равно:

А/
/

A T 
T 2 тс

T dU Г ! +  ( 1 + « + + ( 1 - е ) 2 -
2 L 4 ( 1 + е )

(61)

Здесь первый ч л е н  /несвязанный с коэффициентами аппро-
2

ксимации, представляет собой „линейную поправку“, обусловленную 
наличием активного сопротивления в индуктивной ветви контура. 
Действительно, точная частота контура, изображенного на рис. 5, 
определяется формулой

Отбрасывая --------- , для собственно нелинейной поправки находим

где W0 — волновое сопротивление контура.
Из формулы (62) видно, что нелинейная поправка получается 

тем меньшей, чем меньше затухание контура и его волновое сопро­
тивление. Она стремится к нулю при приближении схемы к порогу 
самовозбуждения и уменьшается с увеличением R a.

Коэффициенты нелинейности по отдельным гармоникам мы будем 
вычислять пользуясь нулевым приближением для амплитуды основ­
ного колебания и первым приближением для амплитуд гармоник. 
Решение первого приближения получается при отбрасывании членов

+  _  #  (I -f a Z p)2 (1 — s)2
/  8 ( 1 -м )

(62)
8  (1 + е)

Гармоники генератора
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порядка d2 и членов более высоких порядков малости. Оно в соот­
ветствии с (15) и (37) равно

U = Um cos v  -f d  С (ѵ) ад Um cos v  +  d C1 (v)  =  Um cos v  +

-f  d ( I TO a Z D) (sin v  — v  cos v )  —  sin v  +
P’ 2 2 ( 1 + T U 2J

P Zp Um ________, tg V, _____ - cos v  a r c t g - ---------------
V I  + T U 2m y J + ï G

Чтобы воспользоваться этим решением для определения коэффи­
циентов нелинейности по отдельным гармоникам, необходимо разло­
жить периодическую функцию C1 (ѵ) в ряд Фурье:

C1 (т>) =  - ~  - + V  (ап cos пѵ  то bn sin пѵ).
2 Àmi 

n = I

Постоянный член этого разложения, очевидно, равен нулю. 
Непосредственным интегрированием можно убедиться, что коэф

фициет ап 1 Г C1(V) cos пѵ dv  также равен нулю при п ф  1. Коэф­

фициенты а, и Ьх вычислять не будем, так как небольшая поправка 
6 U m = d j / a f  Or к амплитуде основного колебания, даваемая пер­
вым приближением, практически не отражается на величине коэффи­
циентов нелинейности.

Перейдем теперь к определению Ьп.

C1 (х>) sin nv dv  = bm +  bn2 + bns*

Здесь

bm = (I +  a Zn)
I + T U 2

Um
2«

sin v  sin nv  dv  = 0,

7Z2 (I +  a Zp) L -  J  v  cos'll sin n v d v  = (I f i a  Zp) Um  — (63)

P-ZpUm
2 K

TJ 3 2* / I  то 7 £/2' J
cos v  sin nv  arc tg tg®

V  i -F T m
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ßZpU,
у 1 +  т Ulm «2— I

ß Z v Um
Atz

2ît

J
cos (я 4 - 1 ) и cos ( я — 1 ) г» ] dv

( Я + 1 )  (И " I )  J ! + T U g m COSl j IZ
(64)

Складывая (63) и (64) и используя равенство (24), получаем

+  =  -
PZp U

4тс
т

2 к
COS (л +  1 %

л +  I J I +  TUm Cos2ZJ
d v  +

2т:

- 1 -  С -T l -  I J  l
COS («• — I) ^
+  TU 2 cos2 ^

dz; (65)

В случае четных п интегралы (65) равны нулю. При нечетных п 
коэффициенты ( « щ і )  и (п — 1 ) оказываются четными, и интегралы 
(65) получают вид

1 г cos 2  k v  d v
2  k J  1 -f т U2 cos2 -u 2k

2-

- f —
cos 2  k v  dv  

I (66)
. COS2̂

Для таких интегралов нетрудно получить рекуррентную формулу

(£ +  1) £К + 1 =  — 2£ Q s—  +  — ( £ — 1 ) + - 1 .
1 — S2

Пользуясь этой формулой, находим

S ( I - S ) K
Л* =  ( - 1 У

7Г с
£ ( 1 +е)*  ‘

На основании (65) и (6 8 ) при нечетных п имеем

п 4- 1
г ß -Z , Um £
(J n —

2

л + 1
( -  I n » -

Я-!- 1
1 —  sтут

(67)

(68)

+

ft —  1  /  \  Tl — 1

( —  1 )  2 /  1 —  е \  2“

Tl — 1 1 +

Отсюда коэффициент нелинейности по « - о й  гармонике равен
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Обозначив

Z
I - f e 1 _ 2_ 

P +  z  +  Ra

ему можно придать еще более простую форму

_ 3 (  1 , 1 Л
f n  2 \  Z v R 11 )

п + 1 п - 1
(  S) ~ ~  ( -S) 2
П -J 1 П Î

(70)

Для отдельных гармоник получаем:

w.
R,

1R
W0

2 \ Z 1
1J J L

Rn І \  2

ta
и Т. д.

Формулы для коэффициентов нелинейности по отдельным гар­
моникам показывают, что нелинейные искажения уменьшаются 
с уменьшением волнового сопротивления контура и при подходе 
к порогу генерации, а при работе далеко за порогом — при увеличении 
резонансного сопротивления и добротности контура. Далее, из этих 
формул видно, что относительная доля той или иной гармоники 
оказывается тем меньшей, чем выше ее номер. Для более высоких 
номеров эта доля при приближении к порогу генерации убывает 
быстрее, чем для более низких.

Анализ и экспериментальная проверка полученных формул

Проанализируем полученную в параграфе 5 формулу для ампли­
туды колебаний. Подставим в нее для этого значения (6 ), (61) и (14) 
коэффициентов аппроксимации. Получим:

/
И 4 ; I /  /  I I V -  "" /  T 1"UtfZ- —  la2Q | /   -)----

(71

Ер Ra I \  ? Ra 
Из формулы (71) следует, что колебания появляются (Uw ве­

щественно) при Zp >  р. Постепенное увеличение Z p приводит к П л а в ­
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ному нарастанию амплитуды. Пока Zp остается меньше или сравни­
мым с Rai амплитуда растет быстро. Этот рост постепенно замедляется 
и при Zp Д>> R a дальнейшее увеличение резонансного сопротивления 
контура почти не меняет амплитуды. Сказанное подтверждается 
кривыми рис. 6. Аналогично влияет на амплитуду колебаний величина 
R a- Обычно R a в несколько или даже во много раз больше, чем р. 
Поэтому под корнем в (71) второй член при возрастании Ra почти 
не меняется. Первый же член увеличивается и приводит к заметному 
возрастанию амплитуды лишь до тех пор, пока R a не окажется 
в несколько раз больше резонансного сопротивления контура Zp.

Входящий в (71) ток Za20 определяется при графическом расчете 
усилителя с катодной связью ординатой точки характеристики іа-н 
—/ (  — G/c)* лежащей на одной вертикали с точкой пересечения кри­

вой ик) и прямой г*. =  - - ( р и с .  7). Этот ток и амплитуда
Рк

Um, как видно из рисунка, уменьшаются при возрастании R k .
Увеличение Ra приводит к некоторому уменьшению Za20. Это 

в случае R a V ^ Z p является одной из причин наблюдаемого на опыте 
уменьшения амплитуды с ростом R a (рис. 8).

Лампа в формуле (71) представлена через посредство Za20 и р. 
Величина іа20 тем больше, чем больше крутизны динамических харак­
теристик Ifc-=Zf1 ( — ик) и іаг—/ (  ик) и чем больше их растворы. Co-

2
противление р приблизительно равно р ^ -  - Таким образом, ампли-

S
туда будет больше в случае использования лампы с малым ц и с  
большой крутизной.

При изменении напряжения анодного питания Ea пропорционально 
изменяется іа20і так как характеристики iK = f x { ик) и Za2= / ( -  Gh)

Рис. 6Зависимость амплитуды коіебаний от резонансного сопротивления контура.
I. R a =  10 ком, RK~ I к о м ;  2. Rff =  10 ком., R k — 3 ком; 3. R a = 100 ком, Rk -  3 ком
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смещаются при этом, оставаясь приблизительно параллельными своим 
прежним положениям. Это означает, что изменение Ea должно при­

водить к пропорциональным изменениям амплитуды. Рис. 9, на котором 
приведены экспериментальные кривые Um (Fa), показывает, что такая

Р и с .  З а в и с и м о с т ь  а м п л и т у д ы  к о л е б а н и й  о т  с о п р о т и в л е н и й  Ra  и  R k. 1. R k =  0,5 ком,  
2. Rk — 1 ком, 3. R k -  2 ком , 4. R k =  3 ком, 5. Rk=  5 ком, 6. R k =  10 ком, 

7 .  £ о = 2 4 0  в, £ /= 6 ,3  в Zp = 1 4 ,7  ком, л а м п а  6 Н8

99



пропорциональность действительно имеет место. Только при значи­
тельном уменьшении Eat когда р возрастает настолько, что второй 
член под корнем в (71) делается сравнимым с первым, наблюдается: 
более быстрое падение амплитуды, чем по закону прямой пропор­
циональности.

Рис. 9
При изменении напряжения накала Ef  амплитуда будет меняться 

также за счет изменений іа20 и р. Кривые Um (Ef) представлены на 
рис. 10. Примерно такой же вид имеют кривые ia20(Ef). Сопротивление р 
при изменении Ef  в пределах 4 - 8  вольт меняется мало. Лишь пони-
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жение / j  до 3 -  4 вольт приводит к заметному возрастанию р, что 
ускоряет падение амплитуды. Цифры около кривых рис. 9 и 10 озна­
чают: верхняя — величину Ra, нижняя — величину Rfc (обе в кило- 
омах). Характер кривых Um(Ert) и Um(Ey) на более низких частотах, 
а  также при других значениях резонансного сопротивления контура 
(Zp >  р) сохраняется таким же, как на рис. 9 и 10.

Приведенные данные говорят о том, что формула (71) правильно 
отражает влияние лампы, параметров схемы и питающих напряжений 
на величину амплитуды колебаний.

В таблице 1 помещены данные расчета Um по формуле (71) 
и данные экспериментальной проверки для генератора на лампе 6Н8.

Из таблицы видно, что при выполнении условий изложенной 
здесь теории (симметричная вольтамперная характеристика) формула 
(71) дает хорошее количественное совпадение с экспериментальными 
результатами. Расхождение с экспериментом увеличивается при боль­
ших Ra, когда рабочая точка смещена относительно середины „пада­
ющего“ участка вольтамперной характеристики.

При экспериментальной проверке формул для нелинейной по­
правки измерялись уходы частоты генератора, получающиеся от 
изменения сопротивлений Ra и Zp. На рис. 11 представлены резуль­
таты исследования влияния величины сопротивления Ra на поправку

Т а б л и ц а  1
Д а н н ы е  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  п р о в е р к и  ф о р м у л ы  ( 7 1 )  д л я  

а м п л и т у д ы  к о л е б а н и й

П а р а м е т р ы  к о н т у р а
А н о д н о е

с о п р о ­
т и в л е н и е

А м п л и т у д а  к о л е б а н и й

L 1 MKZH С ,  пф Zp, ком Ra* КОМ р а с с ч и т . і э к с п е р .

1 . 9 3 1 4 0 5 , 3 7 10 1 9 , 9 2 0 , 3
1 , 9 3 1 4 0 5 , 3 7 2 0 1 7 , 6 2 2 2 , 4
1 , 9 3 1 4 0 5 , 3 7 4 0 1 2 , 5 2 1 , 5
1 , 9 3 1 4 0 5 , 3 7 5 0 1 1 , 2 2 2 0 , 5
6 , 8 1 4 0 1 0 , 6 10 3 1 , 0 2 2 , 6
6 , 8 1 4 0 1 0 , 6 2 0 3 0 , 0 2 6 . 4
6 , 8 1 4 0 1 0 , 6 4 0 2 3 , 3 2 6 , 1
6 , 8 1 4 0 1 0 , 6 5 0 2 1 , 4 2 4 , 7
1 , 9 3 5 2 0 4 , 1 6 10 1 5 , 6 1 3 , 5
1 , 9 3 8 3 0 3 , 3 10 1 2 , 0 1 0 , 6
1 , 9 3 1 1 6 0 2 , 7 8 1 0 9 , 4 5 8 , 0 5

R k ~  1 ком, Ea=  250 в E f =  6,3 в

Af
-jE- . В качестве исходного значения величины Ra было взято Ra=
f



А/— 100 ком. Соответствующая ему поправка-^— вычислялась по фор­

муле (60). Для других значений Ra к этой поправке добавлялись 
наблюдаемые на опыте уходы частоты. Так были получены сплошные 
кривые рис. И . Пунктирные кривые построены по точкам, рассчитан­
ным с помощью формулы (60).

Для исследования зависимости нелинейной поправки от резонан­
сного сопротивления контура Zp в контур вводились активные сопро­
тивления и измерялись соответствующие им величины Zp и изменения 

Afчастоты -у~  . Результаты такого эксперимента и выполненного парал­

лельно ему расчета представлены на рис. 12. Здесь для сплошных 
кривых, соответствующих экспериментальным данным, исходные зна­
чения поправки так же, как в предыдущем случае, были вычислены, 
а остальные были получены добавлением наблюдаемых на опыте 
отклонений частоты. В описываемом эксперименте менялась как не­
линейная, так и линейная поправка. Поэтому использование полной 
формулы (60) является совершенно обязательным. Сравнение 
рассчитанных кривых с экспериментальными (у которых одна точка 
фактически также получена расчетом) свидетельствует о том, что 
формула (60) и непосредственно вытекающие из нее формулы дают 
хорошее приближение к действительности.

Изменение нелинейной поправки при изменении питающих напря­
жений является одной из причин нестабильности частоты генератора. 
Поскольку в формуле (61) от питающих напряжений зависит только р, 
изменение нелинейной поправки будет равно
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Р и с .  12 .
Выполняя дифференцирование и опуская второй значок А в

д —, получим для ухода частоты выражение

W 0- (  1 —  s )  ( 3  +  г )  Ар_ 

( Y +  '  P2

Вычисления по этой формуле показывают, что уход частоты, 
получающийся за счет изменения нелинейной поправки, оказывается 
на 1—2 порядка меньше уходов, наблюдаемых на опыте и связанных 
с действием других причин, вызывающих нестабильность частоты 
генератора.

Выводы

1. Предложенная аппроксимация вольтамперной характеристики 
двухполюсника с катодной связью хорошо воспроизводит характерные 
особенности этой основной для рассматриваемого генератора нели­
нейной зависимости и в то же время позволяет выполнить необхо­
димые для решения нелинейных задач квадратуры.

2. Полученные формулы имеют простой вид, хорошо передают 
влияние лампы, параметров схемы, а также питающих напряжений 
и позволяют рассчитать амплитуду колебаний, содержание гармоник 
и нелинейную поправку ка период с достаточной для практических 
целей точностью.
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