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Уравнения движ ения  эл ек тр он а  в магнитном  
поле бетатр он а

Уравнения движения электрона в магнитном поле бетатрона в цилинд­
рических координатах будут иметь вид:

Fr =  е + + +  +  * . +
с дг

к  е ■ дАF 2 =  /-H —  ,
С OZ

Fr = e X l (гА) =  т d  (гЩ).
er d t  г d t

Здесь г, г, Ѳ —координаты электрона, A = A ® (r , z )  вектор-потенциал 
магнитного пол с т масса электрона (мы ограничиваемся пока нереляти- 
зистским случаем).

Последнее из уравнений (1) непосредственно интегрируется:

гг iß г А — = L r 20S 0 г0А 0 =  const =  С. (2)
e е

Значки „о“ определяют начальные значения соответствующих величин

£ I С \~Введем величину V w = -------(-A -j--------} или V si-
2тс2 \ г J Imc2 \

2 кгде H v =  средняя напряженность магнитного поля в круге радиуса г„
г

S этих обозначениях:
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За достаточно малый промежуток времени функция Vm может счи­
таться постоянной. Тогда уравнения (3) определят движение электрона в 
плоскости r, z  в поле потенциальных сил, определяемых функцией Vм.

В качестве условия существования фокусирующих сил для электрона, 
направленных к некоторому кругу радиуса R,  для функции Vm получаются 
обычные требования для существования минимума функции двух пере­
менных:

Эти требования приводят к известному условию для спадания поля по 
радиусу в окрестностях круга данного радиуса:

При оценке фокусирующих свойств поля обычно ограничиваются ис­
следованием величины п в разных точках поля. Однако распределение 
величины п  в поле не позволяет наглядно представить распределение 
фокусирующих сил в поле и оценить с этой точки зрения качество поля. 
Для этой цели более подходящей является величина Ѵм—потенциальная, 
функция фокусирующих сил магнитного поля бетатрона.

Связь величины п с потенциальной функцией

Уравнения (3) показывают, что тангенциальная слагающая скорости 
электрона, движущегося в магнитном поле бетатрона, может быть выра­
жена через потенциальную функцию V 4 этого поля:

дг ’ dr2 dz dz2
О,

(4)
> 0 .

Величина — обычно обозначается буквой п.
H 2 дг

(о)

Фокусирующую силу в направлении оси Z  можно записать в виде



dVM е .т г =  - е  = - -  VfEHz.
дг с

Отсюда
дѴя

■Фокусирующая сила в направлении оси г  запишется как

Ш . - с  ,  ?  '
дг

Здесь AH z -YzzHz H zv, т. е. разности между магнитным полем, сущест­
вующим в данной точке, и тем полем, которое требуется для кругового 
движения электрона на данном радиусе г со скоростью щ.  Эта разность и 
создает фокусирующую силу в направлении г. H zv находится из соотно­
шения

т ѵ /  e j, 1  =  —  Vt H zv.
г с

Таким образом получается, что

дѴ„

Ю Т / Ю Т + У т Ю Т  (Ч

Так как по определению
г dHz 

П ~  H z ' дг
то полѵчнм

2 ЛОТ- -L г Г-ЛОТ L_/доту
дг [ дг2 2  Vm \ дг )

1 ЛОТ+ ЛОТ_ ' (8)
г ^  дг

Это и есть искомое уравнение для п.
В точке на равновесной орбите г =  /?, Z = 0, Л О Т __о , т. е.

д г

( д1 Ъ
n R = \  - / ? * (  — —  I

V 2Ѵ.И J r = R . z -О
ОН дНгИз ѵ с л о в и я  — =  - можно получить соотношение
дг dz

д'-Ѵм
п „ . dzz Hr = R

2  V jk J  г = R ,  z = 0

Вывод уравнения магнитного поля бетатрона
Уравнение (8 ) можно переписать как



Если известно распределение п при данном значении г, то это урав­
нение может служить для нахождения формы зависимости V m от г при 
данном г.

Можно получить подобное же уравнение для зависимости Vm от г. 
Беря известные уже выражения для H r и H z и используя уравнение

Максвелла дН. OHr
дг 02

ПОЛУЧИМ

д*Ѵм
Or1 2V.’,,

дМм у  
дг )
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Складывая левые части уравнений (9) и (10), будем иметь

д~Ѵм 
дг-

1

г
, +Ѵ,и I

2 V.„дг
дѴм Y i ( дѴм
dr  J \ d z

2ѴЛ
=  0 . (П

Это уравнение и будем называть уравнением магнитного поля бетатрона, 
так как им охватываются все основные свойства этого поля, представляю­
щие интерес с точки зрения теории бетатрона.

Как показано |2| ,  для Ѵ.ц имеет место соотношение

4 рае
д2Ѵм 1 дѴм O12Viu

дг2 г дг dz2
( 1 2 )

где Pj0ue так называемая равновесная плотность пучка электронов. Урав­
нение поля позволяет получить для равновесной плотности второе выра­
жение

4 ~с>рае
2 Vm

дѴ х
дг н-

O V 4
+

2 Ѵ,
г-

(13)

Ф унк ция ѵм о п т и м а л ь н о го  поля

Оптимальное поле бетатрона должно обеспечить наибольший равно­
весный заряд в пространстве, которое задано для движения электронов. 
Математически задача сводится к разыскиванию экстремума следующего 
интеграла, представляющего полный равновесный заряд в области фокуси­
рующих сил магнитного поля (для электронов с той величиной ііостоянноіі 
С, для которой берется и функция Ѵ,„)

J J j f  4 , e h„„ rdrd  0  rfz =  2  «  J  j  ^  (  f  )

t e
I

( t e r r
2 V, rdrdi

2 V.H \  dz J  ' r 2 

Условием экстремума для J  будет уравнение Эйлера для функции T

г  /  дѴм \ 2 , г /  дѴм \ 2  , 2 V.U

т. е.
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Л е г к о  у б е д и т ь с я ,  что  у р а в н е н и е  Э й л е р а  с в о д и т с я  о п я т ь  к п о л у ч е н ­
н о м у  н а м и  у р а в н е н и ю  п о л я  ( 1 1 ). Т а к им  о б р а з о м ,  з а д а н н у ю  о б л а с т ь  ф о к у ­
с и р у ю щ и х  с и л  мы м о ж е м  о с у щ е с т в и т ь  т о л ь к о  о д н и м  е д и н с т в е н н ы м  п о л е м .  
В ы б о р  о п т и м а л ь н о г о  п о л я  с в о д и т с я  к в ы б о р у  н а и л у ч ш е г о  к о н т у р а  д л я  
о б л а с т и  ф о к у с и р у ю щ и х  сил .  Э т о т  п о с л е д н и й  п р о и з в о д и т с я  в з а в и с и м о с т и  
о т  т р е б у ю щ е й с я  и н т е н с и в н о с т и  и из и н ж е н е р н ы х  и э к о н о м и ч е с к и х  с о о б ­
р а ж е н и й .

Р еш ен ие уравнения поля и прим енение его  
для расчета поля

В ы р а ж е н и е  п о т е н ц и а л ь н о й  ф у н к ц и и  д л я  э л е к т р о н о в  с л ю б ы м  з н а ч е н и е м  
п о с т о я н н о й  С з а п и с ы в а е т с я  в ф о р м е

VV  м с о г ^mc

г-Н .
+  с

14)

Е г о  л е г к о  м о ж н о  в ы р а з и т ь  ч е р е з  п о т е н ц и а л ь н у ю  ф у н к ц и ю  „ н у л е в ы х “ 
э л е к т р о н о в ,  д л я  к о т о р ы х  C  =  0,  т. е.

V.,
2  тс2

гН г
9

в в и д е

V., I у  Ѵ „ + — ■J
с /

( 15)

( 1 6 )

П о э т о м у  б у д е т  д о с т а т о ч н ы м  найти р е ш е н и е  у р а в н е н и я  п ол я д л я  н у л е ­
в ых э л е к т р о н о в .

Д л я  р е ш е н и я  в е р н е м с я  к в ы р а ж е н и ю  ф у н к ц и и  Ѵ,„> ч е р е з  в е к т о р - п о ­
т е н ц и а л  А

Vmo = ---------  • ( 1 7 )
'Imc-

П о д с т а в л я я  в у р а в н е н и е  н о л я  в м е с т о  Vm в е л и ч и н у  А, п о л у ч и м  д л я  А  
у р а в н е н и е

д~А . 1 дА . (ДА А / , о -
“ Г Г +  i +  • -  , = 0 .  ( 1 8 )

O r 1 г  O r  O Z 2 г г

Э т о  у р а в н е н и е  р е ш а е т с я  р а з д е л е н и е м  п е р е м е н н ы х .  П о л а г а е м

А =  U(r). W(z).
П о л у ч и м  д в а  у р а в н е н и я :

Cl2 Ufr(Z)
d z 2

с і - С ( г )  , I dU(r)
ûr- r d r

У с л о в и е
d W
àz

W(z) =  ch(kz).

:k-W(z)

( * s-  I , )

= O при z  — 0 д а е т

:0 .

(19)

(2 0 )

( 2 1 )



где JQkr) и /Vr1( ^ r ) - соответственно функции Бесселя и Неймана первого 
порядка.

Это решение будет простейшим н требующим наименьшего количества 
начальных условий. Осуществляемые на практике поля получаются более 
сложными по своему аналитическому выражению. Рассчитывать с самого 
начала именно такие поля не имеет смысла из-за необходимости задания 
большого количества начальных условий, выбирать которые весьма за­
труднительно.

Рассмотрим пример расчета поля.
Возьмем в качестве граничных условий п =  п0 на радиусе равновесного 

круга R a и значение функции A = A 0 на этом радиусе. Кроме того, тре­
буем, чтобы A 0 было минимальным. Получаем:

a JxikR0) +  b NxjkR0) — 1 ,

a J \ ( k R 0) +  b NQikR0) = 0, (23)
V  aJx (kRn) - f  k-bNv'(kR0) =  А +  .

J ,, д2ѴМ0 2Ve \I Последнее выражение получается из соотношения ——— — пл | .

Решением второго уравнения будет

U(r) =  Z 0 [aJt(kr) +  bNJkr ) ] , (22)

I и I+іервое и третье уравнения дают к =  IL
9  о

п0

Амплитуды определяются из уравнений

a Jl( V n 0 ) +  b N 1( Y n 0) =  1, 

a J R ( V n 0 ) ^ b N C ( V n 0 ) = O.
(24)

Для случая R 0 =  15 см и п0 0,5 и 0,75 получаются следующие значения 
амплитуд и коэффициента к

п 0  =  0 , 5 / I 0  =  0 , 7 5

k 0 , 0 4 7 1 4 0 , 0 5 7 7 3

а 1 , 5 1 4 3 9 1 , 3 9 1 6 1

b — 0 , 4 5 4 8 1 — 0 , 4 9 8 7 2

еАгНа рисунках ( 1 , 2 , 3 , 4 )  представлена функция V 40= ------  для разных
2 тс2

значений г и г  в виде горизонталей и дан профиль потенциальной ямы 
для z  0. Кривая п  дает значения п(г), вычисленные по формуле

А дА . д2А  
4 -г

п =  L 0S  0J l -  . (25)
А  , дА
г 1 дг

представляющей модификацию формулы (8 ).



Vm n

Рис. 2



H o  э т и м  ж е  д а н н ы м  в ы ч и с л я е т с я  п р о ф и л ь  п о л ю с о в ,  с о з д а ю щ и х  и с к о м о е  
п о л е .  К а к  и з в е с т н о .  H r и Hz м о ж н о  в ы р а з и т ь  ч е р е з  с к а л я р н ы й  п о т е н ц и а л  
м а г н и т н о г о  п о л я  V

дѴH r

H r

dr

дѴ
dz

( 2 6 )

Рис. 4

Д л я  э к в и п о т е н ц и а л ь н о й  п о в е р х н о с т и ,  к о т о р о й ,  в ч а с т н о с т и ,  
с ч и т а т ь  и п о в е р х н о с т ь  п о л ю с а ,  и м е е м

. . .  дѴ , . dV . n
dV —  d r  Oz - — 0 ,

dr  , dz

О т с ю д а ,  е с л и  в о с п о л ь з о в а т ь с я  д л я  Hr и Hz в ы р а ж е н и я м и  ( 6 ) и (7 ) :

д Ѵ м
d z

2V,„ 
r

м о ж н о

:27

d r
+

dVM
dr

(28!

П о  э т о м у  у р а в н е н и ю  п о с т р о е н ы  п р о ф и л и  п о л ю с о в  д л я  р а с с м а т р и в а е м о г о  
с л у ч а я  ( к р и в ы е  а а на р и с .  2  и 4 ) .

Т а к и е  п р о ф и л и  б у д у т  у  б е с к о н е ч н ы х  п о  р а д и у с у  п о л ю с о в .  К о н е ч н ы е  р а з ­
м е р ы  п о л ю с о в  з а с т а в л я ю т  п о  к р а ю  п о л ю с о в  д е л а т ь  в ы с т у п ы ,  в о с с т а н а в л и ­
в а ю щ и е  с т о й  и л и  и н о й  т о ч н о с т ь ю  п о л е ,  р а с с ч и т а н н о е  д л я  б е с к о н е ч н ы х  по  
р а д и у с у  п о л ю с о в .  Ф о р м у  и р а з м е р ы  э т и х  в ы с т у п о в  л е г к о  п о л у ч и т ь  на с п е ­
ц и а л ь н о й  м о д е л и .
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