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П р и б л и ж е н и я  а с и м п т о т и ч е с к о го  р я д а  К у м м е р а  в в и д е  п р о и з 
в е д е н и я  б и н ом ов  п о л у ч е н ы  на о с н о ве  тео р и и  ц еп н ы х  д р о б е й  и м о г у т  
бы ть  п р и м ен е н ы  д л я  в ы ч и с л е н и я  у к а за н н о г о  р я д а  при б о л ь ш и х  з н а 
ч е н и я х  а р гу м е н т а  по м о д ул ю .

Р я д  К у м м е р а  с о д е р ж и т  п а р а м е тр ы  а и р, к о т о р ы е  в этой  ста ть е  
и зу ч е н ы  при и зм ен ен и и  в с л е д у ю щ и х  и н те р в а л а х :  — I <  ß X  0 <  а < 2 .  
О ц е н к а  о с та то ч н о го  ч л е н а  п о л у ч е н а  д л я  к о м п л е к с н о го  п е р е м е н н о го

в об ласти  I a rg  г  I X  — - *
2

1. Если  ввести  с о к р а щ е н н о е  о б о зн а ч е н и е  п р о и зв е д е н и я
Г (а + к)(<а)к = а (а + 1)... (а + к — 1) Г (а) , (а)о=1.

т о  аси м п т о ти ч ес к и й  р я д  ф у н к ц и и  К у м м е р а  ( [1 ] ,  стр . 341) с л е д у ю щ и й :
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Р я д  (1) п р е о б р а з у е т с я  та к и м  путем :
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(2)

Д а л е е  к ч и сл и тел ю  п о д ы н т е гр а л ь н о й  ф у н к ц и и  (2) п ри м ен и м  р е к у р 
р е н тн о е  с о о тн о ш е н и е
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и зам еним  о тн о ш е н и е  д в у х  р я д о в  известны м  р а зл о ж е н и е м  его  в ц е п 
ную  д р о б ь  ([2], стр . 137), то гд а  р я д  (1) вы разится  числом  е , и м е 
ю щ им  п о к а за т е л е м  степени  и н те гр а л  и п о д  зн аком  и н те гр а л а  ц еп н у ю  
д р о б ь ,  а именно:

Z  Z

a < * / W i ( 0
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(5)
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«1 =  1, а2яі =  -----T*:----------, «2/. + 1 “
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([13], стр. 34).

(6 )

(7)

Д л я  ч и сл и тел я  и зн а м е н а те л я  п о д х о д я щ е й  д р о б и  (6) и звестны  
равен ств а  и с о о тн о ш е н и е  ([3], стр . 13, 14):

/ W i W  =  I + • • •  +

Л

Q 2 fi ) I ( Q : = 112т : 1
гп О

D

tп t"
(<* +  1 ) п  ( ®  +  1 ) л

Р2П+1 ( t ), (8)

г1«
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re(a +  ß +  re)

(я +  1 )п 

Ç 2 n + \ ( t ) ,

где

D У (P).
а 2.г + 1 . . ,

т = 0  , ^ о ( а + 1 ) ,

(9)

(10)

Q 2.  + ! (t) — ( а2.  а2. + 1 +  1 +
^2.+ 1 
а2п-\

Q2̂ —i ( /)
A2. + 1 
<ЗС2/г~1

¢ 2 . - 3 ( +  ( H )

2. К орни м н о го ч л е н а  Q 2 . + 1  ( 0  в е щ е с тв ен н ы е  о т р и ц а т е л ь н ы е  и р а з 
д е л я ю т с я  к о р н ям и  ¢ 2. - 1 ( /)  ( [3 ] ,  стр. 14). В виду  р авен ств а  (9) н е 
тр у д н о  у стан ови ть , что крайний  к о р е н ь  ¢ 2. + 1 ( / )  р а с п о л о ж е н  в и н т е р 
вал е  ( — а — ß — n , — /га — /zß — /г2), п о это м у  о тн о с и т ел ьн о  с м е ж н ы х  
з н а м е н а т е л е й  с п р а в е д л и в о  н ер авен ство :

1 +
я ( «  +  р +  я )

D
Dn-H Q sb- I  W K  I ¢ 2 -+ 1 (0 1 ,  J a r g / K - L  ,

r e =  1 , 2 , . . .  (12)

Н е р а в е н с тв о  (12) и м ее т  м есто  и д л я  — l < ß < 0 ,  т а к  как  ¢ 2. + 1 ( / )  
с о д е р ж и т  п ар а м е тр ы  а и ß в сим м етричном  виде  и при п е р е с т а н о в к е
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и н те р в ал о в  и зм ен ен и я  эти х  п а р а м е тр о в  все неполны е  частные цепной  
д роб и  (6) п о л о ж и те л ьн ы .

А к а д е м и к  В. И . С м ирнов  д о к а з а л  ф о р м у л у  д л я  ги п ер гео м етр и -  
ч ес к о го  р я д а  ( [4 ] ,  стр. 374):

f ( « , | S ; T ; I ) ) =  Г ( Т ) Г ( т - . - | )
Г ( , - « ) Г ( Т - Р )

С огл асн о  равен ств а  (10)

Dn == F (1, ß; а 1 ; 1) — L ( l , ß 4 - / i + l ; a  +  « - | - 2 ;  1) (P)- +1

и вв и д у  ф о р м у л ы  (13) п о л учи м :

(P)m

( * ■ +  1)л+ :

(°0я+1 (ß)„+iDn =  У
ё о Ѵ + Ѵ ш  ( * + і ) » ( « - р )

; a  # ß .

(14)

(15)

П р и м е н я я  ф о р м у л ы  (13), (15) и н ер а в е н с тв о  (12) к б е с к о н е ч н о м у  
ф у н к ц и о н а л ь н о м у  р я д у  (7) с у ч ето м  того , что

/Р
< £ > „ <  1, 1 <  P <  0. Dn<  D n+i д л я  P >  0;

Dn>  1 [ С  +  1п(и  +  1)] +  In 2 >  - -  In 7 (д  +  1 ) ( [5], стр . 244),
Zs Z

(16)

п олучим

I ^2/г + 1 (7) I <С Sn
где

(Р)л+і Dn- 1 Dn- i

(а +  1 )„+11 Q 2n+1 (t)ll Qzn+з [t) I ’ 1 (17)

Sn —

D , (« +  »  +  l ) ( « - W  д л я  ^ 1 < р < 0 ;

а“

Dn (ос +  n +  I )
—    - +  д л я  Ö <  P <  а;

D n+j (а —  ß)

4DI [I +  (а +  n +  1 ) 1 п 7 ( я  +  2)1

(18)

д л я  ß =  а — .
1п7 (ß  +  1) 1п7 (п +  2) 2

I , .
Д а л е е  при пом ощ и  н еравен ств  (12) и (17) п ол у ч и м  о ц е н к у  м о д у л я  

и н т е г р а л а  (5), гд е  и н тегри ров ан и е  с о в е р ш а е т с я  в д о л ь  р ад и у са  т о ч 
ки z  ( [6 ] ,  стр . 430), а именно:

р2л + і ( г )  I < aEj, I (Р)лч-1 I (д 4- 1) (я 4- P + Д ~i~ 1)
(® +  1)л+і

с
d t  I

I ¢ 2 - + 1 ( 0 12BI2
<

в j -ct̂ n I (ß)n+i I (д  ~Ь I )(а -f- P 4- Д +  1) Г d  j t  j
(а +  1)л+1 I Q2n + \ (z)I2 J  ~

  ^Sn I(Р )л+ і I ( д  +  1)(д  +  P -f- д  +  1 )

(а +  1 )я+1 I Q 2л+1 (z) I

П о с л е д н е е  неравенство  с п р а ве д л и в о  п ото м у , ч то .д л я  | a r g j < [ — м ного-
2

ч лен ы  зн а м е н а т е л е й  п о д ы н т егр а л ьн ы х  вы р а ж е н и й  м о гу т  бы ть  п р е д -  
12



ставл ены  п р о и зв ед е н и е м  д в у ч л е н о в  вида ( і  и М0ДУЛЬ

к а ж д о г о  из них  п ри н и м ает  м и н и м ал ьн ое  зн ач ен и е  при вер х н е м  п р е 
д е л е  и н теграл а . Т аким  об р азо м  п о л у ч е н а  оц ен ка  и н тегр ал а  (5) 
по м одул ю :

I Ргп+і (z) I <  YI (lh±lI ( «  +  I )(« +  ß +  «  +„ ])j Ji lg 2 - K  Л ,  ( I 9 )
'I ( a + l ) n+1| Q 2n+I( z ) p | z |  ё  2

гд е  Sn п ри н и м ает  зн а ч е н и я  согл асн о  р авен ства  (18).
3. П ри  п =  1 п о л у ч а е м  о ц е н к у  ф у н кц и и  ( 4) :

_  .«g
a +  ß +  IF (а, ß ; ; - - ) <

V Z
I +

a+ß + 1
e x p  I P3 (z) I . (20)

Р а ве н с тв о  (4) с уч ето м  (8) и (9) м о ж н о  записать  в виде  с л е д у ю щ е й  
сумм ы :

F( <*, ß; ; — — ] = е х р
« аД2п+і ( / )

где

t  tq2n+i (t)
OO

+  r2n+ I (z) =  G2n+ 1 (z) +  2 /1 + 1  (z),

Г2п + I (Z )  =  F I (z) {exp [p2n+l ( 2 )] — I) .  

В виду  (20) и (22) п ол учи м

a +  ß + 1

d t \ +

(21)

(22)

a ß

r2n+\ (г) I < I +
a+ß+1

e x P I Рз (z) I [exp  Jр2я+і (z) I — I] .  (23)

Т е о р е м а .  Р я д  (1) п р е д ст а в л яе тс я  с л е д у ю щ и м  п ро и зв ед е н и е м  
бином ов ( я  =  1, 2 , . . . ) :

G ß; ; — — j  — 1 1 ( 1 + ^ )  + r 2n+\(z),

где
n ,

пП S=S I \

a ß U 2n+i.(— ат)
1 +  —  ) =  <j2n+l (z), bm =

m=l 4 2 ’Un — kïn+i ( - am)]
dz

М н о го ч л е н ы  U2n+ i(z )  и ? 2n+i (z) с л е д у ю щ и е :

U 1 (2) =  O, U 3 (Z) =  ^ ( Z ) = I ; q3 (z) =  I +  -a J  +  1

(24)

(25)

(26)
Z

они д л я  /г =  2, 3 , . . .  о п р е д е л я ю т с я  п о с л ед о в ат е л ь н о  с п ом ощ ью  с о о т 
н о ш ен и я :

I +  (а +  ß +  2/г — I) і
z

qzn+\ (z) q2n- 1 ( 2 ) —

(a +  n l ) (ß  +  n — I) — q2n-z (z). (27)

\
В е р х н я я  гран и ц а  | r 2n+ i ( 2 ) |  в области  | a r g 2 | X -- ус та н а вл и ва е тс я

2 «
при помощ и неравенств (23), (19).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р е ж д е  в с е го  вводим  с о отн ош ен и е

р Л 2п+ і  ( z )  =  г  M « + !  ( г ) —  / W i ( Z ) ] ;  я =  1 , 2 , . . .  (2 8 )

и вв и д у  равенств  (8), (9), (11) и (28) м н о го ч л е н ы  q2n-+\(z), 
и А2я+і (z)  у д о в л е т в о р я ю т  с о о тн о ш е н и ю  (27).

П р и м е н я я  равен ство  (28), п р е о б р а зу е м  р а ве н с тв о  (21):

F ( а ,  ß; е х р

z

I

aß А2„+\ (Q d П

OO

ex p

2

2  « a . [
m = I O

I

I +  —

+ я  + 1 (t)

Y
d

+  K 2n  +  l  ( Z )  

+  K2/г + І (Z) =

= П
m = I

a

гд е

+  X2/! + J (Z ) ,

«ßA2n+1 ( — am)
tn

ah d
dz [<72Я + 1 ( - + „ ) ]

к т о м у  ж е  на основании  (24) и (21) | г 2л+ і ( г ) |  оц ен и вается  н е р а в е н 
ствам и  (23), (19).
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