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В с та ть е  д о к а зы в а е т с я  систем а ап п р о кси м ац и й  П а д э  ( [1 ] ,  стр. 20,. 
3 8 —40) д л я  ф у н к ц и й  у =  (1 +  х)а и —

В с т а т ь е  п р и м ен я е т ся  с о к р а щ е н н а я  запись

(в)* =  а ( й + 1 ) . . . ( а  +  к - 1 )  =  + І Л І і ( а ) о = 1 .
Г (а )

1. С истем а  р а ц и о н а л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  (ап п р о к си м ац и й  П ад э )  
д л я  ф у н к ц и и  у  =  ( 1 +  х )ам о ж е т  бы ть  п р е д ст а в л е н а  с л е д у ю щ е й  ф о р ­
м у лой :

V C -  L - « - * ) « .
Z j  п~к (-я). - . .

V _  /I  с _  Н п - к ( Х )

V C -  <а - П +  К)т Qk(X) ’ (1>
к ( п)т

т =0

гд е  /г =  0, 1 ,.. .;  л: =  0 , I , . . . , / / .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р е д п о л о ж и м ,  что си стем а  р ац и о н а л ь н ы х  
п р и б л и ж е н и й  (1) я в л я е т с я  си стем ой  а п п р о к си м ац и й  П а д э ,  то гд а  как  
и зв е с тн о  ([1], стр. 20): р а з л о ж е н и е  в степ ен н ой  р я д  по х дроби  (1) 
д о л ж н о  о тл и ч а тьс я  от  р я д а

OO

(I + X Y =  у  - т т  ( -  х ) т (2)
Zj . (Чт
/и=О

л и ш ь  ч л е н а м и  при  х в с т е п е н я х ,  б о л ь ш и х  п.
П о э т о м у ,  у п р о щ а я  р азн ость  р я д о в  (1) и (2), пол учи м :

( , + х ) - U f t s S c * * " '
т = п + 1

(I + х)аQK(x) -  Рп-к(х)  S  у  dmx
LJ

TTl =  п + 1
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или

[ Ê T ï ï î m  J t s crfi- F ^ a *■ J -
(3)

m = O m = O

П — K ( ___  or   /¾*) OO

- V  c?_K + - r - 2—  =  Ѵ 4 Л
ü U  ( — re)m

m =0 m =  /z +  l

где  dn+i Ф O.
Если у ч и ты в а ть  то л ь к о  п о к а за те л и  степени  а р гу м е н т а  х, не п р е в ы ­
ш а ю щ и е  п, то  в этом  с л у ч а е  то ж д е с т в е н н о  равна  н у л ю  сум м а  к о э ф ­
ф и ц и ен то в  при п ро и зв о л ь н о м  п о к а за те л е  с теп ен и  х, р а в н о м  
/ ( / = 0 , 1 ,  ...,п), а им енно:

\ Л  Cm — - H l  ] у -т  — Ql  а
L  К ( ~ П ) т( \ ) і - т П~ К ( - Я ) ,  ’

171= О

гд е  I =  О, 1 , . . . ,я .
Т о ж д е с т в о  (4) после  н е к о то р ы х  п р ео б р азо в ан и й  при вод и тся  к с л е ­
д у ю щ е м у  виду:

+  ( - Q m (—п+ т ) і - т ( - « ) , „  (а — n +  к)т_  ( - « + « ) ; ( -  g — «)/ (5)

I  ( ! ) * ( «  — / - 4 - D «  ( - * ) ,
/га = O

!Н епосредственным вы числением  у б е ж д а е м с я ,  что т о ж д е с т в о  (5) с п р а ­
в е д л и в о  при / =  0,1. П р е д п о л о ж и м , что с п р а в е д л и в о  т о ж д е с т в о  (5 ),

(— Tl +  К  +  /) (ос -f- К  —— V)
то гд а  у м н о ж а я  обе  части равенства  на а 1

мы д о л ж н ы  п о л у ч и ть  а н а л о ги ч н о е  то ж д е с т в о ,  к о то р о е  с о д е р ж и т  о д ­
ним сл агаем ы м  б о л ь ш е  д л я  сум м ы  л ево й  части равенства . Т аки м  п у ­
тем  мы п ол учи м  с л е д у ю щ е е  то ж д е с тв о :

^  ( - / ) .  < -  П +  » » ) , - . ( - » ) .  <« -  я  +  » ) .  ( _  +  +  г) ( .  +  * _ п _

I  ( 1 ) . ( . - / + 1 ) .  ( « - / )т=0

_  ( —  I — lIm(— ч +  rLh+!~т (g — я  +  Kfn- q
I j  (1
т=О

ко то р о е  п р е о б р а зу е т с я  п од  один зн а к  сум м ы  

^  ( - / ) „ . , ( - Я  +  /П ) / - т  (« -  Я +  * ) т - 1  {да ( _ д  +  т _ 1 ) х

I  (1 ) » ( « - / ) »

Х ( — я + * + / )  ( д + к — 0 + Ц + 0 ( — (—я г + я г + 1 )  X
X  (g —~ я  +  к +  лі ■— 1)} — ( — д)/+ і =  0.

Д а л е е  в ы р а ж е н и е  в ф и гу р н ы х  с к о б к а х  зам еним  т о ж д е с т в е н н о й  с л е ­
д у ю щ е й  сум м ой:

т (— п -J- ш — 1)(— я -)- / с I)(g -f — /) + (/ + 1) (—л + /) X
X  ( — к  +  /я  — 1) ( а  — Д +  К +  /Д — 1) =  / я ( — Д +  /Д — 1 )Х

(6)
Х ( — п +  I +  m — 1) (а — /  +  /я — 1 ) — I) X

X  (g — я  +  л: +  /я — 1) ( — / +  — 1) (— я  +  /  +  т),
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затем  в ы д ел и м  после н и ж е с л е д у ю щ е г о  зн ака  равенства  п е р во е  с л а ­
г а е м о е  первой  су м м ы  и увел и ч и м  и н д екс  m на ед иницу :

А)т-) (— « + m — 1);+ | _ Ш( — Qmz l  (a — (— /г+ Z + m — 1)

2 l  ( l ) m - l ( a  O m -I

— ( — л )г у ^ ( — 0 m (  — » + ОТ) г - т  ( — * )m (a ~ д + ^ ) т (  — « + А + Щ )  _
i+1 2 1  ( D m h - Z ) ffi

m = I

Л (  — 0 m (  — « + от) г - т ( —« m) ( a — « + D m ( - « + Z  +  m ) , „ N
V  T гГ\ / Л ( — /гѴ + 1 +
— J 0 ) m  (a ) m
m =  I

I / *,\ — 1)т(~-п+ т)і-т(-~к)т (a— я + / с ) т (— /г -(- /  +  /я)
' — X 1 7 7 7 — --------г    =  U-

Z j ( ! ) « ( * — / ) «
m = I

Т а к и м  о б р а зо м , т о ж д е с т в о  (5) д о к а за н о ,  и тем  самы м  п о д тв ер ж д а е тс я , ,  
что  систем а  р а ц и о н а л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  (1) я в л я е т с я  си стем ой  а п ­
п р о к с и м ац и й  П а д э  ф у н к ц и и  (1 +  х)а.

2. З н а м е н а т е л ь  систем ы  р а ц и о н а л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  (1) т о ж д е с т ­
венно  п р е о б р а з у е т с я  к с л е д у ю щ е й  ф у н к ц и и :

V  / _ l \ m  "'т  E 1
Z dJ  ' О ) m ( - « ) , „

(7>

- о  +  *>-•( — Я)« (Dm (а “Ь Diт I к іт
т = 0

Т о ж д е с т в о  (7) с п р а в е д л и в о ,  если  т о ж д е с т в е н н о  равны  коэф ф ициенты  
при о д и н а к о в ы х  п о к а з а т е л я х  степени  а именно:

( pm  ( — * ) « ( «  —  * + * ) »  -  

( l ) m ( - « ) m

= (_!)« (а +  D« Yi (ffl + Dt-m (~к)г (a ~~ я + кф 
( - « ) *  2 j  ( Р г - т ( 0 / ( « + Р г

1=т
П о с л е  н е к о т о р ы х  у п р о щ е н и й  пол учи м :

( —  к  +  т)і( a —  Й +  К  +  / Я ) г _ ( Я  —  А Г + Р к - т

(8)

( Р / ( а  +  / г е + 1 ) г ( а + т + р к.
/-O

(9)

Н еп о с р е д ст в е н н ы м  в ы чи сл ен и ем  у б е ж д а е м с я ,  что т о ж д е с т в о  (9) 
с п р а в е д л и в о  при к —  т =  0,1. П р е д п о л о ж и м , что и м еет  место  т о ж -

/пч  ̂ п  —  т  +  1д е ство  (9), то гд а ,  у м н о ж а я  об е  части р авен ства  на   , мы
■ CL+  К +  1

д о л ж н ы  п о л у ч и ть  (дл я  п о д т в е р ж д е н и я  н а ш е го  п р е д п о л о ж е н и я )  а н а ­
л о ги ч н о е  т о ж д е с т в о ,  и м ею щ е е  в л ево й  части равенства  одним  с л а г а е ­
мым б о л ь ш е ,  чем в р ав е н с тв е  (9 ),  а это  равн оси л ьн о  д о к а з а т е л ь с т в у  
т о ж д е с т в а :  і

(—к +  т)і (a — n +  к +  m)i (n — m + 1)
L (D i ( a +  я г +  1)г ( a +  к +  I )

/-O
_  * 1 (— (q — n +  K +  m)l _  Q

L  (ô/  (a +  m F  0/
/=0
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jLj U) /  (a +  m +  Q/I =U
OC —j— /С —J— I K —171— / —{—I

_  (* — n +  K +  m)K-m +1 ^  q
( a +  /72+ I )/c_m+i

З а м ен и м  в ы р а ж е н и е  в к в ад р а тн ы х  с к о б к а х  т о ж д е с т в е н н ы м  зн ач ен и ем :
/ 2 - / 7 2 + 1  К — / 7 2 + 1
GC +  К  +  I К  —  TTL— /  +  1 

(К — TTi — / +  1 ) (ос — T l + / £ +  /72+ V) — /  (ОС +  TTl +  /)  

(ОС +  К  +  I  )  (/С —  /72 —  /  +  1 )
(10)

д а л е е  в ы д е л я е м  после  зн а к а  равен ства  п о с л ед н е е  с л а га е м о е  п ер во й  
су м м ы  и у м ен ь ш и м  и н д екс  I на е д и н и ц у .
Т а к и м  о б р а зо м  им еем :

( — к +  m); (а — и +  /с +  m)i+\
( I ) /  (a +  mJr  I)/ (a +  K +  I )

7 = 0

+  (—к + т ) і - \ ( л — n  + /с +  /я), ^  ])y_m (а—я+/с+/я)к- ш+, _  •
Y i O ) / - +  '+  Tti +  l ) /—i (а +  к +  I ) 1)к_ от+і
7= 1

=  __ ("К +  m l̂~X ^  ~~ 11 +  K +  +
(I  )/ —I (a +  /72 +  1)/-1 (oc +  K +  I)

7 = 1 *

+  v T  ( ~ K +  m ^ - 1 (a ~  n +  K +  =  0

Q ) / - T ( a +  ^  +  I ) / —1 (a +  / c + l )
7 =  1

Т о ж д е с т в о  (9) и тем  сам ы м  т о ж д е с т в о  (7) д о к азан ы . 
А н а л о ги ч н о  д о к а зы в а е т с я  то ж д е с тв о :

/72 = 0

_  ( _ , у  (1 +  х ) .

(11)

( fl) 72 /С ( I ) m (1 ОС),
772 = 0

П р о и з в о д я  зам ен у  п е р е м е н н о й  в р а в ен ств ах  ( 1 ) , ( 7 )  и ( I I ) ,  а им енно  
1 -р X зам ен и м  ч е р е з  п е р е м е н н у ю  х, таки м  о б р азо м  пол учи м :

(1 — а)п-к п̂ ( - п + к ) т(—а - к )„ хт
(1 )„_K Z  ( ( I  — a)m

V = X * ^ ______________  HLz  , (12)
(a +  4 «  ^  ( —K)m (а — Я +  хт 

( I ) k ( I ) ot (а +
772 = 0

С истем а р ац и о н ал ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  (12) т а к ж е  я в л я е т с я  ' систем ой  
ап п р окси м ац и й  П а д э  д л я  ф у н кц и и  у =  х а, вв и д у  т о ж д е с т в е н н ы х  
п р е о б р а зо в а н и й  Qk (х) и Р п- К(х) равен ства  (1).
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