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(П редставлен а научным семинаром каф едры  высшей математики) 

П о с та н о в к а  зад а чи  и м етод и сслед о вани я

П у с т ь  л и н е й н ы й  и с то ч н и к  те п л а  р авн ом ер н ой  и н те н си в н о сти  п е 
р е м ещ а ется  по гр а н и ц е  п о л у п л о с к о с ти  с п о сто я н н о й  с к о р о с ть ю  ѵ\  
В  п р я м о у го л ь н о й  си сте м е  к о о р д и н а т х ,  у ,  н е п о д ви ж н о  с в я з а н н о й  с  
и сто чн и к о м  q , рис. 1, вы д елим  п р я м о у го л ь н ы й  эл ем е н т ш и р и н о й  A y
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Рис. 1.

и б уд ем  р а ссм а тр и в а ть  е го  к а к  п о л у о гр а н и ч е н н ы й  с те р ж е н ь , боковы е* 
сто р о н ы  к о т о р о го  п а р а л л е л ь н ы  оси х .  П о л о ж е н и е  с те р ж н я  о п р е д е 
л и т с я  ф о р м у л о й

У  = V t ,  (1 )

гд е  t — врем я н а гр е в а  с те р ж н я . П у с т ь  те м п е р а ту р н о е  поле п о л у п л о с 
к о с ти  б у д е т  кв а зи ста ц и о н а р н ы м  [1] в си стем е  к о о р д и н а т Т о г д а
те м п е р а ту р н о е  п о ле  U ( х ,  у ) ,  не  з а в и ся щ е е  о т  врем ени t0, д л я  д в и 
ж у щ е г о с я  с те р ж н я  м о ж е т б ы ть  зап и са н о  в виде: t ) .  В р е м я  t
н и к а к  не з а в и си т о т  t0 и я в л я е тс я  парам етром  п р о стр а н ств е н н о й  к о 
ор д и н аты  у .  t  и у  не м о г у т  б ы ть  од н оврем ен н о незави си м ы м и  п е р е 
м енны м и. Т а к и м  образом , зад ача  оп р ед ел е н и я  п о л я  у )  с в о д и тс я
к  о п р е д е л е н и ю  те м п е р а ту р ы  с те р ж н я  U ( х ,  t) .
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П у с т ь  б о ко в ы е  сто р о н ы  р а ссм атр и вае м о го  сте р ж н я  б у д у т  т е п л о 
изоли р о ван ы . Т о гд а  grad  U  с те р ж н я  со в п а д а е т с  пр о и зво д н о й  
по  н а п р а в л ен и ю  х ,  а гр а д и е н т в о сп р о и зв о д и м о го  та к и м  сте р ж н е м  
т е м п е р а ту р н о го  п о л я  б у д е т  с о с та в л я ть  с  о сью  х  у го л  Y r  Р е а л ь 
ны й с те р ж е н ь  не м о ж е т с ч и т а ть с я  те п л о и зо л и р о в а н н ы м , т а к  к а к  
в се гд а  им еет м есто п ер ер асп р ед ел ен и е  те п л а  в н ап р авл ен и и  у , с т р е 
м ящ ее ся  н и в ел и р о в а ть  те м п е р а ту р у  в этом  н ап р авл ен и и . В  этом  с л у 
чае  гр а д и е н т те м п е р а ту р н о го  п о л я  U  ( л ,  у)ф  б у д е т  с о с та в л я ть  с  о сью  
x  у го л  <Рф, при чем  срф <  <ру.

Е с л и  у г о л  Y y м ал, р ассм атр и ваем ы й  с те р ж е н ь  м о ж н о  с ч и т а ть  
те п л о и зо л и р о в а н н ы м  с б о к о в .

Д л я  п о л у о гр а н и ч е н н о го  те п л о и зо л и р о в а н н о го  с  б о к о в  с те р ж н я , 
к к о н ц у  к 'о то р о го  п о д в о д и тся  п о сто я н н ы й  те п л о в о й  п о то к  q,  и зве стн а  
те м п е р а ту р а  [2 ]:

Щ х ,  t )  = Y  (z ), (2 )

„  _  х ] / ~ у  _
гд е  z  — —  , а  и X. — к о э ф ф и ц и е н ты  те м п е р а ту р о п р о в о д н о с ти

L V  а у
и те п л о п р о в о д н о сти  
Й с п о л ь з у я  (1 ) и (2 ), н ахо д и м

COS Cpv =  -  л-— - — В - - = = = = —  .  ( 3 )

V і + -V KV

ie rfc  ( z )  

e rfc  ( z )v y

И з  ан ал и за  ф о р м у л ы  (3 ) с л е д у е т , ч то  у г о л  сру м ал, если вы п о л н яе те ^  
н ер ав е н ство

L L -<  0 ,5 . (4 )
ѵ у

В  д ал ьн е й ш ем  б уд ем  с ч и т а ть , ч то  у сл о в и е  (4 )  в ы п о л н я е тся  в се гд а , 
и р ассм атр и вае м ы й  сте р ж е н ь  б уд ем  с ч и т а ть  те п л о и зо л и р о в а н н ы м  
с б о к о в .

О п р ед ел и м  из ф о р м у л ы  (2 ) те м п е р а ту р у  кон ц а с те р ж н я  на г р а 
нице п о л у п л о с к о с ти

и ы  -  ' F r +  • <5>

Д л я  п о л у о гр а н и ч е н н о го  те п л о и зо л и р о в а н н о го  с б о к о в  с те р ж н я , к о 
н ец  к о то р о го  п о д д е р ж и в а е тся  при п о сто я н н о й  те м п е р а ту р е  U k, те м п е 
р а ту р а  U { x , t )  равн а [2]

U  ( х ,  t)  =  U(6)
о т к у д а

grad  U  (0, t ) =  -  . (7 )
У Tza t

К о л и ч е с тв о  те п л а , п о с т у п а ю щ е го  в сте р ж е н ь  при д а н н ы х  у с л о в и я х  
за врем я т, равно

Q  (T) =  j ' x  - L J L L  d t  =  L K - + L -  =  ! ,2 7  q  т. <8 >
oJ V r a t  V r a

В  реальном  п р о ц е ссе  те м п е р а ту р а  кон ц а с те р ж н я  за врем я т  и з 
м е н я е тся  о т  0  д о  U  ( т ) .  П р и  этом  в и н те р в а л е  (0 , т) н а й д е тся  та к а я  
т о ч к а  с ( 0 < ç < t )  и с о о тв е т с т в у ю щ а я  ей п о сто я н н а я  в те ч е н и е  врем ени т
4 4



те м п е р а ту р а  U k[0 <  U k<  H Y )],ч то  б у д е т  в ы п о л н я ть ся  с л е д у ю щ е е  
р а в е н ств о

Q 4, =  Q 4=(C) =  2L  f i = Y ~  (9 )
V к а

Т е м п е р а ту р а  UK—е сть  та  у сл о в н а я  р а сч е тн а я  те м п е р а ту р а , п о сто я н н а я  
в те ч е н и е  врем ени т, д ля к о то р о й  в ы п о л н я е тся  р авен ство  (9). В  д а л ь 
н ейш ем  те м п е р а ту р у  U k буд ем  н азы вать  сред ней к о н та к тн о й  те м п е 
р а ту р о й . И з  (8 )  и (9 )  с л е д у е т , ч то  Ufi)  =  1,27 Uk.

Определение средней контактной температуры при трении
П у с т ь  те л о  1 д в и ж е тс я  по п о в е р хн о сти  те л а  2 с п о сто я н н о й  с к о 

р о сть ю  V , рис. 2, а , и при этом  м о ж е т б ы ть  р а ссч и та н  те п л о в о й  п о 
т о к  Q , э кв и в а л е н тн ы й  м о щ н о сти  тр ен и я

Q = F v  =  C b b v 1 (10)
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Рис. 2.

ш ирина

( H )

гд е  F -  си ла тр е н и я , с —  уд е л ь н а я  ка са те л ь н а я  си ла, I 
к о н та к та , 8 — д лина к о н та к та .

Q =  Qi +  Q2,
гд е  Q 1 и Q 2 — те п л о в ы е  п о то к и  в те л а  1 и 2. Д л я  оп р ед елен и я Q 1 и Q 2 

со гл а сн о  о п и са н н о м у  в ы ш е  м е то д у  в м ом ент врем ени Z0 >  —  вы д е-
V

лим эл ем е н тар н ы й  об ъ ем , за к л ю ч е н н ы й  м е ж д у  д в у м я  п л о ск о стя м и , 
п е р п е н д и к ул я р н ы м и  оси у ,  и буд ем  р а ссм атр и вать  д ан н ы й  объем  к а к  
д ва п о л у о гр а н и ч е н н ы х  те п л о и зо л и р о в а н н ы х  с б о ко в  с те р ж н я  А  и В ,  
рис. 2. Т е п л о в о й  п о то к  чер е з п л о щ а д к у  dF =  bdy =  b vd t , со гл а сн о  
з а к о н у  Ф у р ь е , равен

Q =  f  - X g r a d  E Z ( O J )  Ь ѵ d t  =
І  J  v « t

d t

гд е

' U K s b v  f  —  —  \
=  2 I  ) .

] / + C „  — к о э ф ф и ц и е н т  а к к у м у л я ц и и  те п л а .

(12)



З а п и сы в а я  (1 1 ) с у ч е то м  (1 0 ), (12), (13), (14) и в ы р а ж ая  те м п е р а ту 
р у  U k, п о л уч и м

и    aSLrк

Н е т р у д н о  п р о ве р и ть , что

!^-VOoQ2
Iim  —  =  0.

С л е д о в а те л ь н о , при д о с та то ч н о  б о л ь ш и х  ѵ  те п л о вы м  п о то ко м  в т е 
л о  1 м о ж н о  п р е н еб р ечь д аж е  при н е б о л ь ш и х  з н а ч е н и я х  врем ени t0. 
Т о гд а  ф о р м у л а  (15) пр и м ет вид

U k -  —  |/ tcStj . (16)
Z  В

Е с л и  те л а  1 и 2 с ч и та ть  п о л уо гр а н и че н н ы м и  в направлении у , рис. 2, б, 
д л и н а  к о н та к та  о *  б у д е т зави сеть  о т врем ени t 0 и

g*
' t Q =  —  . (17)

V

П о д с та в л я я  (17) в (15), п о л уч и м  ф о р м у л у

U K== у ^ " (18)
2  ( s t  +  s 2 )

Определение средней те м п е р атур ы  в зоне с гр уж к о о б р а зо в а н и я

П у с т ь  вся  п е р ви чн ая  д еф ор м ац и я с т р у ж к и  со ср ед о то чен а  в у з к о й  
п р ям о л и н ей н о й  зоне и равном ерна по то л щ и н е  и ш и ри н е с т р у ж к и . 
Т а к у ю  з о н у  д еф орм аци и  м о ж но и д еали зи р ован н о  п р е д ста в и ть  к а к  
п л о с к о с ть  сд в и га . В с е го  в п л о ск о сти  сд в и га  за ед и н и ц у врем ени в ы 
д е л я е тс я  к о л и ч е ств о  те п л а  Q , э к в и в а л е н тн о е  м о щ н о сти  с т р у ж к о о б - 
р азо ван и я

Q —- AndX Cibv0, (19)

гд е  A ux —  у д е л ь н а я  работа с тр у ж к о о б р а з о в а н и я , а — то л щ и н а  ср е за , 
Ь —  ш и р и н а  ср е за , V0 —  с к о р о с ть  р е зан и я.

Q =  Q 1Y Q 2, /  (2 0 )

гд е  Q , и Q 2 - те п л о вы е  п о то к и  в с т р у ж к у  и издели е.
Q 1 =  C v Ubv0 V g, (2 1 )

гд е  C v —  о б ъ ем н ая те п л о е м к о сть , V s- -  с р е д н я я  те м п е р а ту р а  в п л о с 
к о с ти  сд в и га . В  п р я м о уго л ь н о й  си стем е  ко о р д и н ат х ,  у ,  и зо б р а ж е н 
ной на рис. 3  и н еп од ви ж н о связан н о й  с резцом , вы делим  объем  
м е та л л а , за к л ю че н н ы й  м е ж д у  д в у м я  п л о ск о стя м и , п е р п ен д и кул я р н ы м и  
п л о ск о с ти  сд в и га , и будем  р а ссм атр и вать  д ан н ы й  объем  к а к  п о л у о г -  
р ан и чен н ы й  с те р ж е н ь , те п л о и зо л и р о ван н ы й  с б о ко в. Т е п л о в о й  п о то к  Q 2-



е сть  к о л и ч е с т в о -т е п л а , п р о хо д я щ е е  за е д и н и ц у  врем ени  ч е р е з  л и 
н ию  ср е за  x  =  y t g p lt гд е  ß i — у г о л  н а кл о н а  п л о с к о с ти  с д в и га . П о л а 
га я  у  =  Vot,  оп р ед ели м  те п л о в о й  п о то к  ч е р е з  п л о с к о с ть  с р е з а .

.grad U  ( х ,  t )  о п р е д е л я е м  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е м  по х  в ы р а ж е н и я  (6). 

Q 2 =  f  k - R 4 =  e x p  t  \  d t .
І  K Tt a t  V 4 a  I

З а м е н я я  п е р е м е н н ую  t

t  = 4 a  w 2.d t  =  4  ^ a t  d w
v \  t g 2ß, t»2tg  Pi-

п о л у ч и м

гд е
Q 2 = 2 \ b U gCtgp1C r f ( Z 1), 

Z, =  tg  P1

(2 2 )

a v .

4 a s in ß i

П о д с та в л я я  (21) и (2 2 ) в (20) и в ы р а ж а я  U g, п о л у ч и м

U
g 21 erf ’

V  j nO^otgP1

(2 3 )

О пределение средней те м п е р а ту р ы  на передней 
гр а н и  р е зц а

И з в е с тн о , ч то  при м а л ы х  z  р а сп р о стр а н е н и е  те п л а  в п л а сти н е  
п р о и сх о д и т  т а к  ж е, к а к  и в п о л у о гр а н и ч е н н о м  те л е  [2 ]. П о э т о м у  
т о л щ и н у  с т р у ж к и  при р а сч е те  ср ед н ей  те м п е р а ту р ы  на п е р е д н е й  гр а н и  
р е зц а  б уд ем  с ч и т а т ь  н е о гр а н и ч е н н о й . П у с т ь  зона в то р и ч н о й  д е ф о р 
м ации им еет т о л щ и н у  га, ри с. 3. Б у д е м  с ч и т а т ь  т е м п е р а т у р у  в зо н е  
в то р и ч н о й  д еф о р м ац и и  о д и н а ко в о й  по всей  зон е и равной U ( I ) . Т е п -
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I

ловой поток Q1 эквивалентный мощности трения на» передней грани 
резца, разделяется на тепловой поток Q 1 = U i b v 1CvU ( I ) t уходящий 
с  так называемым „текущим“ слоем толщиной и тепловой поток Q 2, 
уходящий на длине контакта с из текущего слоя в стружку. Тепло
вой поток Q 2 определится из (12) и (14) и в новых обозначениях 
будет иметь вид ___

Q 2 =  2&г2 М .  .

Подставляя полученные выражения в уравнение Q =  Q 1 -J- Q 2 и вы
ражая U (I),  получим

U ( I )  =  —  C =  т •
b   ̂ 2 S2 I^/ т С ѵ J

Температура резания, как средняя по длине контакта стружки с рез
цом и обработанной поверхностью, равна

I U K +  U ( l ) \ . c + U * . b
u P - u ^ +  •
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