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В нашей работе [1] приведен анализ условий работы системы авто
матической компенсации фазы инжекции электронов в бетатроне в не
релятивистском случае.

В настоящее время стремление ,повысить величину заряда  ускорен
ных в бетатроне электронов вынуждает применять высокие напряжения 
инжекции, достигающие 400 кв и более. При подобных величинах н а 
пряжения инжекнии электронов необходимо учитывать релятивистские 
эффекты при определении условий работы рассмотренной ранее [1 ] си
стемы автоматической компенсации фазы инжекции. В настоящей р або 
те излагаю тся результаты по учету релятивистских поправок и решения 
некоторых других задач.

С точки зрения современной терминологии [2 ] упомянутую систему 
автоматической компенсации можно рассматривать как некоторое вы
числительное устройство, автоматически изменяющее ф азу  инжекции 
электронов в бетатрон при наличии внешних возмущений в виде слу
чайных колебаний напряж ения сети.

Задачу, решаемую вычислительным устройством, можно м атем ати
чески сформулировать следующим образом.

В релятивистской области электрона его энергия, напряженность 
магнитного поля, в котором движется электрон, и радиус кривизны т р а 
ектории электрона связаны соотношением [3]:

1 Г)4 ________________________
H r  = 1J - Y V ( V ^ V 0), (1)

о

где H  — напряж енность  магнитного поля в эрстедах; 
г — радиус кривизны траектории в см ;

V — энергия  электрона в мегаэлектронвольтах  (мэв);
V0 =  0,511 мэв  —- энергия покоящ егося  электрона.
При питании электромагнита бетатрона током промыш ленной 

частоты напряж енность магнитного поля в рабочей зоне изменяется  
в функции времени п о 'си н у со и д ал ьн о м у  закону

H  =  H m sin <  (2)

где H m — амплитуда напряженности магнитного поля на радиусе р ав 
новесной орбиты в эрстедах; 

со — частота сети в р а д + е к ; 
t  — время в сек.



При написании соотнош ения (2) предполагается , что началом о т 
счета времени является  момент времени, когда напряж енность  м аг
нитного поля на радиусе равновесной орбиты проходит через н у л е 
вое значение.

О б ъ ед и н я я  ( 1 ) и (2), получаем
i ru ____________

r H m sin wZ =  —  ( I/  +  2
О

или, р еш ая  уравнение (3) относительно переменной t , имеем
,  1г =  — arc Sm

CO

IO4

S rH
У Ѵ ( Ѵ  +  2 Ѵ 0)

m

(3)

(4)

Рис. I. Блок-схема вычислительного 
устройства

Следовательно, в соответствии с уравнением (4), вычислительное 
устройство долж но реш ать следующую задачу.

Д атчики специальных типов и высокой точности измеряют в п ре
дыдущем цикле ускорения или в нескольких циклах с последующим

усреднением амплитуду н ап ряж ен 
ности магнитного поля H m , н ап р я 
ж ение инжекции V и частоту пи
тающей сети со и вы рабаты ваю т со
ответствующие сигналы, подавае
мые на вход вычислительного 
устройства рис. 1. Вычислительное 
устройство производит вычисления 
согласно уравнению (4) и в ы р аб а 
тывает в соответствии с вычислен
ным значением t командный син

хронизирующий импульс в необходимый момент времени после пере
хода напряженности магнитного поля через нулевое значение в начале 
цикла ускорения.

При относительно небольших ( 5 + 1 0 % )  отклонениях напряж ения 
сети от номинального значения представляется целесообразным исполь
зовать  приближенную модель уравнения (4), реализуемую технически 
теми ж е  средствами, ках  это рассматривалось ранёе [1 ].

Составим более полное, чем это делалось в работе [1], математиче
ское описание управляю щ его вычислительного устройства, применяя 
те ж е  обозначения, что и в цитированной работе [1 ].

П о-п реж н ем у  предполагаем , что в месте установки пермаллоеЕого 
датчика момент перехода магнитного поля в рабочей зоне изм еняется  
по закон у

H  =  Iim1 sin (o)t — ср), (5)

где Н,Ші — амплитуда напряж енности магнитного поля в месте уста
новки датчика, в эрстедах;

<р — фазовы й сдвиг, обусловленны й размагничивающ им дейст
вием меди катуш ек намагничивания или другими ф ак то 
рами, в рад/сек.

За счет токов подмагничивания создается  в том ж е  месте м аг
нитное поле

H n =  - [ H 0 - K gH miC o s y t - (fi)], (6 )
где  H 0 — поле за счет постоянной составляю щ ей подмагничивания,

в эр с т ед а х ; 
поле от переменной составляю щ ей;

/ ^  — постоянный коэффициент, причем \ng \ C l ; .
Cp1 - малый по величине ф азовы й сдвиг в рад/сек,  

обусловленны й тем обстоятельством , что вклю чение больш ого  ак ти в 
20



ного сопротивления не уменьш ает до нуля  ф азовы й сдвиг м еж ду  
током и напряж ением  в цепи генерации переменной составляю щ ей 
тока подмагничивания.

М омент Z0 генерации управляю щ его  импульса определится  из 
условия H g +  H n =  0, то есть

Решение полученного в неявной форме трансцендентного, в данном 
случае тригонометрического уравнения относительно переменной Z0 

будет определять момент фактической генерации управляющ его импуль
са после перехода магнитного поля на равновесной орбите через нуль.

Таким образом, уравнение (8 ) мы можем рассм атри вать , как  при
ближенную математическую модель основного исходного уравнения (4 ). 
Несмотря на каж ущ ую ся сложность выраж ения (8 ) техническая реали
зация ,для  его решения оказывается гораздо более простой по сравне
нию с построением вычислительного устройства для отработки функ
ции (4). г

Произведем допустимые упрощения основных соотношений (4) и 
(8 ). Учитывая, что захват  электронов в процессе бетатронного ускоре
ния происходит в пределах 1 — 2  электрических градусов после момента 
прохождения магнитного поля на орбите через ноль и что угол фі может 
быть доведен до весьма малой величины, в частности, можно добиться 
выполнения равенства <pi =coZo, мы можем с погрешностью порядка 
0,03—0,05% переписать уравнения (4) и (8 ) в приближенной форме:

Заметим, что уравнение (10) совпадает с уравнением (13) 
в работе [ 1 ].

Условия выбора конструктивных параметров H 0 и к^. были рас 
смотрены нами в работе [1 ] для  нерелятивистского случая при несколь
ких возможных способах регулирования по возмущению.

Н иж е рассматриваю тся некоторые возможные способы определения 
параметров H 0 и Kg B общем случае, охватывающем и релятивистскую 
область скоростей вводимых в ускоритель электронов.

В качестве примера рассматривается способ регулирования по воз
мущению в системе инжекции с питанием зарядного трансформатора от 
обмотки, находящ ейся на магнитопроводе бетатрона.

Подобный способ питания зарядного трансформатора связан с не
которыми усложнениями конструкции электромагнита, однако при этом 
достигается автоматическое слежение за переходными процессами 
в электромагните, возникающими в результате случайных колебаний 
напряж ения сети. Н аличие автоматического слежения приводит к тому, 
что величины Hml H ті и V в уравнениях (9) и (10) изменяются в к а 
кой-то мере согласованно и в некоторых переходных режимах, что обес
печивает достаточно точное приближенное математическое моделиро
вание уравнения (9) уравнением (10) в этих режимах.

В дальнейшем изложении имеются в виду установившиеся стати
ческие режимы, когда цепи питания зарядного трансформатора и элект-

Hml Sin (O)Z0 — ср) =  H 0 — KgHml COS (ü>Z0 — <рі). 

П ерепиш ем уравнение (7) в форме
(7)

(8 )

( 1 0 )

(9)

21



ромагнита бетатрона являются независимыми, но подключены к одному 
и тому ж е  источнику, что наиболее просто осуществимо на практике.

В установившемся статическом режиме для рассматриваемого спо
соба регулирования по возмущению имеют место зависимости:

Um1=OiUc, ( 1 1 )
H m =  ^Uc, ( 1 2 ) 

V = - ( U c, (13)

где Uc — номинальное эффективное напряж ение питающей сети при 
соответствующ их номинальных величинах H mi, H m и V ; 

а, ß, у — коэффициенты пропорциональности, то есть постоянные 
величины.

С учетом зависимостей (11 — 13) уравнения (9) и (10) записываем 
в виде

і  =  ( Н )Cl)

W  n O*0 =  —  - T T - Q r  + 9 -Cl) V a Uc J
(15)

IO4
где константа к'  = -----  зависит от конструктивного параметра бета-

3 г
трона г — радиуса равновесной орбиты.

Д л я  определения  параметров H 0 и Kg можно задать , например, 
условия следую щ его  вида: потребуем, чтобы при некотором номи
нальном напряж ении сети Uc =  U co вы полнялись равенства:

t  (U co) =  t 0 (Uco), (16)

dJ u c = U co) =  F l (Uc =  U co).(17)
dUc dUc

Реш ени ё  системы двух  уравнений (16) и (17) с двум я неизвестны 
ми H 0 и Kg дает в результате

I « ' * . xМ оѵ
0 ~  ~2 ~ T  Г  ' 18)

r  S /  I -L-
у  +

„ = m  L  т ш _ ( <  A- о
g 2^ c  г  Yur0V 2 i/ 0 /  ' (19)

V + 2 V0
B обозначениях, принятых в работе [1], эти параметры имеют вид:

H 0 =  - L  Vt0Hmi (  — L 7 - \  ,  ( 2 0 )
2  1 I + 1 ,

Cl)/
К = < р -

2 V0

I I 2 ILco N 
2 Ѵ 0

S j  9 1  v / /z  \ I +  TD
2 Vn J

( 2 1 )

Сопоставление полученных соотношений (20) и ( 2 1 ) с соответ
ствующими формулами в работе [1 ] свидетельствует о том, что вы раж е
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ния в круглых скобках формул ( 2 0 ) и (2 1 ) являю тся в некотором смыс
ле релятивистскими поправками к полученным в цитированной рабо
те [1] условиям определения параметров H 0 и Ks.

Следует особо подчеркнуть, что значения параметров H 0 и K g  в д а н 
ном случае инвариантны по отношению к частоте со питающей сети, что 
является весьма ценным свойством 
рассматриваемого способа регулиро
вания по возмущению. Практически 
это означает, что колебания частоты 
не будут сказываться  на настройке уп
равляю щ его вычислительного устрой
ства.

Выполнение условий (16) и (17) 
означает, что кривая необходимых 
ф аз инжекции t =  t ( U c ) и кривая вы 
рабаты ваемы х вычислительным уп
равляю щ им устройством действитель
ных фаз инжекции t0 =  t0(Uc ) имеют 
взаимное расположение, приближенно 
показанное на рис. 2 .

Д л я  определения допустимых от
клонений U c от номинального значе- 
чия U co следует определить зави си 
мость абсолютной погрешности фазы  инжекции от колебаний н а п р я ж е
ния сети.

П од ставляя  (18) и (19) в (15), имеем

Рис. 2. Взаимное положение моде
лируемой и моделирующей зависи

мостей

I  K r

7° =  2р"
V  2 Vo7 и CO

I / 1 +
7и CO

1
+

1

Ur D 1
1 + 2

CO

TUcc 
2  U0

(2 2 )

2 V r

Т еперь  найдем вы раж ени е для  абсолютной погрешности At 
=  t  — t 0 после неслож ны х алгебраических  преобразований в сл ед у ю 

щ ем виде; ____

A t ( U c) = И Ѵ 2 ^ Ѵ 0

(23)

Н етрудно видеть, что при Uc =  Uco правая часть вы раж ени я  (23) 
обращ ается  в нуль, как это и долж но  быть в соответствии с у сл о 
вием (16). Зад ав ая  определенное допустимое значение At, о п р е д е 
л я е м о е  д л я  каж дого  бетатрона экспериментально, и реш ая  квадрат
ное уравнение (23) относительно переменной Uc, можно найти д о п у 
стим ы е пределы  изменения:

^ c mln <  D c <  Demax. (24)

Следует иметь в виду, что точное определение всех величин в соот
ношениях (18) и (19) является  весьма затруднительной процедурой, свя 
занной с одновременными прецизионными измерениями переменных и 
импульсных сигналов. Д алее , точная установка вычисленных значений 
параметров H 0 и K g  такж е связана с большими затруднениями техни
ческого характера. В связи с изложенным представляется целесообраз
ным разработать  какие-либо практические приемы экспериментальной

23
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настройки вычислительного устройства после установки ориентировоч
ных значений H 0 и Kg, вычисленных по ф ормулам  (18) и (19).

А нализ уравнений (14) и (2 2 ) и рассмотрение рис. 2  свидетельству
ют о том, что для  экспериментальной настройки вычислительного уст
ройства необходимо каким-либо образом осуществить систематиче
ские колебания эффективного переменного сетевого напряж ения U9 
в окрестности номинального значения U co и подбирать взаимное соот
ношение параметров H 0 и /Cg TaKHM образом, чтобы излучение п о я вл я 
лось только при U c= U co.

С целью расш ирения допустимых пределов колебания н а п р я ж е 
ния U c в окрестности номинального значения Uco можно несколько 
видоизменить взаимное расположение зависимостей t ( V C0)  и to(Uc) 
в соответствии с рис. 3.

Такое расположение зависимостей в объекте и управляю щ ей моде
ли обеспечивает равномерное приближение моделируемой и моделирую 
щей зависимостей друг к другу, причем в случае U c =  Uco м акси м ал ь
ное отклонение не превыш ает некоторого абсолютного значения допус
тимой погрешности ô.

В этом случае условия определения параметров H 0 и K g  долж ны  
быть задан ы  равенствами:

t  (Uco) = Z 0 (G co) +  8 , (25) 

дІ(U c =  U co) =  +  (G c =  U co). (26)
dU c ' d U c

П одставляя  (14) и (15) в (25) и (26), производя  д и ф ф ерен ц и ро
вание и р еш ая  полученн ы е уравнения  относительно H 0 и к  , п о л у 
чаем д л я  H 0 в точности то ж е  вы раж ени е , что и в ф орм уле  (18), а для  
параметра К> получаем

N g  =  N g  +  0)0,

H 0 = H 0.
(27)

Т еп ерь  следует  определить те значения  Uc, при которы х по 
греш ность  At (Uc) =  t  (Uc) — t 0 (U c) обращ ается  в нуль. Д л я  этого 
необходим о реш ить относительно Uc квадратное уравнение, ан ало 
гичное вы раж ению  (23)

+ (2 /¾к ' + T l Z 0

2wp j / 1 +  VU
2 Ѵ 0

(28)

В общем виде вы раж ения для  корней уравнения (28) получаются 
весьма громоздкими, поэтому следует рекомендовать решение уравн е
ния (28) с помощью электронных вычислительных машин, производя
щих вычисления с точностью до 6  десятичных знаков. Т ак ая  точность 
необходима в связи с тем, что весьма м ал ая  по величине правая  часть 
получается в результате вычитания больших величин в левой части 
уравнения (28). П риближ енны е значения корней уравнения (28) в обт. 
щем виде можно получить следующим образом.
П олагаем

Uc =  Uco +  AtZc
и производим разлож ение в ряд  Тейлора первых днух слагаем ы х 
суммы в квадратны х скобках левой части уравнения (28):
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С охран яя  в разлож ении первы е три члена и подставляя их в ле^ 
вую часть уравнения (28), найдем приближ енны е значения:

Д Uc
U CO

1 + T W  
2 Vc

V u CO 1

где

А = /с' Ѵ 2ТѴ0

2 cuß / 1 +
yU

(29)

m
CO

2 Vn

С учетом обозначений (11 — 14) вы раж ени е  (29) можно перепи
сать в виде

Д Ur
U C O

-  +  2 1 /  Ш И - Г і / / і  +
-  V  IO4 У 2 IZlzr0 L  \

V
2 Vn

(30')

* Н айденны е значения Д U cмогут быть использованы при эксп е
риментальной настройке вычислительного устройства. В этом случае 
при медленны х вариациях Uc в 
окрестности U с'0 следует  так под 
бирать соотнош ения параметров 
M0 и Kg, чтобы наблюдались два 
максимума излучения при W min=
= U co- и U 1r_  =  Uco+ T u c.

-max
Д о п усти м ы е отклонения на

пряж ен ия  Uc за пределы  U
max

и U'  могут быть найдены,
cmin

очевидно, из соотнош ения

д и :
=±  2 -ХV C O

X
Г  28

V T
1 + C O

2 Ѵ 0
V u co. (31)

Рис. 3. Другой вариант взаимного распо
ложения моделируемой и моделирующей 

зависимостей .

Возмож ны м является  и такой подход к определению  условий 
выбора параметров H 0 и Rg, когда мы заранее предопределяем  вели
чину отклонения ±  M Jc от номинального значения, при котором по
греш ность AZ о б р а щ а е т с я +  нуль.

Д л я  упрощ ения записи последую щ их математических вы кладок 
введем следую щ ие обозначения:

1 кг



Тогда моделируем ая  функция будет иметь вид

t  (x) =  a j/ ô  +  N - , (33)

а моделирую щ ая —

H (x)  =  —  +  d.  (34)
' Х

Сформулированное вы ш е условие определения параметров e n d  
запиш ется следую щ им образом:

а ^  X0 +  Yx  х 0 +  Y x ^ r
'(35)

a  j f t X0 - Y x  n:0 — Ax d.

Реш ени е системы уравнений (35) дает значения с и d  в сл ед у ю 
щем виде:

c - r / ß l a ( ß b +  1 (36)

а
d  =

2Дх

2Дх \  Г  х 0 — Дх Г х0 +  Дх

(«о +  Дх) | /  0 + 3> д ^ - ( ^ о - Д*) } Л X0 - D x oj
(37)

П рименение условий (16) и (17) к уравнениям (33) и (34) в новых 
обозначениях  дает

c I  =  +  Г -  D - > '  (38)

=  WL . (3 9 )

° V L
Путем неслож ны х расчетов нетрудно убедиться в том, что

Iim с =  C1,
Дх->0
Iim d  =  Af1,
Длг->0

то есть условия (16) и (17) являю тся предельным случаем у.словий 
(35) при Д х ^ - 0 .  Напомним, что при задании условий (35) м оделиру
ем ая  и м оделирую щ ая функции пересекаю тся в точках Xmin =  X0 - Дх 
И Хщах =  X0 +  Ах, тогда как при выполнении условий (16) и (17) имеет 
место касание этих функций в точке х  =  х 0.



Если требуется  обеспечить наилучш ее приближение м оделируе
мой и моделирую щ ей функций в заданном достаточно широком д и а 
пазоне изменений л: от X = X 1 до х  =  х 2і то следует  воспользоваться 
методом интегрального квадратичного аппроксимирования функций 
на отрезке, т. е. способом наименьш их квадратов [4]. Д л я  этого н е 
обходим о  определить значения величин с и d , обеспечиваю щ ие ми
нимум интеграла:

•*2  X 2  ___________________

/  =  J [^(-*) t 0( * ) ] ' d x  — JJ y  b -f— ——  +  d
X 1  X ,

dx . (40)

Условия обеспечения минимума интеграла /  записываются в виде 
системы уравнений:

1 д і
~2 дс

i
—  d x  =  0 ,
X

d x  =  0 .

(41)

Таким образом, реш ение задачи в данном случае сводится к в ы 
числению

' ' = Я Ѵ ь + 1 і х = ~ а  2 Y b + - j ~ v ~b

л/~ ь b
b In W -  ■ X  ,

- J a  g

X 1

X 2

b -1-------d x  =  a
X

Y  ь + 7 + Ѵ І

F t [ Y  (x + f ) x + T ' ° x

X j /  X + - L + V ^ ) ] .

и других табличных интегралов.
Решение системы уравнений (41) целесообразно производить ввиду 

громоздкости вычислений на электронных счетных машинах.
После вычисления значений с и d из системы уравнений (41) не

трудно подсчитать требуемые значения величин H 0 и K g1 на основании 
соотношений (32) и соответствующим образом настроить управляю щ ее 
вычислительное устройство.

С ледует  иметь в виду, что при определении параметров H 0 и K g  
в двух  последних случаях  при Uc =  Uco и в окрестности не обеспе
чивается допустимая минимальная погрешность по фазе  At  ^  8 , то есть 
ф актическое  значение погрешности может быть больш е 8 . П ракти
чески это будет проявляться  в том, что максимум излучения будет 
иметь место в точках  U Cl =  Uco — AUc и Uc2 =  Uco +  ^ U ci а при Uc= U co 
и в ближайшей окрестности может наблюдаться существенное сниж е
ние числа захваты ваемы х в ускорение электронов и, как  следствие, рез
кое снижение мощности дозы излучения бетатрона. В этих случаях не
обходимо наряду с системой автоматического регулирования по возму
щению применять системы авторегулирования по отклонению, то есть
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применять комбинированные системы автоматического регулирования 
и управления. В комбинированной системе управления фазой инжекции 
регулятор по возмущению будет обеспечивать высокое быстродействие 
и создавать  более благоприятные условия работы для  регулятора по 
отклонению в широком диапазоне изменения величины напряж ения 
сети. Регулятор по отклонению в этом случае будет обеспечивать соот
ветствующую точность поддерж ания заданного уровня мощности дозы 
излучения, то есть стабилизировать этот параметр независимо от х а 
рактера  внешних возмущ аю щ их воздействий.

В заключение кратко сформулируем полученные результаты.
1. Составлено относительно точное математическое описание усло

вий работы системы автоматического регулирования фазы инжекции 
электронов в бетатроне по возмущению.

2. Н айдены релятивистские поправки к определению параметров 
регулятора по возмущению, позволяющие производить настройку авто 
матического вычислительного устройства при любом напряжении 
инжекции.

3. Рассмотрены несколько способов вычисления основных п а р ам ет 
ров регулятора по возмущению, в том числе равномерное приближение 
аппроксимирующей функции и способ наименьших квадратов.

4. Установлено, что наиболее удобным для расчетов и практическо
го применения является  способ равномерного приближения.

ЛИТЕРАТУРА

1. В. М. Р а з и н .  Стабилизация излучения бетатрона. Известия ТПИ, т. 87, 1957.
2. А. А. Ф е л ь д б а у м .  Вычислительные устройства в автоматических системах. 

Физматгиз, 1959.
3. А. П. Г р и н б е р г .  Методы ускорения заряженных частиц. ГИТТЛ, 1950.
4. Б. П. Д е м и д о в и ч ,  И.  А.  М а р о н ,  А. 3.  Ш у в а л о в а .  Численные ме

тоды анализа. Физматгиз, 1962.


