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П реобразование Л а п л аса  экспоненциальных полиномов Л е ж ан д р а  
и Чебыш ева («е»-іполиномов) [3] позволяет получить р я д  интегральных 
соотношений, связываю щ их каік «е»-полиномы одного индекса, так  и 
обыкновенные полиномы Л е ж ан д р а  и Чебышева, определением на ин
тервале (0,1) или ( — 1,1).

Рассмотрим прежде !Представление для «е»-полинома Чебышева 
I рода Tn*(t) .

Ранее  [3] было получено соответствие
_at 

е~ 2
л,  , T„»(t) « -  W (P ) . ?п (р), п )
У  I _ e - at U l

где

v + 4  +
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W (P) = --------- )  \  /  ^  W (t) = L C T C T a L (2)
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tpL L  =  + F + 3 { =  ( -  1^ 14 F  — TnCt).
п ( + + к )  П ( к а + р )

Согласно теореме об изображении свертки можем написать
_at_ t

L = C T r Тп*(Й = Jw (t -  x)Tn(,)du
O

откуда
___________  t

T n*(t) =  e T y C  i — e -a t  j W (t -  x )?n(x)dx.(4)
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Займемся определением функции cpn (t) .  Ее изображение по Л ап ласу  
(3) можно представить следующим образом:

П (к а — р)
iPn(P) =  ( -  D n- 1P +   =  (  -  D n- 1PlP +  ( п  +  D a I + V n(  )

П ( к а +  р)
к = 1

или после раскры тия скобок

Tn(P) =  ( -  D n - 1
1

ргѵ „(р )  +  (n +  D pV b( p ) (51

Если теперь иметь ів виду, что Vn (P) есть изображение по Л а п л а 
су интегрального «е»-люлштома Л е ж ан д р а  Vu* (t) [4], т. е.

i n 1
П ( к а — р)

V n(P) =  а +
П ( к а +  р)

к = 1

Vn*(t), ( 6 )

то легко найдем

PV0(P) « -
dVn*(t)

dt

P2Vn( P ) ^ d- + + V„*'(0)8(t)
(7)

Поскольку
V n * 1 (о) =  —a,Pn*(o) =  а (  —D n+1. 

последнее соответствие можно записать в виде

P2Vn(P) +  а ( — D n+1S(t).

Д ельта-ф ункция ô(t)  возникает вследствие разры ва производной 
Vn * 1 (t) при t =  0, поскольку мы считаем, что Vn* ( t ) = 0  при t < 0 .  Таким 
образом, искомая функция cpn (t) имеет вид

iPnG) =  ( -  D П- 1 1  d 2V n*(t) n dV n*(t)
a d t 2 +  1 +  ; dt +  8 (t). (8 )

Выражение в скобках можно представить через «е»-полином Л е ж ан д р а  
P n* (t) и его производную.

Имеем ‘[4]
dV n*(t)

dt
— a e -a tpn*(t),

d 2V n*(t) _  t _  at d P n*(t) 
~ ~d t2 “  e n ( 1 dt •

Подстановка дает

<Pn(t) =  ( -  D ne - at n a P n*(t) + q P n*(t)
dt 8 (t).

Таким образом, ф ормула (4) получает вид
t

T n(t) =  1 + ( -  1 )пе Т / 1 — e~at j V ( t  — т)|f w ( t  -  т)е~“т naP n* ( x ) +  d- + -
JЭ (

(9)

dx.

0)
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Это и есть искомое соотношение.
Сделаем подстановки x =  e-at и у =  е-ат , тогда «е»-полином Tn*(t) пре
образуется в смещенный полином Чебышева I рода Tn* (х), а «е»-по- 
лиіном P n ( т ) — в смещенный полином Л еж ан д р а  P n* (у) [1, 3]. Далее, 
имея в виду (равенства

■-sr(t-T) • + ѵ :
W (t х) I— g-a(t-T) С б _ат—C_at V y — X

d P n*fr)
dx

d P n*(y) л d yn 7 y -а; dx =  —
dy y-a

сразу получим

тп*(х) = I —(— \ ) n V  I — X J n P n*(y) -  У
d P n*(y)

dy
dy

или, поменяв местами пределы, можем написать
1

т л х )  =  I +  ( -  i ) nV  1
- x I f U

пР Л у ) -  У
dPn*(y)

Наконец, сделав замену [ 1 , 3]
I 4 -  X

(О <  X <  1)
dy

dy

( И )

и у
1 +  у

2  j g

получим соотношение для обыкновенных полиномов

T n ( X ) -  =  1 +
( -  D n

C l
(у) — (1 -  у) dPn(y)

dy dy
х V y  —X

( -  1 Ч< X  <  1) (12)
Установим аналогичную связь между полиномом Чебышева II рода и 
полиномом Л еж андра.

Д л я  «е»-полинома Чебышева II рода Un- i * ( t ) ,  учитывая ( 1 0 ), . а  
такж е равенство [3]

U n- i* ( t )
I r at d T n*(t) 

2 na dt

сразу получим

( -  D n + 1
, at

2 na dt
е Т у Л  -  e - atj  W(t — x)e

dPn*(T)
dx dx

(13)

n a P n*(x) +

(14)

Д л я  смещенных полиномов вместо (13) будем иметь

U n - . f r x )  =  A -  S L W j  ( 0 < Х ч < 1 ) . (15)

Таким образом, дифференцируя ( 1 1 ) по х и подставляя в (15), найдем

dPn*(y)

U n- ^ ( X )  =

9. Заказ 907.

( -  D n _d_
2 n dx V

ГпРп 
1 -  X J ----

(У ) -  У

V y
d^ d

(0 < х < 1 ).
(16)
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Д л я  обыкновенных полиномов соотношение имеет вид

■пР„(у) -  (1 +  у) dPn(y)( -  Dn
dx V 1 /

dy
d y

V y - X
( -  I <  x <  I) (17)

Полученные интегральные формулы можно записать более ком
пактно. Віведем систему «е»-іполиномов

D n 4 t ) =  +  [ P n * ( t ) - P * „ _ i ( t ) ]  (11 =  1 , 2 , . . . ) ,  (18)

где P n* ( t ) — «е»-іПолином Л еж андра. Эта система является, очевидно, 
полной в том же гильбертовом пространстве, в каком полна система 
«е»-полиномов Л еж ан дра  P n*(t) (n =  0, 1, 2 , . . .) [3]. Отметим такж е 
равенства

Dn* (O) =  I и D n * (o ° )= 0 .
П окаж ем  теперь, что

at n aP n*(t) d P n*(t)
dt

d P n*(t)
dt

(19)

Имеет место следующее рекуррентное -соотношение для «е»-полиномо з 
Л еж андра:

(1—2е~ а1) »  — d p V J t ) =  2 n a e - atP n*(t). (2 0 )

Оно получается из соотношения для обыкновенных полиномов Л е 
ж андра, определенных на интервале ( — 1 , 1 ) [2 ], если сделать замену 
x—>-1 — 2  e~at. Из (20) найдем

n a e _atPn*(t)at d P n*(t) =  _ L  d P n*(t) _  d P * n_ , ( t) 
dt 2  dt dt

или в другой форме
at d P n*(t) dD*(t) atn * m

e_ — Lit =  —  d t  n ae~ atP n*(t),
откуда непосредственно следует тождество (19). Д л я  смещенных поли
номов будем иметь (x =  e_at)

nP„*(x> -  x d P " ' ,X) -  d D "*(x)dx dx
(2 1 )

Сделав замену х- 14-х , получиім для обыкновенных полиномов

пРп(х) -  ( 1  +  х)
dPn(x) dD n(x) -  1 ч< x «  1 . (2 2 )

dx dx
Вместо соотношений (10), (1.1) и (12) теперь можем написать:

at

T n* ( t ) =  1 + (  — I ) еТ  Y \ F * - f
НП

w  (t -  T) >  dT ( 0 < t < o o ) ,

dD n*(y)
т п* ( х )  =  I i f - I J 11I T b T / ф + = Ѵ  ' L ï > dy (0 ч< х  ч< 1 } -!<23)

X

—  Г I  d P n(y)
x J V y - X  dy

T n ( X )  =  I 4 - ( -  l ) n V T d y  ( —  I <  x  ч< I ) .

130



Аналогично могут быть записаны формулы (14), (16) и (17). Решим 
теперь обратную задачу, т. е. выразим полином Л еж ан д р а  через поли
ном Чебышева.

П реж де найдем преобразование Л а п л аса  «е»-полином a Dn* (t). 
Имеем [3]

о  * /ѵ  гт ка — р 1W1 ка — 1
P n L b  « -  II . - Г '- И P „-I* ( t)  + ^ Пк= 1  ка +  P к = 1  ка +  р

Таким образом,
п— 1
П (ка -  р)

D nL t )  =  [PnL t )  -  P o - , L t ) ]  -    =  D n(P). (24)
П (ка +  р)

к= 1

Введем обозначение

T n L t W V p )  =  W(P)-Tn(P)- (25)

at
е ~

V I -  e - at
Учитывая (2), (3) и (24), можем написать

V p )  =  ( -  D n - 1
Vr* r H r + 4 - )  £ < к а “ р)

Г I - T -  j  П (ка +  р)
к= 1

P , 1
U 7 r r  W  +  „ ,

=  ( -  D n   d  . - - -  D 11(P) .

О ткуда

Г

D11(P) =  ( -  1 ) " -------------   і у Фп(р) (26)

M + + т

Пусть

Г

Vх* Г ( —  + - 2

По теореме смещения будем иметь

« -  f(t).

4  - ^ ѵ М +  +e f ( t ) ~

аГ ' р

С равнивая с (2), приходим к выводу, что



Таким образом, переходя к оригиналам в операторном равенстве (26). 
получим согласно теореме свертки

t ат

D n*(t) =  ( - 1 ) "  Г f(t -  г ) —  6 2 - - = T n*('t)dx. (28)
J  V I  — е -ат
О

или в развернутом виде
t ат

D „ b t )  =  -1---" 3  f  . ..1 ,, - , = T  • - = ■ е ~2 T n*(x)dx (29)
J  У  \ — е _ a ( t - 9 e -at
О

Если учесть, что [4]

Dn*(t) + D n-H*(t) =  - L  [p n+1* (t) _ p n-i* (t) ] =  -  (2 n + l ) Vn*( t ) , (30)

легко найдем
t  ат

, т -  bDZhГ -  Т Л Р І
V “ ( ' *(2n +  I)  J ух  _  e - x t -ч  Yi -  е -,> ( '

Наконец, из тождества

d V n*(t)
d t

ae_atP n*(t).

Следует соотношение для «е»-полиномов

П _  ( -  1)¾*1 d f  e - T | T n. , « M  -  T„«(x)I . .
" ( '  *(2п +  I )  dt J  y  i _  y  i _  e - . .  ' ' I

0
Д л я  смещенных полиномов, выполнив замену x =  e-at и у = е _ат , будем 
иметь

Рп*(х) =  1 Jn -= - L  f  J n+1*( y ) ~  I L y ) dy (0 ч< X <  1). (33)
ir(2n +  I) dx  J у  (у  -Х)(і _  у) J ̂

1

Д л я  обыкновенных полиномов соотношение получает вид

Pn(X) =  },7 1J J  L  Г J ° +»(y ) - T J y j dy  ( -  1 ч< X  ч<  у) (34) 
+ 2 n  +  I)  dx  J  V v  -х)(1 -  У)

1

В заключение отметим, что все полученные соотношения легко 
могут быть проверены непосредственным интегрированием.
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