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При обработке экспериментальных данных с целью построения 
эмпирических зависимостей достаточно часто используют дискретный 
аналог ряда Фурье по тригонометрической системе функций. При этом 
исходные данные, а именно: значения отсчетов приближаемой функции, 
а также узлы, в которых эти отсчеты взяты, известны приближенно. Это, 
например, имеет место в задаче автоматического построения рельефа 
некоторого физического поля, контролируемого путем периодического 
снятия дискретных показаний с датчиков, расположенных в этом 
поле [1].

В настоящей работе дается оценка среднеквадратичной погрешно
сти приближения тригонометрическими полиномами, возникающая из- 
за неопределенности в фиксации узлов приближения. Эта часть общей 
ошибки приближения получила название неустранимой погрешности 
второго рода в отличие от неустранимой погрешности первого рода, 
обусловленной погрешностью измерения отсчетов [2]. Характеру не
определенности значений узлов на отрезке приближения придадим ста
тистический смысл, т. е. будем считать, что имеется такое случайное 
множество последовательностей узлов {х0', х / ,  ..., хл'}, которое в сред
нем совпадает с некоторой выбранной системой узлов {х0, Xb ... хп}.
Математически этот факт можно выразить следующим образом:

М [ х 0' , x j  . ..xn' \ = M { x ü' ) ,M {xJ) . . .  Xi. . .хп,(1)
D{x0',Xl' . . .xn'}= D ( V ) ,  D{xt '}.. .D{xn' } = d 0\ d * . . . d n2.(2)

где M Yi D соответственно операторы математического ожидания и дис
персии.

Такая постановка задачи вполне соответствует действительности, 
так как в сущности описывает измерительную процедуру по определе
нию расположения узлов на отрезке приближения, если речь идет в ко
нечном итоге об эксперименте в физическом поле или о контроле неко
торого процесса на конечном отрезке времени.

В дальнейшем будем полагать, что
d o = d \  =  Cl2 = .. .dn =  d (3)

и узлы х0, Xb ..., х п на отрезке приближения распределены равномерно. 
Тогда тригонометрический полином для некоторой функции /(х ) ,  постро-
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енный по отсчетам у0і у и ..., у 2п и узлам Х\, х 2п и наилучший в
смысле среднеквадратичного критерия, имеет вид

Тп( х ) =
а . - V  ( a ^ c ö s b + ^ s i n L x ) ,
2  /г— 1

(4)

где

2 ß + l  j=o 
2 2лY y i C o skx i, (

2 я + 1 і=о"
2 2л 

Ьк= — —  V  !/,.sin V  
2/г+1 Д

(5)

Ha множестве случайных последовательностей (хоѴх/, •••> x 2'„} ПРИ 
неизменных отсчетах г/о, г/ь •••, г/2„ можно построить множество случай
ных полиномов (F n (X)I согласно (4) и (5) таких, что

М \ Т п'(х)\  =  Тп(х) (6)

для всех X, а также множество отклонений (Д 'п(х ) | ,  определяемых как

(7)

где

А„'(х )=Т„'(х)— Тп(х) =  V ( a Acos A:x +  ßft sin
k=x

2 2n
' * = - — —  ^ y iIcoskxZ

2 / z + l  Д
9  2/z

Ift=  -  V  (/Jsin A rx /- sin ArxJ- 
2 « + l  Д

(8)

(9)Из (6) следует, что M [An'(x) ] = 0 .
Неустранимую погрешность второго рода O2 в целом по отрезку 

приближения (скажем длиной 2я), обусловленную неточностью фикса
ции узлов, выразим следующим выражением:

V = ±  J Z W ( X ) I d x .
2тг о

( 10)

Подставив в (10) (8) и выполнив соответствующие преобразова
ния, получим

a22 —~  S j (M[a2ft]+ M [ß 2ft]).
2 k=i

(11)

Будем считать, что

\ х і —  X i I = B l' « Х і + і —  Xi(12)

для всех і, тогда для a k и можно воспользоваться приближениями

42



2 2п
— ГГ •2 п + 1  / о

9  ?/z

h = - - TT■ k I i Vi ZifCOskxi.
2 « + 1  / u

Используя (13), нетрудно показать, что
Л 2/г

m K 2H t t G t t 2̂ 2S  ь  2sin2ftW(2я+1)~  /=о
Л Zn

M [ß ft2] = » ь ^ 22г/і 2COS2Zc-Vi. 
(z « -p l)  ,-=0

Подставляя (14) в (12), найдем

( 13)

(14)

O2- J n ± М у у . 2 .  (15)
3(2 «+1)  â

Если считать, что функция f(x) ограничена на отрезке приближе- 
ния некоторой постоянной М, т. е. | f (x)  | для всех х, что вполне ес
тественно в практических задачах, то получим для величины O2 оценку

2 п { п + 1)
3

или для достаточно больших п

M Ч 2 (16)

^ndbA П 7 ,

* f  к т - ( |7 )

Удобно ввести относительную погрешность £2 согласно выражению

е _  а2 ^ _ n d _  _ (18)
м  iV Z  '

Относительно значения неустранимой погрешности второго рода со
гласно (17) (то же (18)) можно сделать следующие выводы: неустра
нимая погрешность второго рода, обусловленная погрешностью опре
деления узлов на отрезке приближения, возрастает с увеличением сте
пени приближающего полинома. В результате, что весьма важно от
метить, начиная с некоторых п (то же с ІѴ=2я-}-1 числа отсчетов), об
щая погрешность приближения, которая складывается из устранимой 
погрешности (т. е. погрешности метода, определяемой сходимостью по
линома к функции /(х ) )  и неустранимых погрешностей первого и вто
рого рода, будет возрастать, несмотря на дальнейшее увеличение объ
ема исходных данных, т. е. числа отсчетов N. Следовательно, при уве
личении числа отсчетов необходимо повышать точность измерения как 
значений функции, так и положения узлов с тем, чтобы добиться при
емлемых значений погрешности приближения.

Отметим в заключение, что возрастание неустранимой погрешности 
второго рода свидетельствует о неустойчивости процесса приближения 
тригонометрическими полиномами к вариации взаимного расположения 
узлов Xi на отрезке приближения. Этот же процесс остается устойчи
вым, как это было показано в работе [3], к вариации последовательно-
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сти отсчетов в полосе погрешности, т. е. неустранимая погрешность пер
вого рода не зависит от степени приближающего полинома. Специаль
ным методом процесс приближения можно сделать более устойчивым. 
Простейшим из них является сглаживание рядов, вычисляемых по при
ближенным данным. В частности, если степень полинома п выбирается из 
соотношения N = r ( 2 n - \ - \ ) y где г — целое, больше единицы, как это име
ет место в тригонометрической регрессии, то соответствующая оценка 
для I2 примет вид

« W '  ,19>

т. е. 2̂ в г раз оказывается меньше.
Полученные результаты могут быть положены в основу планирова

ния объема экспериментальных данных в случае, когда аппроксимация 
экспериментальных зависимостей ведется методом средних квадратов 
с помощью тригонометрических полиномов.
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