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В статье разбирается  вопрос о получении приближений функции 
Куммера в виде произведения биномов. Эти 'приближения получены 
на базе цепных дробей и могут быть применены для  вычисления этой 
функции.

Функция Куммера содержит параметры ос и которые в этой 
статье изучены при положительных значениях  2а >  >  0.

1. Вырожденная  гипергеометрическая функция (функция Куммера)

Ф(ос; т; *) =  2
(Gk

K=O (Т )к
х к, Ix l <  JVt

T Ф  0, — 1, ;  (а)к =  Q a  4Q  , (а)0 =  1
Г (1)

может  быть представлена как частное двух функций следующим п у 
тем:

x
ф  (a; -f; х)  =  еІп ф <“

f U  ф ( « ; т ; 0  J
т. е.

Ф (а ;  у; л") =  ехр

Ла/Ф (оь +  1 ; T +  1; t) 
7Ф (а ;  t)

dt (2)

Д ал ее  заменим отношение д в у х  рядов под знаком интеграла (2) и з 
вестным разложением его в цепную дробь  ( [ I j 1 стр. 134) и п р е д с т а 
вим ф ункцию  (1) в виде сл едую щ его  произведения:

Ф (а; у, х  =  ехр
X

2л+ 1(t) dt ехр

гд е

Q2Wi (t)
о

Р2л + 1 (-*0 ~  a і ^2л + 1 (f) ,

-  ос Rzn+x (t) dt (3)

(4)
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P A/)
Q A t) a, +

«1 =  T, «2m

a2m + I — ( I )

( - D 1

® î T  • • • T
«K

+ +  2 m -  I) (a +  l ) m_i

(T -  «).
(T +  2ot)(t — a),

Z+я + І (Z) = V

(a  + 1)«

<*2*+ I

/72 I 2i ,  . . . ,

([2], стр. 34),

( 5 )

(6)
к-n + l Q2/C-I (Z) Q2K + 1 (Z)

Д л я  числителя и знаменателя подходящей дроби (5) известны 
равенства и соотношение ([2], стр. 13, 14)

(т 1cIn +1 _________ ____ (т +  1)гя в />ч
(a + l ) n Zn (<*+!)„

Q2n + l (Z) — *2m + l
т=0

где

.. . + ( T )2,1+ 1 (Т)2я + I
( « + ! ) „  D (а +  1)я tn—  Я2п + \ (Z),

£ > e v » .  - - V  / 14» ( T + | 2 « ) ( Y - a )

^2/1+1 (Л) =

n n
  Я2т + 1 = 2 j (— I)
m = O /72=0

2a

m
(a + 1  ),

(7)

(8)

(9)

1 +
( ï  + 2 n  — 2)+ +  2

x T2л—I (Y) -f

( a  +  я — I ) +  — x +  n— I )
X- <f2n-s(x), n =  2, 3, ... (10)

(Y +  2« — 2)( у + 2 n — 3)з
ГДе /72„ + і ( х )  И ¢2/1 + 1 (*) =  ®2« + l C*).

Ввиду того,  что правая часть равенства (9) может быть представ
лена разностью двух  обобщенных гипергеометрических рядов,  и, при
меняя  следую щ ую  формулу ( [3] , стр. 191) в частном случае  ( с — 1):

O O

а 2/тг + і — T 3D2 [ 1
/72=0

получим

Y a, I: -CT , а  +  1 ; — 1 а,

Pi У? „______ (0O/2+ I ( 1)Л (Y а)/2+1Un ~  Zu 2/72 +1 --------------------------------------------

( H )

(12)
772=0 (a "fr 1 )п

2. При следующих значениях параметров 2а >  y >  О и независи
мой переменной х > 0  имеем:

Î) для  a  =  Y +  tf +  s ( 0 < s < l )  все а ь а2, ... , а 2к+з в равенствах (5) 
(т л: -f- 1 ) положительны и корни ¢ 2̂ +3(*)  отрицательные
([2],  стр. 14) и разделяются  корнями (Ьк+і (х), поэтому и ввиду р а 
венства (8)

9і (■*) < Чз (х) <  ... <  92,2+3 (* ) ;  (13)

2) для  <  a  <  y +  1 и для  a =  y +  к +  £ (т = к +  2 , ...), ввиду

соотношений ( 10) и неравенств (13), получим:
92,2+1 (х) <  92,2+3 (*) <  ... ; // =  0 , 1 , . . .  (14)

140



Исходя  из равенств (5), (8) и (14), нетрудно получить оценку 
д л я  функционального  ряда (6):

I Ѵ „ +, (Z) I <  1 (Т ~ а)я+11 (а +  tLL , Z > 0  (15)
(ТЬ + 1 (т)2/1 + 2[ <72/1+1 (*)]“

Относительно модуля  интеграла (4), ввиду неравенств (15), м о ж 
но установить верхнюю границу:

I Р2.. + 1 (*)| <  Л'2" ' 2 I (I ~  а )" + 1 1 <«)" + ■ х > 0 . (16)
(Т)2П + .(Т)2П + 2[«2Л + 1( +  ]2

Равенство (3) с учетом (7) и (8) можно представить в виде сл е 
д у ю щ е й  суммы:

Ф (а ;  y; х ) ехр +  т 2л + 1 ( х )

=  Ф2л + 1 (X) Ar Г2п+\ (Х), (17)
где

а
—  Л*

I Г2л+і (дс) I <  £ т ехр IP1 (л-)I [ехр If2л+ 1 ( + — 1]. (18)

3. Теорема.  Вырожденная  гипергеометрическая функция (1) пред 
ставляется  следующим произведением биномов:

Ф ( а ;  7; х )  = eb°x Y \  ( 1 +  —  + Г 2п+і (х), (19)
ZZZ = I \ ат !

где

П  { 1 +  —  ) =  +л + , (X) ,  b0 =  -------------------------------   ,
І І Д  am l  («)«+1 +  ( - 1 ) “ (Т - * ) «  + !

ЬяЖЯ^ - Т ) а  Au + , ( - а т ) . й = 1 > 2 )  (20)

T2 ( I  +  1 ) —  [фьи-і ( - « * ) ]  ах
Многочлены А 2л+ і ( + ,  q2n+i(x)  и + я+і (х)  следующие:

A 1 (х)  = 0 ,  A 3(X) =  çr,(x) = P 1(X) =  1,

+  ( + =  і + О Д + + ( +  =  H - L L 1I a-; (21)
Т(Т +  2) (Т +  1)2

они для  га =  2, 3 , . . .  определяются  последовательно с помощью соот-. 
ношения (10). Оценка  остаточного члена | г г л + і ( + |  устанавливается 
с помощью неравенств (18) и loi.

Доказательство .  Ввиду следую щ его  равенства

(у — а) х А 2„+1 ( +  =  (T)2 [ + л - и ( +  — «2Л-Н ( + ] ,  га =  1 , 2 , . . . ;  (22)
a т акж е

ЛІ2л+і (л-) =  — р2п+і(х )  — J -  (23)
T D

многочлены A2n+  ( + ,  M2n+ і ( х )  наряду с и ( +  удо вл ет 
воряют соотношению (10).
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Применяя равенства (7) — (9), (20) и (23), преобразуем равенст
во (17):

Ф (я; у , х )  ехр L -  [ d t +  Т О
L Dn J J

M 2n+x(t f
н-i

=  exp I d 0 f  d t  +  2  f  ~ - j
I J  IZZi I +  —-

a m

где bp =  —  и ввиду равенства (12) b0

dt  +  Г 2л+1 (•*)

+  f  2л +1 (•*+ 

(я)л+1
D (“)л+1 +  ( — l ) n ( ï  -  Gn ■H

а также

Ф (a; i  ; х) =  еь°хП  f l +  —  )  +  ̂ я+ і (-«), =
m= I \ ani I

M 2n+\ ( — Cim) 

d X / m ’
—  ^ 2 л + і ( - а я )
dx

к тому же, на основании (19) и (17) оценка | г 2л+ і ( * ) |  находится со
гласно неравенствам (18) и (16).

Ввиду первого равенства (20) q2n+l (— а т) =  0, поэтому, приме
няя равенство (23), получим

M2n+ 1 (— ат) +
Ьт =

I CL CL \

Ь г т  * ■
+ 1( - а т)

d
d x

[?2л+і (— I

— [/?2л + і ( -  ат )-  ( -  ат)\
_  T

d x
[qzn+i ( — а от)]

и на основании равенства (22)
а  (а — 7Ьт =т а

I 2 ( ï  +  1) —  [ <72я+і ( — d x

тем самым теорема полностью доказана.
4. В случае комплексных корней многочлена q 2 л+і (х) эти корни — 

ат и коэффициенты Ьт соответственно будут попарно сопряженные и 
каждые такие два множителя могут быть преобразованы к элементар
ным функциям с вещественными коэффициентами. Например, после 
элементарных преобразований получим (і =  Y  — 1)

у \  а + хі /

a +  oi i +
X

а — bi

Zb3Jc2
(а2 +  b2) +

а х
а2 +  Ь2 +  1

2т arctg

<3 — X і

Ъх
ах RaaRb2

(24)

1 4 2



Применим формулу  (19) в случае  л = 1 ,  получим:
а 'а-fl) X
(2а—т)(т+1) [ 2а  —  T \  Ма—I) (7+2)2

Ф (а ;  г> Х) = е ( 1 +  2 , 0 * )  (2я—7)а (т+1) + г » (*)• (25)
V 7" +  2т 1

И з равенства (25) можно получить как точные равенства

Ф ( т  +  1; 7 ; •«) =  «* ( і  +  +  xj ; Ф ( — I; 7; *) =  1 — у  ;

так и приближенные равенства для  интеграла вероятностей и интег
ралов Френеля  ([3], стр. 254):

ДГ

Erf(X) = j e - = хФ ( j ;| -  ; -  д2) =
О

=  Xe0-6*’ ( 1 +  +  Д2 | _9,8 +  д г 3 ( -  д 2); (26)
21

„ ( 7  L ,
f  ; -  Ьс ) +

1 3 . M  ,  /  2x f  \ ~ 4’9
' 441 ’ Х

/

X cos / 9,8 arctg   0,6 д , (27)
\ 21 )

X

S (х)  =  —J =  f  t—\ sintdt  »
; К 2 тс J  -

о
9 х  /  4-х2 \ - 4 , 9  /  9  V \

1 1 +  J Sin 9,8 arctg - g -  -  0,6 x  ) , (28)

где для  x  =  1 получим:
С (1 ) «  0,72203 (А =  -  0,00033),  S (1 ) «  0,24774 (А =  0,00014), 

здесь  А — абсолютная погрешность.
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