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При решении физических задач методами численного анализа на
ряду с оценкой нижней границы погрешности формул численного интег
рирования для правильного выбора типа квадратурной формулы необ
ходимы оценка погрешности интегрирования сверху, которая зависит 
от коэффициентов квадратурных формул, узлов и числа точек интегри
рования.

Рассмотрим произвольную квадратурную формулу

\ f  ( х )  d x  =  ^ C k f ( x K) ,  (I)

О K = I

где Cn — коэффициенты квадратурной формулы;
хк — узлы квадратурной формулы;
N — число узлов.
Особый интерес для практики представляет случай, когда функция 

f(x )  периодична, так как часто в приложениях используется представле
ние функции в виде тригонометрических рядов.

Целью данной работы является определение выражения для верх
ней границы погрешности численного интегрирования для случая пери
одических функций.

Пусть W 2 — класс однопериодических функций заданных на ин
тервале [0,1], имеющих абсолютно непрерывную производную т— ! 
порядка и производную порядка т, интегрируемую с квадратом.

Как следует из 111, верхняя граница погрешности квадратурной 
формулы R (Ск, x K, À), определяемая соотношением

R ( C K,х к , Al) =  sup I ( / , / ) ! ,  (2)
Il /  IIwm=I 2

где
I N

( Л  / )  =  f  /  W  àx /  ( * * ) .
K =  1

достигается на функции

U2 =  2 .  ( 3 )
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Здесь M1 — периодическое решение уравнения
d 2m M1

( - 1 ) ' 1 _  ^ С к Ь ( x -  x * ) 1 . (4)
к=і Jdx2m

где 8 (х — х к) — дельта-функция Дирака, а
N  1

d —  2  Cr U1 (Xk) — j  M1T O .  (5)
к= 1 о

Рассмотрим решение уравнения (4). Обозначив через U1 перио
дическое решение уравнения

d 2m U1
d x 2m

N
и учитывая, что ^  C1 — 1, можно записать 

1=1 N
U1 =  J J C 1U1. (7)

I = I
Так как дельта-функция Ь ( X - X 1) на интервале [Ѳ, 1] допускает 

разложение в ряд Фурье согласно [2]
CO

Ц х - X 1) -  2  (8)
T=-OO

то уравнение (6) согласно (8) можно записать в виде
OO

d2"1 uI _  Y  ^2lti (4Г-ДГ,) T
d x 2m 7 = - 0 0  

TY=O

( — I )т 2  * ^ т- (9)

Учитывая, что в периодическом случае у краевой задачи (9) гра
ничные условия отсутствуют, решение для U1 получим, проинтегри
ровав 2т раз правую часть данного выражения. Приняв во внима
ние, что

OO OO OO

7 = — о о  7 = 1  7  =  1
TY=O

CO
=  2 ^  cos 2тс ( X - X 1) у, (10)

т=і
и учитывая соотношение (10), для U1 находим

=  V  t m  2 .  ( X - X 1) 7
(2u)2m +  y2"*

Из выражений (7) и (11) легко получается решение для функции

2 V r V  cos2 « ( j : - J C 1) т /< о \

w + й  ' , ¾  7 =  '

Из (1) следует
1

M1 =



Принимая во внимание, что ^ a xd x  =  0 для R (C K, xR, Ar), можно

записать
УѴ

/?2 (С*, Xk9 N ) = d = y C Ku{ (х к) =
F=I

N N оо
=  —  У  С* У  Ci У  cos ^ (  Xk - X 1) x

(2«) +  f l  f l  T2m
Полученное выражение (14) неудобно для практической оценки 

погрешностей, так как содержит сумму бесконечного числа членов. 
Преобразуем (14) согласно соотношению [3]

I  “ г а г а C b^ xk~ x,h (i5)
где B 2Tn (x) — полиномы Бернулли.

Учитывая, что B2m( O ) = B 2m (B 2m — числа Бернулли), и выделяя 
все члены с равными индексами ( K = I ) 3 равенство (14) можно запи
сать в виде

G2 (Ск, *к, N )  =  — +  I B 2rn I У  
(2 от)! A 1

О \m-l F-I F
+  V 9 h  V  Ск V  Ci ß 2m (Xi -  Хк). (16)

(z/тг). K=l 1=,/(+1

Для полиномов Бернулли справедливо соотношение [3]

Вп (х) =  é  ( г  ) Вт хп~ т'(і7)
( п \где I I — число сочетании из п по г.

Тогда окончательное выражение для верхней границы погреш
ности квадратурных формул на классе однопериодических функций 
можно записать

G2 (Ск, AfK, N) =  - Ц - 1 I V  +
(2 /га)!

2 ( - 1 ) " 1- 1 ^ ¾  D  ѵ ? / 2 от
F= 1

<18)

Полученное выражение является удобным для практического 
пользования.
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