
Том 131 1965

И З В Е С Т И Я
ТОМСКОГО ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО

ИНСТИТУТА имени С. М. КИРОВА

П Р И Л О Ж Е Н И Е  Ц Е П Н Ы Х  Д Р О Б Е Й  К В Ы Ч И С Л Е Н И Ю  
И Н Т Е Г Р А Л О В  О Т  Б И Н О М Н Ы Х  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л О В

В. Е. КОРНИЛОВ

(Представлена научным семинаром кафедр высшей математики 
и инженерно-вычислительной математики ТПИ)

В с т а т ь е  и с п о л ь з у ю т с я  п а р а м е т р ы  т > 1 , к > а > 0 ,  г > 0 ,  0 < Ѳ < 1 ,  
0 < £ < 1 ;  z — к о м п л е к с н о е  п е р е м е н н о е .  В в о д и т с я  о б о з н а ч е н и е

Rfik =  а  (а +  \ ) . .Xa +  k — 1 ) =  1 » La)o =  I
Г

1. А к а д е м и к о м  А.  А.  М а р к о в ы м  ( [ 1 ] ,  стр .  320)  д л я  г и п е р г е о м е т -  
р и ч е с к о г о  р я д а  F ( а, 1; т ;  — z) б ы л о  п о л у ч е н о  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  
в в и д е  ц е п н о й  д р о б и :

F(а,  1 - т, - z )  =  J f + -  + R 2k(Z),

гд е

<*2/2 + 2
Rik(z) =  у  0  -T-TF TE ([2], стр.  34),

Q 2п \г) Q 2/Z + 2 (Z)П---К

„ , . (т — а)к_і (k— l)!(ï + 2 k  — 2 )  1
a I =  I , a 2ft = ------------------- TT------TT------------   •  ,(ï)/c—1 (а)к Z

_  (т)«_і (а)* (т +  2L — 1) . 0 ...
а2 к + і    — -— —— —— , f t =  1 , 2 , . . .  ( I )

(T —  «)*•*!

Д л я  з н а м е н а т е л е й  п о д х о д я щ и х  д р о б е й  с ч е т н ы м и  и н д е к с а м и  и з 
в е с т н о  р е к у р р е н т н о е  с о о т н о ш е н и е  ( [2],  стр .  14)

Q2K+2 (Z) =  (  «2/С+2 «2к+1 +  +  0  Q2ft (Z) -  Q2k_2 (2). (2)
\  a 2 fc  /  « 2 k

Д а л е е  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о

Q 2ft(Z) =  N  с " G G u l k .  R 1 = 1 , 2 , . . .  (3)
4 о  ( f i n  z

П о с л е  н е п о с р е д с т в е н н о г о  в ы ч и с л е н и я  ц е п н о й  д р о б и  (1) у б е ж д а е м с я ,  
ч т о  р а в е н с т в о  (3) с п р а в е д л и в о  при  L = I ,  2.  Н а  о с н о в а н и и  м е т о д а  
м а т е м а т и ч е с к о й  и н д у к ц и и  н е т р у д н о  у с т а н о в и т ь ,  что  ес ли  м н о г о ч л е н ы
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б у д у т  у д о в л е т в о р я т ь  с о о т н о ш е н и ю  (2) ,  т о г д а  они  б у д у т  с п р а в е д л и в ы  
и д л я  k =  3, 4 , . . .

Н а  о с н о в а н и и  ( 1 ) — (3)  п о л у ч а е т с я

Q2k+2 (z) =
(т  +  2 & — 1) ( y + 2&) 1

( î  +  h — 1 )(а +  Ä)
 bz

+  1
U (у — а +  U — 1)(у +  2k)

(у +  к — 1)(а +  £)(Т +  2U — 2)

 U (т  —  а  +  h — 1)(y +  2U)
( î  +  U — 1)(а +  U)(x +  2k — 2) ^ j0

С
л=0

« (т Ч~ k — 1 )я

Ил

(T +  k -  2)„
Ия

2"

_1_

Zn
k-2

+  2
/г=0

.я (т Н~ ^ — On 
* («)„ 2Л + 1

(T +  2 L —  1)(t +  2L)

( î  +  k — ! ) ( « +  L)

_l_ {k — n)(j — a +  L — 1)(y +  2L) y +  L 4 -  «  — I)
( а  +  «)(y  +  k —  l ) ( a  -+ L)(«  +  f )(a  +  n)

+

(Y +  2k — 1)(y +  Qk) k (y 4~ L)æ-2 (y +  L — 1)Æ
(a -+ L)(a)*_!

k (Y — « +  k — D(y +  2L)(y +  L)fe_2l I
(a +  £)(a)é

( Y

(Y +  k)k+\

K - 2 

/1=0

я (y +  &— 1)„
(а)я 2 " + 1

(T +  I( L + l )

2й (a )*+1 2K+ ‘

(Y +  k ±  n -  l ) ( é + l ) ( Y  +  « + £ )  
(n +  1)(T +  k —  l ) ( a  +

■ ( ï  +  L)«+i I

(“ )* (a )«+i
/С+1

=  V r t tl ( ï  +  k)n I

n = O («)Л
т е м  с а м ы м  р а в е н с т в о  (3) д о к а з а н о .

Д а л е е  с о г л а с н о  (2) п о л у ч и м  ч и с л и т е л ь  P 2k (z), к о т о р ы й  п р е о б р а  
з у е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

— Г 1 ---

Y ( I )  =  ^ c ;MaU
/1 = 1

Y +  L — 1

Л (y +  k — I )„ л—I

Ил
- L y  (__ 1)«  5>лг =
rr/z jUU * лг=0 (T)1

f г р2 ( ï  +  ^  — 1):I - ь К —
2 (а) ,

+  Ck
(у +  k — 1)3

И:

Cl (т +  k  —  1 ),

и

_1_

Zk

_1_
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а

Y 2
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(а).

+

Y Z2 '(Y)2 2

- L  + . . . +  ( -  і ) л - і І Т О
( ï ) « - .

/с j /с —/г
/>»<*) =  2 + 2  C l * " ; - 1)' от

/г =  1 OT=O ( а )/г +  от ( ï )
( 4 )

от
22



У ч и т ы в а я  р а в е н с т в а  (1) ,  (3) и (4), о к о н ч а т е л ь н о  п о л у ч а е м

P2k(Z)F (л, 1; у; — =

К л К—П

v  J L v  с і +т( - \ ) т
Znп = I т = 0

п  YPik(Z)Q2k (z)
( ï  4~ D ’ I )л + пг 

(a-R т)п(y)т
„ ( y +  D —  1)„ I

# 2ft (z),

n=0 («)* Z"

J a r g (I +  z)\ < тс, D = I ,  2 , . . . . (5)

2. Т а к  к а к  п р е д е л  о т н о ш е н и я  п о с л е д у ю щ е г о  к о э ф ф и ц и е н т а  р я д а  
F (а, 1; y; — z) к п р е д ы д у щ е м у  при  y > “ > 0  с т р е м и т с я  к е д и н и ц е  

с л е в а ,  то  в в и д у  ( [2] ,  стр .  5, 24) в с е  к о р н и  м н о г о ч л е н а  Q 2* ( z) р а с п о 
л а г а ю т с я  в и н т е р в а л е  ( — оо, — 1), т о  е с т ь

0.2k (z)  — П  [I J— F  .
Л =  1

к  т о м у  ж е
Uq — оо U1 . . .%’■ u k I — i,

к + 1 / h \
Q 2/С+ 2  (z) =  4 F " ) ’

(6)

CO >  >  62 > . . . >  6/с+і >  1. (7)

В в и д у  т о г о ,  ч т о  к о р н и  м н о г о ч л е н а  Q2k(z) р а с п о л о ж е н ы  м е ж д у  
к о р н я м и  м н о г о ч л е н а  Q ^ - V z )  ( [2 ] ,  с тр .  14),  т о

а 0 =  оо >  > . . . >  а * >  £*+і >  I =  а к н .

Д а л е е  п р е о б р а з у е т с я  м н о г о ч л е н  (3)

 ̂ с'п (а +  ̂■ L, g *

(В)

Q 2ft(Z) (y +  £ 1 )й_ e _ î _ V  Cn
(Yk /г==0 (Y +  2 £  — I — » ) „

(«).
п р и ч е м  н а р я д у  с ф о р м у л а м и  (6), (7) и (9 )

«2ft ( z ) - n f U  I !
« - Д  ап I
k+\

Ç2k+2 (Z) =  f i  R  +  —  I •

(9)

(10)

( H )

И с х о д я  из  ф о р м у л  (8) —  (11) ,  н е т р у д н о  с д е л а т ь  с л е д у ю щ и е  в ы 
в о д ы  :

п р и  Re (z) У  О

1 + < 1 + fbn I
, n — 1, 2 , . . . ,  D +  I ,

Ctn- 1 I

Itf2ft (Z)I < | ? 2 к + 2  (2)1 < . . . ; (12)
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п р и  —  I  <  R e  ( z )  <  0 ,  R e  ( " J )  T O - I -

а < 1 4 -
П I

, «  =  I,  2 , . . . ,  I ,

I 4ïk (Z)( l  +  2)| <  |<7 2 /c + 2 (Z)1,.. . ;
при  — N <  Re (z) C  —  I

\q2k{z)<  I^2 k+ 2  ( z ) | , . . . .

Е сл и  в ве ст и  ф у н к ц и ю

I д л я  О <  (z) <  4,

(13 )

(14)

I
a (z) =  < I +  z д л я  — 1 <  Re (z<  О, | ~  I ТО — (15)

У Im(z) д л я  — N< С  — 1,

т о  н е р а в е н с т в а  (12) —  (14) с в е д у т с я  к с л е д у ю щ и м :

кз*  (z) •» ' (z) |  < | ? 2 «+а (z) | ,

| ? 2 к+ 2  (Z)-3 (z)|  <  k 2«+4(z) | , . . . ;  —  <  < 4 .

Д а л е е  с о г л а с н о  (1), (9) и (16) п о л у ч а е т с я

I fe  ЙІ <  V     T +  2 » - l
+ (Т)гп (Т +  w -  1 )« кг» (г) | |^ 2 Я+ 2 (г) |  2w

(16)

<

<
z !2k_______________- у  (f — а)п(п— 1)! («)д

2 I0 (z)I|?2a W l 2 А  (Т)г*-1 (т +  1)« (2)

2 п-2/с

Н е т р у д н о  п р о в е р и т ь ,  что  у  п о л у ч е н н о й  б е с к о н е ч н о й  с у м м ы  о т н о 

ш е н и е  п о с л е д у ю щ е г о  с л а г а е м о г о  к п р е д ы д у щ е м у  м е н ь ш е  

п о э т о м у
4 a ( Z )

IRs/t (2)1 <
8 |о (z)|____________    (т — — Ul

,Aa(Z)I2 - I z I 2 ' | Q 2Ä (2)|2 ' ( a ) * ( ï ) « - i

? 2
N < R e  (z)  <  4,

4a (Z)
< 1 . ( 17 )

3.  И н т е г р а л ы  I в ы р а ж а ю т с я  п о с р е д с т в о м  г и п е р г е о м е т р и ч е с к о й  
ф у н к ц и и  ( [3] ,  стр .  3 0 8 ) '

Г У - 1** =  ẑa+ĴYf / 9  +  c 1 ; 1 + ѳ
} { a + b t ry~' агѲ
о

r>O, O <  Ѳ <  I , O <  C <  I.  

У ч и т ы в а я  (5) и (18),  п о л у ч а е м :

/  =  ( гуѳ-і ( a  _|_ W r)(- i  d t  =  х
а г Ѳ

6 z r

a

( 1 8 )
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X

к
Vлші
n — I

a
bzr

, n + m  ( -  l ) m ( 0  + ru'S  Cn
^rj 0 к (ѳ  +  c +  m U l  +  ѳ )

X 1 +  i  a \ n
n = O (Ѳ +  +  ( bz

ггѲ (a +  bzrYp  / 5 z CT

а г Ѳ V «
(19)

Е с л и  у ч е с т ь  а н а л и т и ч е с к о е  п р о д о л ж е н и е  г и п е р г е о м е т р и ч е с к о й

ф у н к ц и и  в с м е ж н о с т и  с т о ч к а м и  

ч а е м  т а к ж е

/  а \ у
г т  "

оо ( [3],  стр .  308) ,  полу-

I = аѳ+«- і

( -  6)ѳ r
ß ( 0 , C )  +  Z ^ - Q a  +

( -  ft)e r
ß ( 0 , g -

( x f

zre (a +  bzrY 2jfe
6 z ;

a

Q  2 k

bzT
a

+

+  R z A - - - 1 a
, a — Ѳ +  С, 7  — I ( 2 0 ?

~0 + ç—I
I  =  “  B (Ѳ, I -  Ѳ -  С) -  I R 0- 1 (a +  btrY~l d t =

Wr

Q®+C,— \ r(0_J)/ Qy-X- JjZr )
  - 5 ( 0 , 1 - 0 - 0  +

b*r br ( I  -  0  - O

2 k

a
bzr

Q 2 k

R
a

2 k bz'

( + )

+

f a =  I -  Ѳ, Y — 2 — Ѳ — Ç, Ѳ +  C <  I. (21)

В р а в е н с т в а х  (20) и (21) п о д х о д я щ и е  д р о б и  в ы ч и с л я ю т с я  с о г л а с 
н о  ф о р м у л е  (5),  а о ц е н к а  о с т а т о ч н ы х  ч л е н о в  по м о д у л ю  п р о и з в о д и т 
с я  по ф о р м у л е  (17).
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