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Введение

В случае стандартных опционов купли и прода�
жи выплата по опциону может быть достаточно
большой, что представляет существенный риск для
инвестора [1–4]. Первый способ ограничения это�
го риска заключается в рассмотрении опционов,
когда платежное обязательство выполняется с ве�
роятностью меньшей единицы [5, 6]. Второй спо�
соб заключается в решении задачи относительно
платежных функций, которые предусматривают
выплаты, не превышающие заданную величину, и
которые относятся к классу так называемых экзо�
тических опционов [7]. В обзорной работе [8], на�
писанной на основе иностранной научной перио�
дики, отмечается достаточно широкое хождение на
финансовых рынках экзотических опционов и
вместе с тем отсутствие развитой теории для них. В
данной работе для диффузионной модели [3, 4] –
рынка ценных бумаг и платежных функций указан�
ного типа приводится решение задачи оптималь�
ного хеджирования в случае опционов купли и
продажи с фиксированным временем исполнения
(опционов Европейского типа).

1. Постановка задачи

Рассмотрение задачи проводится на стандарт�
ном вероятностном пространстве (Ω,Ft,FF=(Ft)t≥0,PP)
[3]. На финансовом рынке обращаются рисковые и
безрисковые активы, текущие цены которых St и Bt

в течение интервала времени t∈[0,T] определяются
уравнениями [1–4]

(1.1)

где Wt – винеровский процесс, σ>0, r>0, S0>0, B0>0,
решение которых имеет вид

(1.2)

Считаем, что текущее значение капитала инве�
стора Xt определяется в виде [1–4]

(1.3)

где πt=(βt,γt) есть пара Ft – измеримых процессов,
составляющая портфель ценных бумаг инвестора.
Цель управления портфелем – достижения равен�
ства XT=fT(ST), где XT – капитал, ST – цена рисково�
го актива в момент времени T, когда опцион
предъявляется к исполнению, f(.) – платежная
функция. В данной работе для опционов купли и
продажи платежные функции имеют соответствен�
но вид [3, 4, 7, 8]

(1.4)

(1.5)

где K1>0 – оговариваемая в момент заключения
контракта цена реализации рискового актива в мо�
мент исполнения T, а K2>0 – величина, ограничи�
вающая выплату по опциону, причем для опциона
продажи K2<K1. Суть платежных функций (1.4),
(1.5) заключается в следующем. Опцион купли
предъявляется к исполнению, если ST>K1. При
этом владелец опциона получает доход, равный
ST–K1, если ST–K1<K2, и равный K2 в противном слу�
чае. Опцион продажи предъявляется к исполне�
нию, если ST<K1. При этом владелец опциона полу�
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чает доход, равный K1–ST, если K1–ST<K2, и равный
K2 в противном случае.

2. Опцион купли

Далее всюду E – математическое ожидание,
N{a,σ2} – гауссовское распределение с параметра�
ми a и σ2, Ф(y) – функция Лапласа, т. е.

Теорема 1. Пусть d1
C(t), d2

C(t), b1
C(t) и b2

C(t) опреде�
лены формулами

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Тогда рациональная стоимость опциона купли
CT определяется формулой

(2.5)

а портфель πt
C={γt

C,βt
C} и капитал Xt

C соответственно
формулами

(2.6)

(2.7)

(2.8)

где b1
C=b1

C(t), b2
C=b2

C(t), d1
C=d1

C(t), d2
C=d2

C(t) при t=0.

Доказательство. Согласно [4]
FT–t(St)=E{fT(ST(r))|St}, где процесс St(r) определяется
уравнением (1.1) и формулой (1.2) с заменой μ на r.
Так как f C(ST)=min{(ST–K1)

+,K2}, а Wt~N{0;t}, то де�
лая очевидные замены переменных последователь�
но с учетом (2.1) – (2.4) получаем, что

(2.9)

Согласно общей теории [3, 4]

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Таким образом (2.5) – (2.8) следуют из (2.9) –
(2.13). Теорема доказана.

3. Опцион продажи

Теорема 2. Пусть d1
P(t), d2

P(t), b1
P(t) и b2

P(t) опреде�
лены формулами
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(3.2)

(3.3)

(3.4)

Тогда рациональная стоимость опциона прода�
жи PT определяется формулой

(3.5)

а портфель πt
P={γt

P,βt
P} и капитал Xt

P соответственно
формулами

(3.6)

(3.7)

(3.8)

где b1
P=b1

P(t), b2
P=b2

P(t), d1
P=d1

P(t), d2
P=d2

P(t) при t=0.

Доказательство. Так как f P(ST)=min{(ST–K1)
+,K2},

то аналогично выводу (2.9)

(3.9)

Подстановка (3.9) в (2.10) – (2.13) приводит к
(3.5) – (3.8). Теорема доказана.

4. Анализ решения

Теорема 3. Имеют место паритетные соотноше�
ния:

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Доказательство следует непосредственно из со�
отношений Теорем 1 и 2 с учетом свойства функ�
ции Лапласа Ф(y)+Ф(–y)=1.

Замечание. Поскольку в случае опциона прода�
жи K2<K1, то паритетные соотношения справедли�
вы при этом условии.

Теорема 4. Пусть CT
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(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Данные результаты следуют непосредственно
из соотношений Теорем 1–3 в результате указан�
ных предельных переходов и представляют собой
полное решение задач хеджирования стандартных
Европейских опционов купли и продажи [4, 9].
Формула (4.5) известна как формула Блэка�Шоул�
са [1, 3, 4].

Сравним стоимости экзотических опционов ку�
пли и продажи со стандартными Европейскими
опционами.

Теорема 5. Пусть ΔCT=CT

⎯
–CT, ΔPT=PT

⎯
–PT. Тогда

(4.17)

(4.18)

Формулы (4.17), (4.18) следуют непосредствен�
но из (2.5), (3.5), (4.5), (4.9).

Теорема 6. Коэффициенты чувствительности
κC=dCT/dK2, κP=dPT/dK2, ζC=dCT/dK1, ζP=dPT/dK1,
ξC=dCT/dS0, ξP=dPT/dS0, характеризующие измене�
ние стоимостей опционов, соответственно по па�
раметрам K2, K1, S0, определяются формулами

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Доказательство производится дифференциро�
ванием (2.5), (3.5) по соответствующим параме�
трам.

Теорема 7. Асимптотические свойства рацио�
нальной стоимости экзотических опционов, а так�
же портфелей и капиталов, которые им соответ�
ствуют, заключаются в следующем:

Доказательство сформулированных результатов
проводится непосредственно с использованием
свойств функции Лапласа: lim

x→∞
Ф(x)=1; lim

x→–∞
Ф(x)=0;

Ф(x)=1—Ф(–x); Ф(x) – непрерывна справа по x.

5. Заключение

1. Исследования показывают, что ΔCT>0, ΔPT>0,
т. е. стоимости стандартных опционов выше
стоимости экзотических опционов. Данное
свойство объясняется тем, что для владельца
опциона получение более высокого дохода воз�
можно в случае стандартного, нежели экзотиче�
ского опциона, выплаты по которому ограниче�
ны, а за возможность получения более высоко�
го дохода следует больше платить.

2. Исследования показывают, что κC>0, если
S0e

rT>K1+K2, и  κP>0, если S0e
rT>K1–K2. Таким об�

разом, стоимости опционов купли и продажи
являются возрастающими функциями параме�
тра K2 при выполнении указанных условий.
Экономический смысл этого свойства заключа�
ется в следующем. С ростом параметра K2 у вла�
дельца опциона увеличивается возможность по�
лучения большей прибыли, за возможность по�
лучения которой необходимо больше запла�
тить, поэтому цена опциона и возрастает.

3. Экономический смысл предельных свойств
стоимостей опционов (Теорема 7) очевиден.
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1. Введение

Используемые на рынках финансовые инстру�
менты становятся более разнообразными и порож�
дают довольно изощренные потоки платежей. Си�
туация усложняется тем, что изменение процент�
ных ставок и доходностей на рынках стохастиче�
ские, а математические модели этих изменений –
случайные процессы. Поэтому такая основная за�
дача участников финансовых рынков, как опреде�
ление цен финансовых инструментов, может быть
решена только с привлечением вероятностных ме�
тодов. При этом построение математической моде�
ли финансового рынка и анализ процессов, кото�
рые там происходят, требуют использования мате�
матических методов на достаточно высоком уров�
не. В связи с этим большую популярность приобре�
ла финансовая математика, основным объектом
исследования которой являются различные модели
рынка ценных бумаг [1, 2]. В данной работе прово�
дится исследование неклассической задачи теории
опционов – задачи хеджирования с заданной веро�
ятностью выполнения платежного обязательства,
для случая опциона купли, когда в отличие от ста�
ционарных опционов платежное обязательство вы�
полняется не с вероятностью единица, а с вероят�
ностью меньшей единицы, что более соответствует
реалиям финансового рынка.

2. Постановка задачи

Рассмотрим модель финансового рынка, как па�
ры активов: безрискового (банковский счет) B и ри�
скового (акции) S, представляемых своими ценами
Bt и St , t∈[0,T]. В этом случае говорят о (B, S) – рын�
ке с непрерывным временем [1, 2]. Активы B и S бу�
дем называть основными активами или основными
ценными бумагами. Относительно банковского счета
B предполагается, что B=(Bt)t>0 – детерминирован�
ная функция, подчиняющаяся уравнению dBt=rBtdt,
т. е. Bt=B0e

rt, B0>0, r≥0 где r – процентная ставка
(банковский процент). Для описания эволюции
стоимости акции S=(St)t≥0 будем предполагать, что
рассмотрение задачи происходит на винеровском
стохастическом базисе (Ω,F,F=(Ft)t>0,P) [1, 3].

Введение в рассмотрение винеровского процес�
са обусловлено ролью случайного ингредиента, ко�
торый определяет «хаотическую» структуру в ре�
ально наблюдаемых флуктуациях цен акций. В
этой связи П. Самуэльсоном была предложена мо�
дель «геометрического», или «экономического»,
броуновского движения S=(St)t≥0, согласно которой
S является случайным процессом с

(1)
2

0 exp ,
2t tS S t Wσμ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
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