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Введение

Во многих работах качественные исследования
моделей экономических систем и разработка ана�
литических алгоритмов оптимизации основаны на
идеях достаточных условий оптимальности [1] или
на непосредственном применении принципа мак�
симума [2]. В последние годы исследование задач
оптимального управления методом теории возму�
щений [3, 4] представляет особый интерес и при
этом большое внимание уделяется к изучению мо�
делей с малым возмущением, которые требуют вы�
сокой культуры асимптотического анализа. Асим�
птотический анализ дает возможность получить
качественную картину решения и позволяет пред�
ложить экономичные вычислительные процедуры
для приближенного решения исходных задач опти�
мального управления, решение которых затрудне�
но, либо практически невозможно из�за нелиней�
ности, вычислительной неустойчивости, высокой
размерности и т. д.

Малые возмущения в задачах оптимального
управления могут быть введены искусственно, и
тогда теория возмущений выступает как метод ис�
следования исходной задачи [4]. В этом смысле ее
можно применить к изучению магистральных
свойств траекторий и режимов развития экономи�
ческой системы.

В данной работе методом малого параметра ис�
следуется задача оптимального управления для од�
нопродуктовой модели экономики и проводится
сравнительный анализ с известными результатами,
которые получены в [1] другими способами. Следу�
ет отметить, что в начале этой задачи требуется
формировать магистраль данной модели и найти
соответствующее управление, реализующее эту ма�

гистраль. При решении последнего, здесь предло�
жен новый подход, который основан на простых
свойствах убывающей функции на замкнутом про�
межутке.

1. Решение задачи управления экономики 

на макроуровне с линейным функционалом

Рассмотрим процесс экономики, который ха�
рактеризуется в каждый момент времени t набором
переменных X,Y,C,K,L,J, где X – интенсивность ва�
лового продукта, Y – интенсивность конечного
продукта, C – непроизводственное потребление, J
– валовые капитальные вложения, K – размер ка�
питала, L – трудовые ресурсы.

Взаимозависимости этих переменных опреде�
ляются следующими соотношениями:

(1)

где 0<a<1, ε– коэффициент амортизации, μ– «ма�
лый параметр» (0≤μ≤1) характеризует темп измене�
ния наличного капитала. Из ур. (1) получаем

(2)

где доля непроизводственного потребления,

(3)

Размеры валового продукта определяются за�
данной производственной функцией F(K,L,t), т. е.

(4)

Предполагается, что производственная функ�
ция F(K,L,t) непрерывна и дважды дифференциру�
ема, причем при любых положительных затратах
факторов имеют место следующие соотношения:

0 ( , , ).X F K L t≤ ≤

0 1.u≤ ≤

Cu Y= −

(1 )(1 ) ,K a u X Kμ ε= − − −

(1 ) , ,Y a X J C K J Kμ ε= − = + = −
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Будем считать также, что отдача от масштаба
производства постоянна, т. е. для любого положи�
тельного числа λ:

(5)

При исследовании данного процесса учитыва�
ются следующие ограничения:

где K3 – заданный уровень капитала, K0 – уровень
капитала в начальный момент времени. Допусти�
мый процесс представляется совокупностью функ�
ции υ=(K(t),X(t),u(t)), которые удовлетворяют
условиям (1–5).

Задача управления данной экономикой состоит
в том, чтобы процесс υ=(K(t),X(t),u(t)), который
обеспечивал бы наибольшее среднедушевое потре�
бление на отрезке времени [0,T] c учетом дискон�
тирования потребления, т. е.

(6)

где e–δt – взвешивающая функция, δ – коэффици�
ент дисконтирования.

Промежуток времени переходного процесса бу�
дем считать конечным. Тогда в конечный момент
времени (t=T) нужно задать минимально допусти�
мое значение капитала, для того чтобы обеспечить
возможность потребления и за пределами данного
горизонта времени K(T)=K1.

Редуцируем данную задачу. Для этого введём от�

носительные переменные: – величина ка�

питала на одного рабочего (капиталовооруженно�

сти), – среднедушевое потребление,

– производительность труда. Считаем, что прирост
трудовых ресурсов происходит с постоянным тем�
пом, равным n, тогда L

.
=nL.

Проведем преобразование функционала (6) к
относительным переменным:

(7)

или (7)

Тогда редуцированную задачу можно сформули�
ровать так: найти такой процесс υ=(K(t),X(t),u(t)),
который доставляет минимум (7) при ограничениях

(8)

(9)

где

Обозначим через D множество значений k, удо�
влетворяющие условия (8), (9) и назовем её допу�
стимой областью процесса.

Подобная задача в случае μ=1 рассмотрена в [1].

Наибольшее среднедушевое потребление, кото�
рое должно быть обеспечено этим процессом оце�
нивается величиной функционала (7) с обратным
знаком. В этой задаче состоянием системы являет�
ся k – величина капитала на одного рабочего, упра�
влением – производительность труда x и доля по�
требления u. Уравнением процесса служит диффе�
ренциальное уравнение роста капиталовооружен�
ности.

Если ввести «быстрое» время τ по формуле
τ=t/μ, где μ – малый параметр, тогда во времени τ
исходное t является «медленным» временем. В та�
ком случае, переменные коэффициенты исследуе�
мой системы в «быстром» времени τ окажутся мед�
ленно меняющимися. Введение в систему малого
параметра μ – это определенная идеализация, ко�
торая подчеркивает то, что темп протекания про�
цесса выше (примерно, 1/μ раз увеличивается),
чем в обычном режиме.

Пусть размеры конечного продукта определя�
ются производственной функцией Кобба�Дугласа
[1, 5]. Тогда производительность труда x определя�
ется функцией

(10)

где ρ – коэффициент определяющий темп роста
технического процесса, α – коэффициент эластич�
ности выпуска по производственным фондам; β –
коэффициент эластичности выпуска по труду.

Уравнение (8) с учетом (10) записывается в виде:

(11)

Рассмотрим задачу (7), (11), (9). Введем новую
функцию

(12)

Тогда с учетом (12) из (11) будем иметь:

(13)

Теперь из правой части (13) исключим k. Потре�
буем, чтобы сумма, стоящая перед e–δt, т. е. функция

не зависела от k. Тогда

Отсюда будем иметь:

(14)

или

1
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μ ε δμ −

−
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(15)

С учетом (12) уравнению (13) можно придать вид

(16)

Тогда с учетом (14) из (16) получим:

(17)

С учетом (14) функционал (7) можно записать в
виде:

(18)

Учитывая (15) из (12) будем иметь:

(19)

Из формулы (19) найдем:

(20)

Сравнивая уравнения (17), (20) получим:

(21)

Условие (21) имеет место, если

(22)

Аналогично в [1], функцию kμ
*(t) (15) назовем

магистралью данной динамической модели. Упра�
вление, реализующее эту магистраль – постоянная
величина, которая определяется соотношением
(22). Тогда с учетом (22) соотношение (18) записы�
вается в виде:

Здесь подынтегральная функция 

– дисконтированная величина капитала.

Из (19) видно, что при функция – убы�

вающая на отрезке [0,T], а V(0) является её наи�
большим значением, т. е.

При этом

При функция V(t) – возрастающая на

отрезке [0,T]. Тогда

(23)

При будем иметь

(24)

В «быстром» времени τ магистраль

(25)

окажется медленно меняющимися функциями.

При  μ→0, kμ
*, uμ

*, Jμ
* имеют следующие предель�

ные значения:

За короткие промежутки времени изменение
«медленных» переменных не сказывается на бы�
стрых уравнениях и следовательно предельные зна�
чения k0

*, u0
* могут служить в качестве асимптотиче�

ского приближения при формировании магистра�
ли и дает возможность получить его качественную
картину.

Для того чтобы процесс υ, был оптимальным в
смысле поставленной задачи решение kμ

* должно
удовлетворить заданные краевые условия (9). Но
это не так, решение kμ

* не может удовлетворить кра�
евым условиям (9), так как через эти точки прохо�
дят другие кривые, которые являются частными
решениями исходного уравнения (11) при задан�
ном управлении u.

Определим эти кривые и их точки пересечения
с магистралью (точки переключения) kμ

*.

Разделив обе части дифференциального уравне�
ния (5) на kα имеем:

Введём новую переменную

1( ) (1 )(1 ) .tk k n k a u beα α ρμ ε− −= − + + − −

1
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* *
0 0
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(26)

Тогда с учётом (25) из (24) получим:

(27)

При известном u (u – постоянная величина)
точное решение (27) с начальным условием z(0)=k0

β

записывается в виде формулы Коши:

или

(28)

где a0=b(1–a).

Аналогично решение уравнения (27) с началь�
ным условием z(T)=k1

β определяется соотношением:

(29)

Рисунок. Оптимальная траектория с переключениями

Заметим, что если для данной задачи построить
функцию Гамильтона, тогда она будет зависеть от
управления u линейно и её максимальные значе�
ния достигаются только в граничных значениях u.
Но в реальных экономических задачах, как отмече�
но в [1], минимальный уровень потребления стро�
го положителен: u≤u*≤u≤1. Поэтому Гамильтониан
принимает максимальные значения в точках u=u*,
u=1 и через эти значения можно определить точки
переключения.

Для определения точки пересечения магистра�
ли с границами допустимой области D имеем сле�
дующие соотношения:

(30)

(31)

где λ=ε+n, a0=b(1–a), i=1,2.

В формулах (30), (31) если i=1, то берется ни�
жний предел u=u1=u*, если i=2, то u=u2=2. Тогда
левые и правые точки переключения вычисляются
следующими формулами:

Границы допустимой области определяются со�
отношениями (28), (26) при значениях u=u*, u=1.
Положим k0<kμ

*(0), k1>kμ
*(T). Тогда магистраль (15)

проходит так, как показано в рисунке. Как видно
из рисунка, оптимальная траектория состоит из
трех участков с моментами переключения t1 и t2.
Начиная с момента t1 до момента t2 развитие идет
по магистрали, а вне интервала (t1, t2) потребление
находится на нижнем уровне u*, т. е. в этих проме�
жутках времени в экономике происходит процесс
накопления. Как мы отметили выше, что малый
параметр вводится искусственно в систему, для то�
го чтобы в результате мы получили упрощённый
алгоритм, который позволит нам предложить эко�
номичные вычислительные процедуры. Поэтому
нам необходимо вывести соответствующие асим�
птотические формулы, которые дают возможности
построить оптимальную траекторию с определён�
ной точностью, сохраняя при этом качественные
особенности изучаемых процессов.

Переходя к «быстрому» τ=t/μ времени произве�
дём замену переменной в (27):
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( ) (1 )(1 ) .tz n z a u beρμ β ε β= − + + − −

1 .k k zα β− = =
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Решение уравнения (32) при известном u имеет вид:

(33)

Для из (27) будем иметь:

(34)

Решение (34) записывается в виде:

(35)

Тогда имеем следующие асимптотические фор�
мулы, определяющие точки пересечения магистра�
ли с границами допустимой области D:

При этом сама магистраль определяется из (15),
т. е. берётся предельное значение kμ при μ→0:

где a0=b(1–a), λ=ε+n.

Следует заметить, что первые слагаемые в фор�
мулах (33), (35) являются соответственно левыми и
правыми «пограничными функциями» [4], кото�
рые аппроксимируют переход от начального со�
стояния на магистраль и переход с магистрали в ко�
нечное состояние.

Заключение

Как показывает результаты сравнительного
анализа, ведения малого параметра и исследования
задачи оптимального управления методом малого
параметра позволяет:

• получить упрощенный алгоритм решения зада�
чи, который сокращает объем вычислительных
работ в 5...6 раз;

• определить скорость изменения наличного ка�
питала на одного рабочего и получить оценку
влияния малого параметра на изменения мо�
ментов выхода на магистраль.

1

* 0
0 ,ak

βα
λ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0
0

0

1 0

0 1

(1 )1 ln ,( )

(1 )1 ln .
( (1 ) )

i

i
T

i
T T

k a u
a u

k a u e
a u e

β

β ρ

ρ

λ
τ

λβ β

λ
σ

λβ α

− −
=

−

− −
=

− −

0 0
1

(1 ) (1 )( ) ( ) .
T

Ta u a u ez e k e
ρ

βλσ β ρσ
λ λ

− − −
= − +

0 1(1 ) (0) .Tdz z a u e z kd
ρ ββλ β

σ
= − + − =

t Tσ
μ
−=

0 0
0

(1 ) (1 )( ) .a u a uz e kβλτ βτ
λ λ

− − −⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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