
набора параметров, имеющих физический смысл.
Следующая серия статей будет посвящена исполь�
зованию данного подхода для оценки параметров
эффективного вращательного гамильтониана
групп колебательных состояний молекулы H2O.
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Введение

В настоящее время большое внимание уделяет�
ся разработке молекулярных газовых лазеров, спо�
собных служить стандартами частоты. Например, в
современных СО�лазерах с каскадным механизмом
генерации используются переходы на высоковоз�
бужденные колебательные состояния вплоть до
v=41 [1], v=36, 38 [2, 3]. Для построения кинетиче�
ских моделей лазеров, генерирующих на высоких
колебательно�вращательных (КВ) переходах,
необходимо знание релаксационных параметров
контура линий колебательно возбужденного рабо�
чего вещества. Особую важность приобретает ис�
следование колебательной зависимости полуши�
рины и сдвига центров линий молекул рабочего ве�
щества (СО, NO, HF, HCl, H2, HD) в лазерах с оп�

тической накачкой и каскадным механизмом гене�
рации [4, 5]. В [4] исследовались свойства плазмы,
содержащей смесь СО с азотом, кислородом или
аргоном, накачиваемой излучением СО�лазера.
Было установлено, что вычисленная в рамках ки�
нетической модели заселенность высоких колеба�
тельных состояний не согласуется с измеренной
величиной (расхождение почти в 1,5 раза). По�ви�
димому, существенное отличие расчета от экспери�
мента обусловлено некорректными значениями
релаксационных параметров высоких колебатель�
ных состояний молекулы СО.

В [6, 7] нами было исследовано влияние вну�
тримолекулярной динамики высоковозбужденных
КВ состояний на релаксационные параметры кон�
тура линий двухатомных молекул. Было показано,
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что изменение дипольного, квадрупольного мо�
ментов, поляризуемости, вращательной энергии
при сильном колебательном возбуждении могут
значительно изменить релаксационные параметры
линий СО и HF, принадлежащих высоким КВ со�
стояниям, по сравнению с релаксационными пара�
метрами низких КВ состояний. В [6, 7] проанали�
зированы расчетные колебательные и вращатель�
ные зависимости полуширины и сдвига центров
линий холодных и горячих полос и проведено срав�
нение с измеренными значениями полуширины и
сдвига центров линий СО и HF, образованных хо�
лодными переходами на низкие КВ состояния до
v=3. Измерения полуширин, сдвига центров линий
для переходов с более высоким значением колеба�
тельного квантового числа верхнего состояния в
настоящее время отсутствуют.

Целью данной работы является создание теоре�
тической модели, которая позволяла бы получить
достоверные значения релаксационных параме�
тров линий двухатомных молекул при сильном ко�
лебательном возбуждении вплоть до предела дис�
социации. Предлагаемая модель основана на вари�
анте Ма�Типпинга�Буле полуклассической теории
ударного уширения и вариационном методе опре�
деления волновых функций и уровней энергии.
Также используется электростатическое и поляри�
зационное слагаемые в межмолекулярном потен�
циале. Для проверки достоверности новой модели
проведены расчеты полуширины и сдвига центров
линий СО�СО для переходов на колебательное со�
стояние v=3 и сравнение с измеренными значения�
ми [8, 9]. Практическим приложением результатов
может быть исследование свойств холодной плаз�
мы, возникающей при генерации излучения моле�
кулярных газовых лазеров с оптической накачкой
на высоких колебательных переходах рабочего ве�
щества; использование релаксационных параме�
тров высоких колебательных состояний для баз
данных спектроскопической информации.

1. Теоретический анализ

1.1. Внутримолекулярная динамика 

при сильном колебательном возбуждении

Традиционный способ определения КВ уров�
ней энергии и волновых функций связан с приме�
нением теории возмущений (в общем случае в фор�
ме метода эффективного вращательного гамильто�
ниана). Основным предположением метода возму�
щений является малость внутримолекулярных
взаимодействий по сравнению с энергией нулевого
приближения. В качестве последнего выбирается
гармонический осциллятор, при этом все величи�
ны, например, дипольный момент, функция по�
тенциальной энергии или моменты инерции, пред�
ставляются в виде разложений в ряды Тейлора
вблизи равновесной конфигурации молекулы.

Для низких и умеренно возбужденных колеба�
тельных состояний КВ волновые функции локали�

зованы в малой окрестности вблизи равновесной
конфигурации молекулы. Как следствие, средние
значения дипольного и квадрупольного моментов,
поляризуемости, определяющих межмолекуляр�
ный потенциал, меняются незначительно при воз�
буждении одного или нескольких колебательных
квантов. Изменение средних значений мульт�
ипольных моментов, а также изменение враща�
тельных и центробежных постоянных, вращатель�
ного энергетического спектра можно легко учесть в
рамках теории возмущений.

Кардинальных изменений следует ожидать при
сильном колебательном возбуждении оптически ак�
тивной молекулы. В [6, 7] показано, что в молекуле
СО межъядерное расстояние возрастает в 14 раз в ко�
лебательном состоянии v=65 по сравнению с его рав�
новесным значением. При колебательном возбужде�
ния двухатомных молекул [6, 7] число узлов волновых
функций возрастает в 65 раз при переходе из основно�
го колебательного состояния на v=65; они становятся
быстроосциллирующими функциями межъядерного
расстояния, что затрудняет вычисление необходимых
матричных элементов. Для колебательно возбужден�
ных двухатомных молекул ряды матричных элемен�
тов гамильтониана (ряды Данхэма) расходятся, что
существенно искажает значения уровней энергии.
Значительное возрастание амплитуды колебаний ато�
мов и большие отклонения межъядерных расстояний
от их равновесных значений приводят к непримени�
мости приближения малых колебаний и теории воз�
мущений. Чтобы корректно описать внутримолеку�
лярную динамику высоких КВ состояний двухатом�
ных молекул, необходимо использовать вариацион�
ный метод [10, 11], который применяется в современ�
ной спектроскопии достаточно широко для молекул
разного типа симметрии.

В данной работе, в отличие от предыдущих рас�
четов [7], для определения волновых функций и
уровней энергии применялся прямой вариацион�
ный метод Ритца, основанный на численной диа�
гонализации матрицы гамильтониана [10, 11]. В ка�
честве базисных использовались волновые функ�
ции осциллятора Морзе:

(1)

Здесь v, j – колебательное и вращательное кван�
товое число, С(j,v) – коэффициенты разложения
по базисным функциям, φM – пробные волновые
функции, φvar – вариационные волновые функции.
Потенциальная функция для молекулы СО восста�
новлена с параметрами эффективного потенциала
[1]. Необходимые в теории уширения матричные
элементы вычислялись с функциями дипольного,
квадрупольного моментов и поляризуемости, рас�
считанными ab initio либо полуэмпирически. Ма�
тричные элементы определялись с вариационными
волновыми функциями (1) посредством численно�
го интегрирования по всей области изменения
межъядерного расстояния, в которой вклад от дан�
ных функций ненулевой:
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(2)

Здесь r – межъядерное расстояние; μ(r) – функ�
ция дипольного момента; верхний предел интегри�
рования a=7 C для молекулы СО. Далее волновые
функции, полученные вариационным методом,
применялись для вычисления диагональных ма�
тричных элементов дипольного, квадрупольного
моментов и поляризуемости молекулы СО. Вариа�
ционные уровни энергии использовались для
определения частот вращательных переходов моле�
кулы СО.

1.2. Способ вычисления оптического сечения 

столкновений (вариант Ма!Типпинга!Буле)

В наших предыдущих работах для расчетов ре�
лаксационных параметров двухатомных молекул
применялся вариант полуклассической ударной тео�
рии Корфа�Левита�Черкасова [12, 13], использую�
щий ударное приближение, приближение прямоли�
нейных траекторий и средней относительной скоро�
сти столкновений. В данной работе применяется со�
временный вариант Ма�Типпинга�Буле [14] с теми
же приближениями, но способный более корректно
учесть усреднение по состояниям возмущающей мо�
лекулы. В общем случае комплексная функция пре�
рывания S(i,f,b,υ)=ReS(i,f,b,υ)+iImS(i,f,b,υ) содер�
жит полную информацию о внутримолекулярной
динамике оптически активной молекулы (i, f – коле�
бательные квантовые числа начального и конечного
состояний перехода) и динамике столкновений (b –
прицельное расстояние, υ – средняя относительная
скорость столкновений). В [12–14] для определения
функции прерывания используется теория возмуще�
ний S(i,f,b,υ)=S1(i,f,b,υ)+S2(i,f,b,υ)+... Ограничив�
шись вторым порядком теории возмущений, можно
записать выражения для полуширины

(3)

и сдвига центров линий двухатомных молекул

(4)

Здесь n – концентрация возмущающих моле�
кул, с – скорость света, – постоянная Планка,
ρ(v2, j2) – заселенность колебательных и вращатель�
ных уровней возмущающей молекулы. В первом
порядке теории возмущений вклад в релаксацион�
ные параметры линий определяется изотропной
частью поляризационных (индукционное и дис�
персионное) взаимодействий:

(5)

Здесь μ1(r), μ2(r), α1(r), α2(r) – функции диполь�
ного момента и поляризуемости поглощающей и
возмущающей молекул соответственно; ε1, ε2 – по�
тенциалы ионизации; |Vi>, |Vf> – волновые функ�
ции начального и конечного колебательных со�
стояний поглощающей молекулы. Матричные эл�
ементы квадрата дипольного момента и поляризуе�
мости в (5) вычислялись с вариационными волно�
выми функциями (1).

Во втором порядке теории возмущений вклад в
полуширину и сдвиг центров линий определяется
анизотропной частью диполь�дипольного, диполь�
квадрупольного, квадруполь�квадрупольного взаи�
модействий. Для краткости здесь приводятся фор�
мулы только для случая диполь�дипольного взаи�
модействия:

(6)

Здесь ϕ11=Reϕ11+iImϕ11 – комплексная резонан�
сная функция для диполь�дипольного взаимодей�
ствия. Сила линии дипольного перехода D опреде�
ляется как произведение квадрата приведенного
матричного элемента оператора дипольного мо�
мента μ поглощающей молекулы в колебательном
состоянии v2, i или f на коэффициент Клебша�Гор�
дана [15]. Для холодных переходов 0→vi в погло�
щающей молекуле вычислялся диагональный ма�
тричный элемент дипольного момента с вариаци�
онными волновыми функциями (1):

(7)

Резонансный параметр k в (5) определяется ба�
лансом энергий вращательных уровней в верхнем
Ef, Ef' или нижнем Ei, Ei' колебательных состояниях:

(8)

Заменив индексы i, i' на f, f' в (8), можно полу�
чить резонансный параметр kff'jj' в верхнем колеба�
тельном состоянии перехода. Уровни энергии Ei,
Eij', Ef, Efj', Ej, Ejj' вычислялись вариационным мето�
дом. Заменив индексы i, i' на f, f' в (7), можно полу�
чить силу линии в колебательном состоянии f. В
отличие от предыдущей статьи [7], в данной работе
учтены дополнительно вклады от перекрестных
членов с учетом диполь�квадрупольного и квадру�
поль�квадрупольного взаимодействий:
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(9)

В (9) D=((2ji+1)(2jf+1))1/2W(ji12jf|jfji), где W – ко�
эффициент Рака [15]; q2(v2v2') – сила линии квадру�
польного перехода в возмущающей молекуле;
ϕ12=Reϕ12+iImϕ12 – комплексная резонансная функ�
ция для диполь�квадрупольного взаимодействия.

(10)

Здесь ϕ22=Reϕ22+iImϕ22 – комплексная резонан�
сная функция для квадруполь�квадрупольного
взаимодействия; Q(ii'|2) – сила линии квадруполь�
ного перехода в поглощающей молекуле:

(11)

определяемая как произведение квадрата приве�
денного матричного элемента оператора квадру�
польного момента на коэффициент Клебша�Горда�
на [15]. В данной работе вычислялись диагональ�
ные матричные элементы дипольного и квадру�
польного моментов с вариационными волновыми
функциями (1).

2. Результаты и обсуждение

Ранее в наших работах [16, 17] вариационный
метод был впервые применен в рамках ударной
теории уширения при сильном колебательном воз�
буждении молекулы СО вплоть до предела диссо�
циации. Было показано, что вариационный метод
как способ описания внутримолекулярной дина�

мики высоковозбужденных состояний молекул по�
зволяет правильно воспроизвести колебательные и
вращательные зависимости полуширин и сдвига
центров молекулы СО. В данной работе подробный
анализ формул (3)–(10) показал, что вариацион�
ные волновые функции (1), (2) должны быть ис�
пользованы для вычисления диагональных ма�
тричных элементов дипольного (6), (7), (9), квадру�
польного (10) моментов, поляризуемости (5) моле�
кулы СО. Необходимые функции, рассчитанные ab
initio либо полуэмпирически, взяты из [18–20]. Ва�
риационные уровни энергии Ej, Ej', Ei, Ei', Ef, Ef' дол�
жны быть использованы для вычисления частот
переходов (8). Диагональные матричные элементы
вычислялись от функций [18–20] с вариационны�
ми волновыми функциями (1), (2) и затем приме�
нялись в рамках варианта Ма�Типпинга�Буле
(3)–(4).

Вычисленные значения сдвига центров линий
СО�СО в полосе 0�3 (R�ветвь) вместе с измеренны�
ми величинами [8, 9] представлены на рис. 1.

Здесь 1 – экспериментальные данные [8], 2 –
экспериментальные данные [9], 3 – рассчитанные
в [7], 4 – рассчитанные в данной работе. Из рис. 1
видно, что результаты обоих расчетов согласуются
между собой и достаточно хорошо воспроизводят
экспериментальную зависимость от вращательного
квантового числа верхнего состояния перехода.

Рассчитанные в данной работе полуширины тех
же линий СО�СО в сравнении с измеренными в [8,
9] можно видеть на рис. 2. Здесь 1 – измеренные
полуширины [8], 2 – измеренные [9], 3 – рассчи�
танные в [7], 4 – рассчитанные в данной работе.

2 2( | 2) ( 200 | 0) ,i i i iQ ii V q V J J′ ′=

'

2
2 2 2

2 22 ' '2 8

( ' | 2)32 ( ' | 2) ( ).
25 ( )
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ii jj

j

q v vS D Q ii k
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ϕ
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'

2
2 2 2
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Рис. 1. Сдвиги центров линий СО!СО в полосе 0!3 (R!ветвь) в зависимости от вращательного квантового числа J
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Рис. 2 демонстрирует хорошее согласие расчетных
значений полуширин 3 и 4, а также согласие вычи�
сленных полуширин с измеренными – 1 и 2.

Среднеквадратичные отклонения 

обоих расчетов γcalc (либо сдвига центров δcalc) от экс�
периментальных значений полуширины γexp (либо
сдвига центров δexp) приведены в таблице. В первой
строке таблицы приведены σ3 – среднеквадратич�
ное отклонение расчета [7] от эксперимента [8], σ4

– нашего расчета от измерений [8]. Во второй стро�
ке записаны σ3, σ4 для измеренных значений [9].
Отклонения для обоих расчетов находятся в преде�
лах экспериментальной погрешности [8, 9]. Имею�
щиеся расхождения в результатах расчета полуши�
рин и сдвига центров линий [7] и данной работы об�
условлены различием теоретических моделей:

• внутримолекулярная динамика поглощающей
молекулы в данной работе описана посредством
прямого вариационного метода, а в [7] исполь�
зовались волновые функции и уровни энергии
осциллятора Морзе;

• в данной работе дополнительно учтены пере�
крестные слагаемые (9), (10) в функции эффек�
тивности;

• настоящая модель, использующая вариант Ма�
Типпинга�Буле [14] полуклассической ударной
теории уширения, в отличие от [7], позволяет
более корректно провести усреднение по коле�
бательным и вращательным состояниям возму�
щающей молекулы.

Таблица. Среднеквадратичные отклонения расчетных зна!
чений полуширины и сдвига центров линий СО!
СО от измеренных

На рис. 3 приведены вращательные зависимо�
сти полуширины (треугольники) и сдвига центров
(ромбики) линий СО�СО для R�ветви полосы 0�65.
Верхнее состояние перехода соответствует энергии
86500 см–1, то есть расположено вблизи диссо�
циационного предела (89500 см–1) молекулы СО.
Так как измерения отсутствуют для столь высоких
колебательных состояний молекулы СО, наши рас�
четы следует рассматривать как предсказательные.
Предсказательная способность теоретической мо�
дели определяется правильными волновыми функ�
циями, определяемыми вариационным методом;
рассчитанными ab initio либо полуэмпирически
функциями дипольного, квадрупольного моментов
и поляризуемости [18–20]; корректностью вариан�
та Ма�Типпинга�Буле полуклассической ударной
теории. Представленная модель может быть при�
менена для расчетов релаксационных параметров
линий любых двухатомных молекул в смеси с дву�
хатомными молекулами либо атомами.

Таким образом, представленная теоретическая
модель способна правильно воспроизводить экспе�
риментальные данные для полуширин и сдвига
центров линий СО�СО в полосе 0�3 и проводить
предсказательные расчеты релаксационных пара�
метров линий высоких КВ полос вплоть до предела
диссоциации двухатомных молекул.

Полуширина, см–1атм–1 Сдвиг центра, см–1атм–1

σ3 σ4 σ3 σ4

0,006032 0,004881 0,001011 0,001061

0,007991 0,006662 0,001232 0,001055

2
exp( )

1

calc
i

N

γ γ
σ

−
=

−

∑
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Рис. 2. Полуширины линий СО!СО в полосе 0!3 (R!ветвь) в зависимости от вращательного квантового числа J
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Заключение

Представленная теоретическая модель позволяет
рассчитать релаксационные параметры спектраль�
ных линий, образованные переходами на высокие
КВ состояния двухатомных молекул. Достоверность
модели подтверждена сравнением с измеренными
значениями полуширины и сдвига центров линий
СО�СО [8, 9] и с рассчитанными в [7] для линий
R�ветви полосы 0�3. Модель учитывает основные
факторы внутримолекулярной динамики высоко�
возбужденных КВ состояний двухатомных молекул
(сильный ангармонизм колебаний, значительное
изменение дипольного, квадрупольного моментов и
поляризуемости, существенное изменение параме�
тров межмолекулярного потенциала) и включает
наиболее точный в настоящее время вариационный
метод определения волновых функций и уровней

энергии. В рамках нашей модели использован со�
временный вариант Ма�Типпинга�Буле [14] удар�
ной теории уширения, который позволяет провести
корректное усреднение по колебательным и враща�
тельным состояниям возмущающей молекулы.

Практическим применением модели могут
быть расчеты полуширин и сдвига центров линий
колебательно возбужденных сред лазеров на смесях
СО, Н2, HD, NO, HF с азотом и аргоном, генери�
рующих в ультрафиолетовом и вакуумном ультра�
фиолетовом диапазонах. Представленная модель
позволяет получить полуширину и сдвиг центров
линий, соответствующих горячим и холодным пе�
реходам на высокие КВ состояния двухатомных
молекул. Полученные результаты могут быть ис�
пользованы также в банках данных спектроскопи�
ческой информации, например, ATMOS [21].
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Рис. 3. Полуширина и сдвиг центров линий СО!СО в полосе 0!65 в зависимости от вращательного квантового числа J
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1. Введение

Интенсивное развитие вычислительной техни�
ки, наблюдаемое на протяжении последних трех
десятилетий, стимулировало создание новых, а
также развитие формализма существующих мето�
дов компьютерного моделирования процессов де�
формации и разрушения материалов на различных
масштабных уровнях. В целом совокупность таких
методов может быть условно разбита на два класса:
методы механики сплошной среды (представлен�
ные, главным образом, методом конечных разно�
стей [1] и методом конечных элементов [2]) и мето�
ды частиц. Последние также развиваются в рамках
двух основных направлений: методов динамики
частиц, в рамках которого дискретный элемент
определяется на основе использования функции
распределения плотности [3], и методов дискрет�
ных элементов с явным учетом размеров и формы
элементов (методы «кундалловского типа») [4].

Адаптация методов частиц для решения задач
механики сложных гетерогенных материалов и
сред в значительной степени связана с разработкой
эффективных алгоритмов расчета условий на кон�
тактных границах твердого тела, моделируемого
ансамблем элементов конечного размера. При
этом особенности задания граничных условий
определяются не только природой взаимодей�
ствующих тел, но и характеристиками (в частно�
стями, скоростями) деформационных процессов.

Важным классом задач механики структурно�
неоднородных сред является изучение поведения
твердого тела (или ансамбля тел), частично или
полностью погруженного в среду с нулевым или
близким к нулю сопротивлением сдвигу. К таким
системам относятся, например, фрагменты литос�
феры [5] или ледовые покровы водоемов [6], харак�
теризующиеся наличием стесненных граничных
условий в плоскости «залегания» (подобные среды
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