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процессом обучения персонала на предприятии. За основу берется задача о назначениях, в которую 
вносятся модификации, отражающие динамику профессиональных навыков исполнителей. Описыва-
ется построение модели и приводятся результаты расчетов. 

Abstract:The paper proposes a mathematical model as a means of managing the process of training 
personnel in an enterprise. At the base is the assignment problem, in which modifications are made reflect-
ing the dynamics of professional skills of performers. The construction of the model is described and the 
results of calculations are presented. 

Проблема обучения персонала имеет важное значение для большинства предприятий, так как 
работа в условиях рыночных отношений предъявляет повышенные требования к уровню квалифика-
ции работников, их знаниям и навыкам. Рабочие, обладающие необходимым объемом знаний, уме-
ний и навыков, дают более высокую производительность и качество труда при рациональном ис-
пользовании материальных ресурсов. Поэтому система управления кадрами должна обеспечивать 
воспроизводство квалифицированной рабочей силы в соответствии с потребностями развития произ-
водства и его постоянного технического обновления, а для этого необходимо воздействовать на каж-
дого работника в ходе его трудовой деятельности, непрерывно улучшая профессиональные навыки в 
исполнении порученных работ [1]. 

Планирование стратегии предприятия в области управления подготовкой кадров должно учиты-
вать как профессиональные и технические знания, мастерство и профессиональную подвижность работ-
ника, так и психологические факторы рабочей силы, рост производственной и общей культуры, интеллек-
туальную деятельность, умение воспринимать и обрабатывать научную информацию и многое другое. 
Определенную помощь в решении этой задачи могут оказать информационные технологии и методы ма-
тематического моделирования, в частности, применение модифицированной задачи о назначениях. 

Классическая задача о назначениях заключается в оптимальном распределении работ (заданий) 
среди множества исполнителей [2]. Она позволяет найти наилучший вариант размещения кандидатов на 
выполнение комплекса работ необходимым образом с целью максимизации суммарного дохода. 

В традиционной постановке задача о назначениях предполагает наличие множества исполни-
телей, множества работ и матрицы численных оценок (например, производительностей или доходов) 
закрепления каждого исполнителя за каждой возможной работой. Назначения представляются как 
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взаимно-однозначные отображения множества исполнителей в множество работ. Требуется найти 
такое назначение, при котором суммарная производительность исполнителей максимальна [3]. 

Задача о назначении и ее модификации нашли многочисленные приложения в планировании 
транспортных перевозок, проектировании распределенных вычислительных систем, выборе мест для 
строительства предприятий, прикреплении поставщиков сырья к производителям и т.п. [4]. 

Одной из важных разновидностей задачи является динамическая задача о назначениях, кото-
рая ставится на временном промежутке и предполагает возможность перераспределения работников 
для выполнения различных стадий работ с учетом изменения параметров задачи во времени и в зави-
симости от результатов предыдущего назначения [5-7]. 

В данной работе предлагается исследовать модель динамической задачи о назначениях, позво-
ляющую учитывать профессиональные навыки исполнителей в выполнении тех или иных видов ра-
бот, их улучшение по мере накопления соответствующего опыта или, наоборот, ухудшение при дли-
тельном перерыве в выполнении этих работ, а также возможность для исполнителей повышать свою 
квалификацию за счет прохождения соответствующих курсов. 

Рассмотрим постановку задачи [8]. 
Пусть на некотором предприятии имеется n исполнителей � � ���, ��, … , ���, которых необхо-

димо назначить (распределить) по n работам � � ���, ��, … , ���, так, чтобы между работами и испол-
нителями установилось взаимно-однозначное соответствие. Каждую из указанных работ может выпол-
нять любой из исполнителей, однако производительность их труда по видам работ различается. Назначе-
ния на работы рассматриваются на отрезке времени  0; #$, разбитом дискретными точками % � 0,… , #. 

Обозначим через &'((%) переменную, описывающую факт назначения i-го исполнителя на j-ю 
работу в момент времени t, т.е. &'((%) � +1, если	исполнитель	�'назначен	на	работу	�(;	0, в	противном	случае. . 

Так как между работами и исполнителями существует взаимно-однозначное соответствие, то 
всякий исполнитель будет занят только одной работой, а всякая работа будет выполняться только 
одним исполнителем, что приводит к следующим условиям: 

/00
1
0023&'((%) � 1, 4 � 1,2, …6;�

(7�
3&'((%) � 1�
'7� , 8 � 1,2, …6;

% � 0,… , #.
	. 

Предположим, что каждый исполнитель имеет определенный набор знаний, умений, и навы-
ков, характеризующих его способности к выполнению той или иной работы. Также предположим, 
что эту характеристику можно измерить и представить в каждый момент времени вещественным 
числом. Для количественного оценивания профессиональных навыков работников могут быть ис-
пользованы различные методики, в качестве примера можно ознакомиться с работой [9]. Обозначим 
через 9'((%) числовую оценку профессиональных навыков i-го исполнителя для выполнения j-й рабо-
ты в момент времени t (% � 0,… , #). Если перед этим данный исполнитель уже работал на этой рабо-
те, то 9'((%) будет расти вследствие набора опыта, в противном случае – снижаться из-за невостребо-
ванности соответствующих качеств. Пусть :'( – темп прироста, а µ'( 	– темп снижения 9'((%) (для 

простоты возьмем их не зависящими от времени), тогда  9'((%) � ;1 + :'(=9'((t − 1)&'((% − 1) + ;1 − @'(=9'((t − 1)(1 − &'((% − 1)). 
В этом соотношении учитывается только изменение профессиональных навыков под воздей-

ствием накопления или утери опыта. Однако на весь процесс можно повлиять целенаправленно, от-
правив исполнителя на курсы переподготовки или повышения квалификации по конкретному виду 
работ, что дает предприятию дополнительные рычаги влияния на качество рабочей силы и на про-
цесс выполнения запланированных работ. Опишем математически соответствующий механизм. 

Пусть руководство предприятия, направляя i-го исполнителя на курсы повышения квалифика-
ции по j-й работе в момент t, выделяет для этого средства в размере A'((%). Обозначим величину 
улучшения соответствующего навыка через �'((A'((%)), где �'( – непрерывно дифференцируемая мо-
нотонно возрастающая функция, характеризующая индивидуальные способности работников в ос-
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воении той или иной работы. Тогда динамика профессиональных навыков исполнителей будет опи-
сываться соотношениями следующего вида: 9'((%) � ;1 + :'(=9'((t − 1)&'((% − 1) + ;1 − @'(=9'((t − 1) B1 − &'((% − 1)C + +�'((A'((% − 1)). 

Здесь предполагается, что отдача от вложенных в обучение исполнителя средств проявится 
уже в следующий момент времени. 

Сумма вложений D(%)	работодателя в повышение квалификации сотрудников на каждый мо-
мент фиксирована, но может быть по-разному распределена между работниками, что можно описать 
следующими условиями: 

E 3 A'((% − 1) ≤ D(% − 1);�
',(7� 	A'((% − 1) ≥ 0. . 

При этом будем считать, что значения показателей 9'((%) в начальный момент времени, харак-
теризующие базовые навыки исполнителей, считаются известными: 9'((0) � HI6�%. 

Также предположим, что в результате проведенных наблюдений и экспериментов была зафик-
сирована производительность труда исполнителей по различным видам работ, причем была выявле-
на ее зависимость от навыков исполнителей, которые, в свою очередь, зависят от опыта работы и 
пройденного обучения. Тогда производительность i-го исполнителя на j-м месте работы можно обо-
значить J'((9'((%)). Общая суммарная производительность всех исполнителей на всем промежутке 
времени будет играть роль целевой функции (критерия оптимальности), которую требуется макси-
мизировать: K(A, &, 9) � 33J'(('(L 9'((%))&'((%) → �J&. 

Объединяя все вышеприведенные соотношения, получаем математическую модель динамиче-
ской задачи о назначениях с учетом изменения навыков работников: 

 9'((%) � ;1 + :'(=9'((t − 1)&'((% − 1) + +;1 − @'(=9'((t − 1) B1 − &'((% − 1)C + �'( BA'((% − 1)C, 	4, 8 � 1,2, …6, % � 1,… , #; 
 9'((0) � HI6�%, 4, 8 � 1,2, … 6; 
 &'((%) � + 1, если	исполнитель	�'назначен	на	работу	�( ,0, в	противном	случае	(4, 8 � 1,2, …6, % � 0,… , #);	. 

3 &'((%) � 1, 4 � 1,2, … 6, % � 0,… , #;�
(7�
3&'((%) � 1�
'7� , 8 � 1,2, … 6, % � 0,… , #;
3 A'((% − 1) ≤ D(% − 1)�
',(7� , % � 1, … , #;

	A'((% − 1) ≥ 0, 4, 8 � 1,2, … 6, % � 1,… , #;	
 

 

K(A, &, 9) � 3 3 J'((9'((%))&'((%)�
',(7�

N
L7� → �J&. 

 
Эта модель имеет вид задачи оптимального управления, где управлениями являются булевы 

переменные &'((%) и величины A'((%), а фазовыми переменными – оценки навыков исполнителей 
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9'((%). Заметим, что ограничения на фазовые переменные в задаче отсутствуют, а критерий качества 
зависит как от траектории функционирования системы, так и от конечных состояний 9'((#) [10]. 

Для решения полученной задачи использовался метод динамического программирования. Бы-
ло рассмотрено несколько примеров с двумя типами работ (8 � 1,2) и двумя работниками (4 � 1,2). 
Например, в одном из случаев параметры были подобраны так, что первый исполнитель медленнее 
накапливал опыт работы и медленнее его терял, а второй, соответственно, быстрее обучался и быст-
рее утрачивал навыки.  

Оптимальные значения вложений на повышение навыка сотрудника и оптимальные назначе-
ния на работы в период времени  0;16], при которых достигаются наилучшие показатели оценки 
профессиональных навыков для описанного случая, представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Оптимальные назначения на работы и средства на обучение 

t x11 x12 x21 x22 u11 u12 u21 u22 

0 0 1 1 0 0 2373,095 1626,905 0 

1 0 1 1 0 0 2373,194 1626,806 0 

2 0 1 1 0 0 2373,47 1626,53 0 

3 0 1 1 0 0 2373,722 1626,278 3,32E-15 

4 0 1 1 0 0 2250,117 1625,966 123,9176 

5 0 1 1 0 0 2125,106 1625,697 249,1973 

6 0 1 1 0 0 2000,009 1625,5 374,4906 

7 0 1 1 0 0 1874,933 1625,405 499,6625 

8 0 1 1 0 0 1749,914 1625,265 624,8201 

9 0 1 1 0 0 1624,851 1625,148 750,0006 

10 0 1 1 0 250,2363 1499,764 1499,999 750,0006 

11 0 1 1 0 500,3712 1374,719 1374,909 750,0006 

12 0 1 1 0 750,4528 1249,708 1249,839 750 

13 0 1 1 0 1000,481 1124,734 1124,785 750 

14 0 1 1 0 1250,403 999,7903 999,8064 750 

15 0 1 1 0 1500,243 874,8785 874,8785 750 
 
Из таблицы видно, что второй исполнитель был назначен на первую работу, так как здесь темп 

прироста его профессиональных навыков оказался выше. Выделенные средства распределяются, 
главным образом, на повышение квалификации в тех видах деятельности, на которые были назначе-
ны исполнители, но при этом предприятие способствует сохранению и прочих навыков, правда, рас-
пределяет на это меньшие суммы. 

Этот и другие примеры показывают возможность применения построенной математической 
модели для разработки оптимальной стратегии переподготовки и повышения квалификации рабо-
тающего персонала предприятия, а также для определения оптимальных назначений исполнителей 
по работам на рассматриваемом промежутке времени с учетом их профессиональных навыков и спо-
собностей к их улучшению. 
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Аннотация: Даются рекомендации по выбору необходимого числа машинных экспериментов 

при решении конкретных задач исследования и оптимального проектирования методом ПЛП-поиска, 
позволяющего осуществлять глобальный квазиравномерный просмотр заданной области варьируе-
мых параметров и применить формальные оценки из математической статистики. 

Abstract:Recommendations about the choice of necessary number of machine experiments at the so-
lution of specific objectives of a research and optimum design are made by method of the PLP-search allow-
ing to carry out global quasi uniform viewing of the set area of the varied parameters and to apply formal 
estimates from mathematical statistics. 

В методе ПЛП-поиска [1,2], созданном для решения задач оптимального проектирования ме-
ханизмов и машин на предварительном этапе, важным является статистический анализ результатов, 
получаемых при моделировании на ЭВМ. Этот анализ целиком базируется на идеях дисперсионного 
анализа [3], и поэтому его эффективное применение зависит от выбора оценочной функции (крите-
рия значимости) и объема N проводимых на ЭВМ машинных экспериментов. С помощью дисперси-
онного анализа осуществляют проверку различных статистических гипотез. 

В частности, в ПЛП-поиске используется следующая нулевая гипотеза Н0 если средние значе-
ния ( )i jαΦɶ  критерия качества проектируемой машины статистически не отличаются друг от друга и 

от общего среднего 0( )αΦɶ  всей совокупности N экспериментов, то полагаем, что рассматриваемый 

исследуемый параметр αj (j = 1, 2, ..., r) не оказывает в среднем влияния на величину ( )αΦ ; при этом 

i = 1, ... Mj, а Mj - количество уровней, на которые разбивается в ПЛП-поиске диапазон изменения αj. 
Для количественной оценки справедливости выдвигаемой нулевой гипотезы (или ей альтерна-

тивной гипотезы Н1) в математической статистике рассматриваются оценочные функции, в том или 
ином виде используемые при сопоставлении выборочных характеристик, в частности, составляющих 
дисперсии 2

0σ  всей совокупности проделанных экспериментов (или их несмещенных оценок). Про-

верка справедливости статистических гипотез при использовании оценочных функций основывается 
на сравнении некоторого числового показателя, найденного по результатам экспериментов, с таб-
личными значениями оценочных функций при некоторых значениях доверительных вероятностей р, 
что адекватно доверительному уровню значимости 1 - р. Таблицы теоретических значений вероятно-




