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Построим модель для описания физических процессов в теории колебаний [1]. Рас-

смотрим консервативный автономный осциллятор Дуффинга  

.03  xxx 
 

Произведя замену переменных ,yx xt  и выбрав следующие значения параметров: 

,1  1  (где  - малый параметр), рассмотрим первую краевую задачу для уравнения 

Дуффинга: 
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Для решения задачи используем метод стрельбы [2] и квазилинеаризации [7]. 

Квазилинеаризация это численное решение нелинейных задач путем сведения их к 

последовательности линейных задач. Квазилинеаризация строится на методе Ньютона (кото-

рый распространяется на функциональные пространства), на теории дифференциальных не-

равенств, а также на динамическом программирование [3]. Наиболее часто, в рамка квазили-

неаризации, используется метода Ньютона - Рафсона для нахождения корня r выпуклой, 

монотонно убывающей функции )(xf . На каждом шаге итерационного процесса исходная 

функция )(xf аппроксимируется линейной )(xj , находится корень )(xj , который служит 

следующим приближением, так что    ,/1 nnnn xfxfxx  ,...1,0n  Построенная последо-

вательность обладает свойством монотонности (х0<х1<х2<...<r) и квадратичной сходимости 

.
2

1 rxkrx nn   
Применим квазилинеаризацию для решения уравнения Риккати [4] 
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,0)()(2  tqvtpvv ,)0( cv  (предполагается, что решение существует на заданном от-

резке). Исходное уравнение заменим эквивалентным 

 ,)()(2min 2 tqvtpuvuv
u

  

где минимум возьмем по функциям )(tu , заданным на  0,0 t . Данное уравнение обладает 

свойствами, характерными для линейных уравнений. Для решения используется дифферен-

циальное уравнение 

),()(22 tqwtpuwuw  ,)0( cw   
где )(tu  - некоторая фиксированная функция. Опираясь на свойство )()( twtv   (причем ра-

венство имеет место при )()( tytu  ), можно построить систему последовательных прибли-

жений ...,... 121  nn vvvv
 

удовлетворяющих уравнениям

    .)0(,2 111

2

1 cvtqvtpvvvv nnnnnn 
  

То же самое рекуррентное соотношение может 

быть получено путем применения метода Ньютона - Канторовича к исходному нелинейному 

уравнению [6]. 

Использование схемы квазилинеаризации при решении краевой задачи для нелиней-

ных дифференциальных уравнений второго порядка 

 ,,, tuufu  ,21 ttt   

     ,0, 111  tutug      0, 222  tutug  

приводит к следующей последовательности функций )(tun , удовлетворяющих линейным 

уравнениям [5] 

       nnnnnnnnnunnn uutuufuutuuftuufu 
 111 ,,,,,,  

с линеаризованными краевыми условиями 

                         .0,  ,, 11 
 ininininuiininininiuinini tutututugtutututugtutug  

Существование, единственность [8] и квадратичная сходимость последовательности 

следуют из соответствующей выпуклости функций 21,, ggf  при достаточно малом интерва-

ле  21 , tt . 

Приведем графики приближенных аналитических решений краевой задачи (1)-(2) при 

определенных значениях . 

При ,11439,01    получаем 3 решения ( таблица 1): 

)(5027,0)sin(0044,0)3cos(0027,0)3sin(0001,0),( 12,1 xcoxxxxxy  
         (3) 

)3cos(5027,0)3cos(0027,0),( 13 xxxy 
                              (4) 

Таблица 4. Зависимость числа приближенных решений  от параметра .R   

Число различных 

решений       
0 3 2 5 4 7 6 

  [0, 1 )  1   21,   2   32 ,   3   4/1,3  

Знаки «+/-» для решений (3) для 1y  выбираются верхние, для 2y   - нижние.  

Осуществим визуализацию приближенных решений полученных в виде ряда с коэф-

фициентами до 4-го порядка, а так же методом стрельбы и методом квазилинеаризации с 
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шагом h= 0,001 и точностью toch= 0,01. 

Визуализация приближенных решений выбранными методами при 11439,01  имеет 

вид. 

 

Рис.1Визуализация приближенных решений при .11439,0  

При ,24937,02    получаем 5 решений: 

),(3789,10)sin(1947,0)3cos(8789,9)3sin(5566,0),( 22,1 xcoxxxxxy  
(5) 

),(1296,0)sin(3799,10)3cos(3704,0)3sin(8876,9),( 24,3 xcoxxxxxy 
(6) 

)3cos(3807,10)3cos(8945,9),( 25 xxxy 
(7) 

Визуализация приближенных решений выбранными методами при заданном 

,24937,02  имеет вид, указанный на рисунке 2.  

 

Рис.2Визуализация приближенных решений при .24937,0  

При анализе полученных приближенных решений, было выявлено, что при  , близ-

ких к x , приближенное аналитическое решение методом разложения в ряд сходно с чис-

ленным решениям, полученным методами стрельбы и квазилинеаризации.  
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Введение. Одной из стремительно развивающихся отраслей информационных техно-

логий за последние несколько лет стали геоинформационные системы. В настоящее время 

существует огромное количество данных систем, рассчитанных практически на любое элек-

тронное устройство: компьютер, сотовый телефон, навигатор в транспортном средстве и т.д. 

Повсеместно используются GPS-координаты, по которым можно найти любую точку на по-

верхности Земли, любой предмет, снабженный специальным датчиком: сотовый телефон, 

автобус, станок на заводе и т. д. В современных ГИС можно создавать собственные карты 

или маршруты, связывать их с различными координатами, добавлять какие-либо данные к 

готовым картам. 

На российском рынке пользуется популярностью система 2ГИС [1]. В основе ее API 

[2] лежит библиотека Leaflet [3]. 
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