
Введение

Проблема неопределенности. В отличие от по-
нятия «грубость» по А.А. Андронову [1] термин
«робастность» используется в случае, когда рекви-
зиты объекта изменяются в широком диапазоне.
Поэтому «робастность» можно характеризовать
как «глобальную грубость», или «грубость в боль-
шом».

Все системы управления в той или иной степе-
ни функционируют в условиях неопределенности.
Неопределенность не относится к реальному
объекту, а является особенностью математической
модели, построенной в условиях неполноты наших
знаний о реальном объекте. Стремление улучшить
модель путем добавления все новых факторов яв-
ляется нерациональным подходом, ибо каждый
добавленный фактор вносит свою неопределен-
ность. Кроме того, попытка формализовать непо-
нятные закономерности может привести к появле-
нию источников паразитной динамики.

Для практики автоматического управления
важное значение имеет разработка методов синте-
за на основе простых, но более содержательных мо-
делей. Для таких моделей достаточно добиться
«структурного соответствия», что нетрудно сде-
лать, если знать основные закономерности поведе-
ния реального процесса.

Модели, предназначенные для целей управле-
ния, достаточно представить на уровне «партиту-
ры» (здесь имеется в виду «партитура, состоящая
из небольшой модели для импровизации…» [2]).
Генеральные составляющие таких моделей кроме
известных компонент могут содержать и неопреде-
ленности по структуре, параметрам, внешним воз-
мущениям и др.

Проблема управления. Обычно регулятор на-
страивается на номинальную модель объекта. Од-

нако при реализации регулятор подключается не к
модели, а, естественно, к реальному объекту. При
функционировании расхождение объекта от своей
первоначальной модели (номинальная модель) мо-
жет привести к непредсказуемым последствиям.
Стратегия управления в условиях неопределенно-
сти заключается в компенсации этой разницы, не
зная её природу.

При построении робастных систем полный от-
каз от использования средств адаптации, в частно-
сти алгоритмов идентификации и наблюдения нео-
пределенностей, не позволяет получить ожидаемо-
го качества переходных процессов и запасов устой-
чивости. Тем не менее, «очистка» номинальной ди-
намики от всевозможных неопределенностей с ис-
пользованием адаптивных методов является обре-
менительной и часто невыполнимой задачей из-за
невозможности разделения движения, особенно в
нелинейном случае. Поэтому в основном рассма-
триваются аддитивные и медленно изменяющиеся
неопределенности.

Особый интерес представляют методы управле-
ния в условиях неопределенности, непосредствен-
но не использующие алгоритмы адаптации, одна-
ко обладающие высокими робастными показате-
лями.

Неадаптивные методы управления 
в условиях неопределенности

В качестве претендентов на неадаптивные вы-
делим следующие методы:
1. Методы, основанные на H∞-теории (Doyle,

1989) [3–5]. Основная задача этой теории осно-
вывается на минимизации H∞-нормы, характе-
ризующей энергию выхода. Метод несколько
эвристичен. Предполагается, что подобная ми-
нимизация кроме робастности должна обеспе-
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чивать и получение высоких динамических и
статических показателей. Существуют упро-
щенные задачи до точности заданного уровня
качества γ>0.

2. Метод, основанный на формировании фазовых
ограничений [6]. Идея этого метода заключает-
ся в «стеснении» системы в некоторую «труб-
ку», где имеется свобода выбора решения в ви-
де неравенств.

3. Методы, основанные на преднамеренной орга-
низации скользящих режимов (С.В. Емельянов,
В.И. Уткин (1967–1981), А.В. Левантовский,
С.К. Коровин (1986–1997)) [7–9]. Соответ-
ствующая система обладает робастным свой-
ством только при движении по линии скольже-
ния и не является робастной до попадания на
эту линию. Скользящий режим является уяз-
вимым по отношению к структурным неопреде-
ленностям. Изменение топологии корней от-
дельных структур может привести к наруше-
нию условия существования и устойчивости
скользящего режима.

4. Методы на основе большого коэффициента
усиления (М.В. Мееров (1967–1986)) [10]. Эти
методы обладают повышенной точностью и ро-
бастной устойчивостью по отношению к нео-
пределенным параметрам и внешним низкоча-
стотным возмущениям. Однако не обеспечива-
ется робастность переходных процессов. Кроме
того, не все объекты допускают реализацию
чрезмерно большого коэффициента усиления.

5. Вибрационные методы управления. Преднаме-
ренная организация автоколебательных и ви-
брационных режимов позволяет поддерживать
допустимую точность в установившемся режи-
ме [11, 12].

6. Интервальные методы управления. В этом на-
правлении многие исследования делают акцент
на известную работу В.Л. Харитонова [13, 14].
Указанные методы применимы только к линей-
ным системам и гарантируют асимптотическую
устойчивость, не гарантируя точность и пока-
затели качества.
Вообще говоря, квалификация методов 3–5,

как робастных, является нестрогой. Некоторые до-
стоинства и недостатки указанных методов изло-
жены в [15–17].

Средствами борьбы с широким классом неопре-
деленностей, наиболее универсальными и техни-
чески просто реализуемыми, могут являться си-
стемы, допускающие беспредельное увеличение
коэффициента усиления разомкнутой цепи без по-
тери устойчивости. Тем не менее, классические ме-
тоды в указанном направлении не нашли должно-
го развития. По видимому, основными причинами
этого являются:
• сложность структур, обеспечивающих беспре-

дельное увеличение коэффициента усиления
без нарушения устойчивости;

• применимость только к линейным системам,
что гарантирует робастность статического ре-

жима (установившегося или статической ошиб-
ки), не гарантируя робастность динамических
показателей качества;

• низкая репутация «большого коэффициента»,
в контексте классической элементной базы.
Во всех неадаптивных робастности системах в

той или иной форме наблюдаются высокие коэф-
фициенты усиления, обусловленные свойствами
робастности. Можно показать множество приме-
ров, где коэффициент усиления регулятора при на-
стройке принимает неожиданно высокое значение.
Так, в [18] оптимальный Н∞-контроллер имеет ко-
эффициент усиления KC=505249. В [19] установив-
шееся значение коэффициента усиления периоди-
ческой части регулятора k=380, а в [20] оптималь-
ный коэффициент усиления равен 100, и его даль-
нейшее увеличение приводит к нарушению устой-
чивости. Характерным для этих систем является
незащищенность от беспредельного увеличения
коэффициента усиления. Важно отметить, что, по-
добно системам с высоким коэффициентом усиле-
ния, также происходит усиление высокочастот-
ных помех, налагаемых на координаты состояния.

Обобщая выявленную закономерность, для
синтеза простых робастных регуляторов, востребо-
ванных в практических приложениях, можно
предложить ряд рекомендаций:
• возможность беспредельного увеличения коэф-

фициента усиления можно предусмотреть при
постановке задачи, не дожидаясь результатов ре-
шения различных робастных задач, приводящих
к появлению большого коэффициента усиления;

• для синтеза подобных систем следует использо-
вать такие принципы, которые приводят к про-
стым, реализуемым и работоспособным струк-
турам. Основу таких принципов может соста-
вить метод функции Ляпунова;

• с целью обеспечения робастности переходных
процессов (динамического режима) следует ор-
ганизовать движение системы по фиксирован-
ному многообразию, например по гиперплоско-
сти. Системы, основанные на большом коэффи-
циенте усиления, будем называть К∞-робастны-
ми системами.
В [15] рассмотрены К∞-системы, где в качестве

регулятора использован РI-регулятор с большим
коэффициентом усиления, представленный как
гипернаблюдатель неопределенностей. В данной
статье исследуется задача синтеза К∞-робастных
систем на основе метода функции Ляпунова с ис-
пользованием Р-регулятора.

Постановка задачи

Рассмотрим одномерный по входу и выходу
управляемый объект n-го порядка, задаваемый
дифференциальным уравнением в виде «партитур-
ной» модели:

(1)

где y=(y,y
.
,y(n–1))T=(x1,x2,…,xn)

T∈Rn – доступный из-
мерению или оценке вектор состояния; y∈R –

( ) ( , ) ( , ) , [0, ),n f t b t u t= + ∈ ∞y y y
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управляемый выход; u∈R – управляющее воздей-
ствие; f(y,t), b(y,t)>0 – нелинейные неизвестные
ограниченные функции.

Генеральные составляющие f(⋅) и b(⋅) являются
источниками неопределенностей, однако могут со-
держать и известные компоненты. В любом случае
f(⋅) и b(⋅) принимаются как потенциальные источ-
ники паразитной динамики и подавляются (мате-
матически происходит деление на большое число).
Взамен приведенная система наделяется желае-
мой динамикой.

Функции fi(⋅) и bi(⋅) могут содержать негладкие
и разрывные нелинейности.

Рассматривается общая задача стабилизации, со-
стоящая в таком выборе управления u, которое после
завершения переходной составляющей обеспечивает
движение выхода y(t) объекта (1) по эталонной траек-
тории yd(t). При этом состояние системы отслеживает
эталонную траекторию yd=(yd,y

.
d,…,yd

(n–1))T. Вектор
ошибок слежения определяется выражением

Решение задачи

В соответствии с принципом обратной связи
стратегию управления будем строить на основе
ошибки e(t). В методе функции Ляпунова страте-
гия управления строится на основе фундаменталь-
ного соотношения

(2)

В качестве претендента на функцию Ляпунова
примем распадающуюся на линейные множители
квадратичную форму [21]:

Принимая ai=bi=ci, i=

1,n


, cn=1, после ввода нор-
мирующего множителя, будем иметь:

(3)

где

(4)

Производная по времени функции (3):

(5)

где

(6)

Из (5) следует, что для выполнения соотноше-
ния (2) достаточно поддерживать противополож-
ность знаков s и s

.
. С этой целью запишем:

Функция us отвечает следующим требованиям:
if s>0 then us<0; if s<0 then us>0.             (7)

В зависимости от вида us можно получить раз-
личные режимы движения. Например, при релей-
ном us=–k⋅sign(s) и релейно-линейном us=–k⋅sat(s,∆)
управлениях, соответственно, скользящее и квази-

скользящее движение, где ∆ – ширина диапазона
линейности при гладких P-, PI-управлениях асим-
птотическое.

Для определения управления u, обеспечиваю-
щего достаточное условие асимптотической устой-
чивости V

.
<0, необходимо связать V

.
с u. С этой це-

лью в (6) выполним замену старшей производной
e(n) выражением, получаемым в силу уравнения
объекта (1):

Тогда можно записать

(8)

Здесь

Из (9) нетрудно увидеть, что при x(t)=0 упра-
вление, обеспечивающее условие асимптотической
устойчивости dV(e)/dt=ss

.
<0, с учетом (7) можно

записать в виде простого Р-закона управления:
(9)

По аналогии с [8] управление (10) будем назы-
вать «робастным эквивалентным управлением».

Влияние x(t) на динамику системы можно осла-
бить путем увеличения коэффициента усиления
регулятора k. Учитывая (9) в (8), представим по-
следнее в виде:

При устремлении k в бесконечность в пределе
будем иметь:

Отсюда следует, что система в пределе описыва-
ется уравнением гиперплоскости (4):

При движении в малой окрестности вырожден-
ной траекторий s=0 порядок системы уменьшает-
ся на единицу. Поэтому для устойчивости движе-
ния угловые коэффициенты ci гиперплоскости
s=0 должны являться коэффициентами Гурвице-
вого полинома пониженного порядка:

(10)

Вещественные части корней такого полинома
Re(pi)<0.

Передаточные функции

Согласно (9) передаточная функция регулятора
имеет вид:

(11)

Регулятор имеет пониженный n–1 порядок.
Согласно (10) характеристический полином си-

стемы:

1 2 2

1 3 2 1

( )
( )

( )

( ... ).

C
C

n n

n

U p
W p

E p

k p c p c p c p c− −
−

= =

= + + + + +

1 2

1 1( ) ... .n n

n
H p p c p c

− −
−= + + +

( 1)

1 2 0... 0, (0) .n
s c e c e e s s

−= + + + = =ɺ

lim ( ) 0.
k
s t

→∞
=

1( ) [ ( ) ( )] / .s t b x t s t k−= − ɺ

( ).
s

u u k s t= = ⋅

1
( ) ( )

1

( ) ( , ).
n

i n

i d

i

x t c e y f t
−

=

= + −∑ y

( ) ( , ) , 0.s x t b t u b= − >ɺ y

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) .n n n n

d d
e y y y f t b t u= − = − −y y

( ).
s

s u s=ɺ

( )

1 2 ... .ns c e c e e= + + +ɺ ɺ ɺɺ

/ ,dV dt V ss= =ɺ ɺ

( 1)

1 2 ... .ns c e c e e
−= + + +ɺ

21 ,
2

V s=

( 1) ( 1)

1 2 1 2( ... )( ... ).n n

n n
V a e a e a e b e b e b e

− −= + + + + + +ɺ ɺ

( ) / 0.dV dt <e

( 1)( , ,..., ) .n T

d
e e e

−= − = ɺe y y

Управление техническими системами

15



(12)

Особенности реализации. Реализовать регуля-
тор на основе выражения (10) невозможно, посколь-
ку оно содержит операторы идеального дифферен-
цирования. При реализации оператора дифферен-
цирования р обычно используется реальное диффе-
ренцирующее звено с передаточной функцией:

(13)

Постоянная времени дифференциатора
Тd≈0,0001–0,02 с.

В этом случае передаточную функцию регуля-
тора (11) можно представить в виде:

(14)

Учитывая (13) в (14) и приравнивая в числите-
ле Тd=0, получим приближенную передаточную
функцию, имеющую реализуемую форму в виде
рациональной дроби:

(15)

При n=2 имеем:

Для n=2 при моделировании в качестве уравне-
ния регулятора целесообразно использовать точ-
ное выражение

Определение параметров настройки

При движении из произвольной точки s
(0)=s0 система при достаточно большом коэффици-
енте усиления k почти мгновенно попадает на ги-
перплоскость s(t)=0 и в дальнейшем двигается по
этой плоскости в начало координат (рис. 3, б). Поэ-
тому движение системы может быть описано ура-
внением гиперплоскости s (t)=0.

Настройка регулятора. Качественные показате-
ли (время установления ts, перерегулирование σ % и
др.) переходной характеристики по ошибке е(t) за-
висят от параметров настройки сi, i=1,…,n–1 регу-
лятора (11). Поскольку порядки регулятора (11) и
характеристического уравнения замкнутой систе-
мы (12) одинаковы, то путем изменения параме-
тров сi, i=1,…,n–1, можно разместить все полюса
системы по желаемой схеме.

Монотонная переходная характеристика,
σ=0 %. Потребуем, чтобы переходная характери-
стика по ошибке слежения е (t) не имела перерегу-
лирования, т. е. являлась монотонной. С этой це-
лью для корней (полюсы системы) pi характеристи-
ческого полинома DSYS(p) (12) выберем биномиаль-
ное распределение. При таком распределении
p1=p2=…=pn–1. Кратность корней позволяет опреде-

лить их на основе требуемого времени установле-
ния ts переходной характеристики.

При кратных корнях выражение (12) можно
представить в виде:

Определим р1. При кратных корнях решение
имеет вид:

Представим решение в векторном виде:

(16)

где Р-квадратная матрица размера (n–1)×(n–1).
Для системы пятого порядка (n=5) включи-

тельно

Пусть время установления для δs=±(2–5)%-й
допустимой ошибки задана t=ts. Тогда, согласно
(16), для определения p1 получаем следующее вы-
ражение:

Если е(0)>0, то и δs>0 (приближение сверху),
иначе δs<0.

Соответствующее трансцендентное уравнение:

(17)

Уравнение (18) можно решить с помощью функ-
ций Matlab: solve(‘f(p1)=0’) или fzero(‘f(p1)’,[a,b],0.01).

После определения р1 для описания уравнения
регулятора во временной области (9) следуют опре-
делить параметры настройки ci, i=1,…,n–1.

Эти параметры определяются как коэффициен-
ты полинома

(18)

Отсюда параметры настройки регулятора:

При реализации уравнения регулятора в виде
передаточной функции значения ci, i=1,…,n–1,
можно не вычислять, а передаточную функцию ре-
гулятора (15) реализовать на основе выражения:
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Определение коэффициента усиления k. Этот па-
раметр связан с доминирующей неопределенностью
и определяется экспериментально при компьютер-
ном моделировании или на реальном объекте.

Если доминирующая неопределенность известна,
то ее нужно реализовать, вызывая наихудший ре-
жим. Увеличивая k, следует контролировать ошибку
слежения е(t) в точке t=ts и добиться вхождения тра-
ектории е(t) в коридор допустимой ошибки, т. е. вы-
полнения условия e(t)≤|δs|/100 для всех t≤ts.

После некоторого значения k в системе устана-
вливаются заданные σ % и ts. Однако не следует
злоупотреблять значением k, поскольку это может
привести к перерасходу энергии. Если энергия
управления строго регламентирована, например, в
подвижных или летательных аппаратах, то целе-
сообразно использовать самонастройку k в зависи-
мости от ошибки e(t), поддерживая k на минималь-
ном уровне.

Значения сi также могут определяться с помо-
щью Optimization Toolbox/Signal Constraint по де-
вяти вводимым качественным показателям [22, 23].

Результаты моделирования

Рассматриваемая в статье робастная система
относится к классу интервальных систем ввиду то-
го, что источником неопределенности являются
параметры модели, задаваемые своими предель-
ными значениями.

Пример. Параметрический маятник. Решим за-
дачу управления параметрическим маятником с пе-
риодически изменяющимися коэффициентами [24]:

где m=1kg, g=9,81m/s2, a=2; 0<Rm≤R≤RM, y(0)=(0,0)T.
Уравнение движения груза:

На объект в точке приложения управления дей-
ствует Гаусовская помеха n(t), представленная на
рис. 1.

Рис. 1. Гаусовская помеха

Пусть эталонная траектория задана в виде:

Начальное значение уd(0)=0,5. Генеральные со-
ставляющие модели:

На рис. 2, a, б показаны кинематическая схема
маятника и характер изменения коэффициентов
модели.

Рис. 2. а) кинематическая схема маятника; б) характер из-
менения коэффициентов модели

На рис. 2 A1=2R
.
/R, A2=g/R, b=1/mR2. Требуе-

мые показатели качества: перерегулирование
σ=0 %; время установления ts≈1 c для δs=±2 %
допустимой ошибки регулирования.

Определим параметр настройки с1. При n=2 на-
чальное условие e(0)=yd(0)–y(0)=(0,5;0,25)T. Ура-
внение (17) имеет вид:

Используя функцию solve(⋅) находим р1=3,23.
Выражение (18) DSYS=p+3,23⇒c1=3,23. В результа-
те, уравнение регулятора: u=k(3,23e+e

.
).

На рис. 3, а, б при а=2, m=1 показаны графики
изменения ошибки регулирования e(t) в зависимо-
сти от коэффициента усиления k и фазовый пор-
трет системы.

При k=120 уже выполняются заданные показа-
тели качества σ=0 %, ts=1 c. Дальнейшее увеличе-
ние k не оказывает ощутимого влияния на показа-
тели качества, однако приводит к увеличению
энергии управления.

На рис. 3, б показан фазовый портрет системы
при начальных условиях y(0)=[2,1,–1,–2],
y
.
(0)=[2,2,–2,–2]. Как видно, при k=120 все траек-

тории стягиваются к линии s=e
.
+3,23e=0.

В начальный момент времени управление при-
нимает довольно высокое значение u(0)=–370. По-
этому сигнал управления с помощью блока Satura-
tion (насыщение) был ограничен на интервале
–60≤u(t)≤60.

Рассмотрим случай параметрической неопреде-
ленности. Пусть коэффициент а при y

.
(t) и масса

груза m меняются на ≈ ±50 %: a=[1;1,5;2;2,5];
m=[0,5;1;1,5;2].

На рис. 4 показаны пучки переходных харак-
теристик по выходу {у(t)}, ошибке {e(t)} и сигналу
управления {u(t)} при k=120 и начальном условии
y(0)=(2;0)T.

Концентрация пучков {y(t)} и {e(t)} довольно
высокая. Через ts≈1 c выход объекта {у(t)} начина-
ет довольно точно отслеживать эталонную траек-
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торию yd(t). В ослаблении действующих на вход
объекта помех существенную роль играют филь-
трующие свойства самого объекта.

Выводы

В работе рассмотрен один из возможных подхо-
дов к построению следящих робастных систем
управления с высоким коэффициентом усиления.
Основу синтеза составляет метод функции Ляпуно-
ва, в частности «метод квадратичных форм».
Предложенная методика позволяет обойти слож-
ные математические трудности, возникающие при
синтезе робастных систем, и управлять нелиней-
ными нестационарными объектами в условиях су-
щественной неопределенности с помощью просто-
го физически понятного регулятора.

К недостаткам предложенной методики следу-
ет отнести:
• отсутствие аналитической формулы для опре-

деления коэффициента усиления k;
• робастный регулятор относительно ошибки ре-

гулирования получен в виде PD- (пропорцио-
нально-дифференциального) регулятора. При
реализации таких регуляторов D-составляющие
аппроксимируются реальным дифференцирую-
щим звеном, что для систем высокого порядка
может привести к ощутимым погрешностям.
Если аппроксимацию не производить, то сигнал
ошибки следует тщательно отфильтровать.

• происходит усиление высокочастотных помех,
имеющих непосредственный доступ в регуля-
тор. Этот недостаток является характерным
для всех неадаптивных робастных систем;

• система настраивается на доминирующую нео-
пределенность и должна «дежурить», ожидая по-
явления наихудшего режима, оставаясь в напря-
жении. Этот недостаток можно исключить путем
самонастройки коэффициента усиления регуля-
тора, поддерживая его на минимальном уровне.

• не все объекты допускают реализацию чрезмер-
но высокого коэффициента усиления.
В результате литературного анализа можно

прийти к следующему заключению общего харак-
тера:
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Рис. 3. а) графики изменения ошибки; б) фазовый портрет системы
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Рис. 4. Переходные характеристики (а), (б) и сигнал упра-
вления (в) при одновременном изменении параме-
тров а и m
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• для обеспечения высоких робастных показателей
коэффициент усиления регулятора должен при-
нимать достаточно высокое значение. Это являет-
ся диалектической закономерностью, поскольку
связано с затрачиваемой энергией управления;

• высокий коэффициент усиления в первую оче-
редь вызывает чрезмерно высокое значение
сигнала управления в начальный момент вре-
мени. Наложение же позиционного ограниче-
ния на управление снижает быстродействие и
может привести к потере робастности;
Преимущество неадаптивных систем заключа-

ется в следующем:
• используется незначительная информация об

объекте – достаточно структурного представле-

ния модели. Исключение составляет Н∞-тео-
рия, где используется номинальная модель
объекта;

• не используются наблюдатели неопределенно-
стей, которые уменьшают быстродействие си-
стемы и создают новые неудобства, связанные с
известными проблемами сходимости в реаль-
ных условиях;

• имеется возможность построения простых ро-
бастных регуляторов, востребованных в про-
мышленных приложениях.
Решение модельной задачи с использованием

пакета Matlab/Simulink позволило сделать ряд по-
ложительных выводов, имеющих важное при-
кладное значение.
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The paper introduces the approach to control of a priori uncertain dynamic objects based on Lyapunov function method, in particular
«the method of quadratic forms». Possibility of infinite raising the gain coefficient of PD-controller of n–1 order allows suppressing ge-
neral components of uncertain model to an arbitrarily small value. This ensures high accuracy of tracking of the reference trajectory for
a wide class of uncertainties. The system is described by a homogeneous linear equation of the hyper-plane in the limit. This feature al-
lows defining the controller settings parameters based on quality indicators using the «modal control» method. The proposed technique
allows avoiding the complex mathematical difficulties occurring in the synthesis of robust control systems and controlling nonlinear non-
stationary objects under substantial uncertainty by a simple physically intuitive controller. The disadvantages of the proposed technique
are the increased frequency interference with direct access to the controller, the usage of the output derivatives for forming PD-control-
ler as well. Solving model problems on Matlab/Simulink allowed the author to make a number of positive findings of the important prac-
tical value.
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