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О  м а л ы д ъ  к о л е б а н і я ^ ъ  т а т е р і а л ь н о й  с и с т е м ы  

о к о л о  п о п о ж е н і я  р а в н о в ѣ с і я .

В В Е Д Е Н І Е .

Колебательный движенія строго или приблизительно гармоническаго 
типа, вслѣдствіе тѣсной связи ихъ со многими важными вопросами* 
какъ теоретической, такъ и прикладной физики, довольно рано сдѣ- 
лались предметомъ спеціальнаго изученія. Изелѣдованіе простѣйшихъ 
случаевъ колебаній маятниковъ математическаго и физическаго— при
надлежи™ Галилею  (1564— 1642) и Гюйгенсу  (1629 — 1695)— основа« 
телямь динамики; въ аналитической механикѣ Lagrange"а (1736— 1813) 
мы видимъ уже разработанную теорію колебательныхъ движеній мате- 
ріальной системы около положенія равновѣсія. Въ основныхъ своихъ 
чертахъ эта теорія сохраняется и до настоящаго времени; работы 
позднѣйшихъ математиковъ ( Cauchy, Sturm , W eierstrass, Сомовъ) усо
вершенствовали отдѣльныя части теорш Lagrange1 & и исправили до
пущенную имъ ошибку, не измѣняя самаго метода изелѣдованія.

Изложеніе Лагранжевой теоріи малыхъ колебаній съ исправленіями 
и дополненіями позднѣйшаго времени можно найти въ очень извѣст- 
ныхъ англійскихъ руководствахъ: Treatise on natural philosophy by 
lord K elvin  and T a it1 Theory of Sound by lord Rayleigh , и Dynamics 
of a system of rigid bodies by Routh, а также въ работѣ проф. Умова 
подъ заглавіемъ: „Изъ лекцій математической физики“ . Ыаписанныя 
гораздо раньше, тіроизведеннаго H ertrieмъ, раздѣленія механическихъ 
системъ на голономныя и неголономныя, указанныя выше работы 
имѣютъ въ виду колебанія системъ только голономныхъ. Это ихъ пер* 
вая особенность.

Другой особенностью является устраненіе изъ изложенія многихъ 
подробностей алгебраическаго характера, затрудняющее пониманіе и 
заставляющее читающаго дѣлать дополненія недостающихъ подробно
стей изъ постороннихъ источниковъ.

Цѣль настоящей статьи— дать изложеніе исправленной теоріи 
Lagrange’а съ распространеніемъ ея на системы неголономныя, ноль-
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зу я сь  при  этом ъ  сред ствам и  ал геб р ы  и а н а л и за  в ъ  т а к и х ъ  р азм ѣ р ах ъ , 
к о то р ы е  у к азы в аю тся  съ  одной  сто ро н ы  стр огостью  м атем ати ч ескаго  
и зл о ж е н ія , а  съ  д р у го й — его  возм ож н ой  п р о сто то й  и ясн о стью .

Общая постановка  вопроса.

М ех ан и ч еск ія  систем ы , м алы я к о л е б а н ія  к о то р ы х ъ  мы и м ѣем ъ  в ъ  
ви д у  и зучи ть, п р ед п ол агаю тся  со сто ящ и м и  и з ъ  о тд ѣ л ьн ы хъ  м атер іал ь- 
н ы х ъ  ч асти ц ъ  с ъ  м ассой  Itii ( т а к ъ  назы в. м ат ер іал ь н ы х ъ  т о ч е к ъ ) и 
коо р д и н атам и  XiIjiZi , гд ѣ  и н д ек с ъ  і п р о б ѣ г а е т ъ  р я д ъ  зн ач ен ій  о тъ  1 

до т, р а в н а го  числу в с ѣ х ъ  р азл и ч н ы х ъ  ч а с ти ц ъ  систем ы .
В ъ  иолном ъ со гл ас іи  съ  вы ш еупом януты м и  автор ам и  мы будем ъ 

п р ед п о л а га ть  д ѣ й ств у ю щ ія  н а  систем у силы  к он сервати вн ы м и , т . е . 
зав и ся щ и м и  то л ько  о т ъ  п о л о ж ен ія  т о ч е к ъ , но н е  о т ъ  ско р о стей ; о тн о 
с и тел ь н о  ж е  х а р а к т е р а  к и н ем а ти ч е с к и х ъ  с в я зе й  меж ду различны м и 
то ч кам и  систем ы , мы будем ъ  д е р ж а т ь с я  бо лѣ е  об щ и хъ  н ред п ол ож ен ій : 
н а  р я д у  с ъ  свя зям и , вы раж аю щ и м и ся  конечны м и у р ав н ен іям и  меж ду 
к оо р д и н атам и  ви д а

Dl J У11 »*̂2> Уі, ̂ 2, . . . .  Хщ, Г,

мы доп усти м ъ  су щ ество в ан іе  и с в я зе й  д и ф ф ер ен ц іал ь н ы х ъ , в ы р а ж а е 
мы х®  к а к ъ  в се гд а , у р ав н ен ія м и  ли нейны м и о тн о си тел ьн о  п ервы х ъ  про- 
и зво д н ы х ъ  в с ѣ х ъ , и ли  то лько  н ѣ к о то р ы х ъ , к о о р д и н а т ъ  по врем ен и .

И н ач е  го в о р я , мы будем ъ и м ѣ ть в ъ  виду  систем ы , к а к ъ  голоном* 
н ы я , т а к ъ  и н еголон ом н ы я, но п р и  одном ъ су щ ествен н о м ъ  о гр ан и ч е- 
н іи , что  в р ем я  t не  в х о д и т ь  в ъ  у р а в н ен ія  с в я зе й  явно, а  то л ько  ч е 
р е з ъ  п о ср ед ство  к о о р д и н а т ъ  р азл и ч н ы х ъ  т о ч е к ъ  систем ы , и ли  и х ъ  
п е р в ы х ъ  п р ои зво д н ы х ъ  по врем ен и , т. е. со став л я ю щ и х ъ  ско р о стей  
о тд ѣ л ь н ы х ъ  т о ч е к ъ  по коорд и н атн ы м ъ  осям ъ. О тсутств іе  врем ен и  t въ  
у р а в н е н ія х ъ  с в я зе й  явнымъ о б р азо м ъ  исклю чаеш ь в о зн и к н о в ен іе  с ъ  т е -  
ч ен іем ъ  врем ен и  к а к и х ъ  либо  и зм ѣ н ен ій , к а к ъ  в ъ  сам ы хъ с в я зя х ъ  в ъ  
и х ъ  ц ѣ л о м ъ , т а к ъ  в ъ  ч астн о сти  и  в ъ  то й  к о н ф и гу р а ц іи  р ав н о в ѣ с ія , 
около  ко то р о й  долж н ы  п р ои сх од и ть  по п р ед п ол ож ен ™  м алы я к о л еб а- 
н ія  си стем ы .

Распространеніе  метода L a g ra n g e ’a на системы неголономныя.

В озм ож н ость  р а с п р о с т р а н и т ь  теор ію  безко н еч н о -м ал ы х ъ  к ол еб ан ій  
н а  систем ы  н его ло н о м н ы я вы текаеш ь и з ъ  то го , что при  допустим ости  
о д н и х ъ  только  б езк о н еч н о  м алы хъ п ер ем ѣ щ ен ій  в с я к а я  д и ф ф ер ен - 
ц іа л ь н а я  с в я зь  в ы ш еу к азан н аго  ви да  (т . н. ск л ер о н о м н ая ) с т а н о в и т с я  
связью  и н тегр и р у ем о й  и, сл ѣ д о в ател ьн о , м ож етъ  б ы ть  за м ѣ н ен а  к о н е ч - 
ны м ъ у рав н ен іем ъ  м еж ду коо рд и н атам и .
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Ч тобы  ви д ѣ ть  это , о стави м ъ  врем ен н о  б е з ъ  р азс м о тр ѣ н ія  д и ф ф е- 
р ен ц іа л ь н ы я  с в я зи  н еголон ом н ой  систем ы , которую  мы п ред п ол ож и м ъ  
с о с т о я щ ей  и зъ  т  д и ск р етн ы х ъ  м ат ер іал ьн ы х ъ  ч асти ц ъ  или  то ч ек ъ , 
•связанны хъ конечны м и у р ав н ен ія м и  ви д а :

V i U u  у  і,  Z i ,  . . . . X m , у  т , Zm ) =  О 1 , 2 , 3 , . . . . +  (1)

м д и ф ф ер ен ц іал ьн ы м и  у р ав н ен іям и  вида:
tPfc У и —  Уь • • • •) =  A fcl х[ +  B fcl у[ +  Cfcl z[ + . . .  + A fcm хт'

+  Ъ̂пУт +  Cfcm zm =  0  (ft =  I ,  2, 3, . . ft), (2 )
и  будем ъ р азсм атр и в ат ь  п о к а  только  кон ечн ы й  е я  с в я зи  = 0 .

Т о гд а  по общ ем у п рави л у , прилож им ом у ко в ся к о й  голоном н ой  си- 
етем ѣ , и зъ  3 т  Д ек ар то в ы х ъ  к о о р д и н а т ъ  о тд ѣ л ьн ы хъ  м атер іал ьн ы х ъ  
т о ч е к ъ  этой  систем ы , с в я за н н ы х ъ  г конечны м и у р авн ен іям и  ( 1 ) св я зей , 
в п о л н ѣ  независим ы м и б у д утъ  только  3 т — і к о о р д и н а тъ , вы б р ан н ы х ъ  
по наш ем у усм отрѣнію ; о стал ьн ы я  г к о о р д и н а тъ  буд утъ  н ѣ которы м и  
ф у н к ц ія м и  п ер вы х ъ  3 т  —  г к о о р д и н атъ .

К а к о в а  бы ни  бы ла ф орм а ф ун кц ій , вы раж аю щ и х ъ  зави си м о сть  і к о 
о р д и н а т ъ  о т ъ  остал ьн ы х ъ  к о о р д и н а тъ  систем ы , эти  ф ун кц іи  всегд а  
б у д у т ъ  облад ать  одним ъ очевидны  мъ свой ством ъ , а  им енно буд утъ  при 
п о д стан о в к ѣ  и х ъ  въ  у р а в н ен ія  с вя зей  о б р ащ а ть  эти  у р а в н ен ія  въ  
іцуль тождественно, т. е, п ри  к ак о й  угодно  си стем ѣ  ч аетн ы х ъ  зн ач е- 
н ій  н езави си м ы х ъ  к о о р д и н атъ . П о н ятн о , что  сво й ство  это  со х р ан и т ся  
и в ъ  том ъ  случаѣ , если  мы систем у  н езави си м ы х ъ  д р у гъ  о т ъ  д р у га  
3  т  —  і к о о р д и н атъ  зам ѣ н и м ъ  како й  нибудь другой  систем ой  т а к ъ  ж е 
н езави си м ы х ъ  д р у гъ  о т ъ  д р у га  к о о р д и н атъ  qh q2, q3 . . . .  q8m—i} п одчи н ен - 
ны хъ  еди н ствен н ом у  условію , чтобы  меж ду первы м и и вторы м и коорд и 
н атам и  сущ ествовало  о д н озн ачн ое  со о тв ѣ тств іе .

У стан о ви въ  тѣ м ъ  или  други м ъ  способом ъ с в я зь  меж ду 3т —і н е з а 
висимы ми коо рд и н атам и  старо й  систем ы  и стольким и  ж е  новы ми к о 
о рд и н атам и , к о т о р ы я  въ  о тли ч іе  о тъ  п ер в ы х ъ  будем ъ н азы в ать  н е з а 
висимы ми п арам етрам и  или обобщ ен ны м и коо р д и н атам и  Lagrangeiа, 
мы б е зъ  тр уд а  в ы рази м ъ  и о ст аю щ ія ся  і зави си м ы х ъ  к о о р д и н атъ  ч е 
р е з ъ  т ѣ ж е  п ар ам етр ы  и так и м ъ  о б р азом ъ  будем ъ им ѣть слѣдую щ ую  
си стем у  у р авн ен ій , свя зы ваю щ и хъ  стар ы й  коо рд и н аты  съ  новыми:

Х( X1 (qXl q2, . . . .  qn)

У і  =  У М і Л ъ  - - - I n )

Zf Zj (уi, Цч, . . . .  (Jn)

1 ,2 ,8  то (3)
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гд ѣ  ч е р е з ъ  п о бо зн ач ен о  ради  к р а т к о с т и  число  3 т  —  і, п р е д с т а в л я 
ю щ ее особой число н е за в и с и м ы х ! к о о р д и н а т ъ  систем ы  или т а к ъ  н азы 
в аем ое  ч и сло  с т е п е н ей  свободы  голоном н ой  систем ы . К а к ъ  бы ло то л ь 
ко  что с к а зан о , п ри  вы б о рѣ  н овы хъ  к о о р д и н а тъ  бы ли п р и н я ты  во 
вн и м ан іе  два  тр еб о в ан ія : 1 ) чтобы  к он еч н ы й  у р а в н е н ія  с в я зе й  п ри  
п о д стан о в к ѣ  в ъ  н и х ъ  н овы хъ  к о о р д и н а тъ  о б р ащ ал и сь  в ъ  то ж д ества , и 2 ) 
чтобы  к а ж д а я  си стем а  ч а с тн ы х ъ  зн ач ен ій  к о о р д и н а т ъ  q+i— 1 , 2 , 3 . . . . ^ )  
м огла вполпѣ о п р е д ѣ л я ть  со о тв ѣ тств у ю щ ее  полож еніе. систем ы . К ъ  
эти м ъ  т р е б о в а н ія м ъ  п р и с о е д и н я е т с я  ещ е  т р е т ь е , в ы текаю щ ее  и зъ  н е 
п р ер ы в н о сти  д в и ж е н ія , чтобы  к оо рд и н аты  х, у, z р азл и ч н ы х ъ  т о ч е к ъ  
систем ы  бы ли н еп реры вн ы м и  ф у н к ц іям и  о тъ  к о о р д и н а т ъ  q . а  сам и  q 
бы ли н еп реры вн ы м и  ф ун кц іям и  врем ен и .

H e  н ар у ш ая  о бщ н ости  и зс л ѣ д о в а н ія , мож но д л я  у п р о щ ен ія  в ы кл а- 
д о к ъ  п р и н я ть , что н езави си м ы я  п ер ем ѣ н н ы я  q\ о тсч и ты в аю тся  о тъ  по- 
л о ж е н ія  р а в н о в ѣ с ія ,— ины ми словам и, м ож ем ъ п р и н я т ь  в ъ  п о л о ж ен іи  
р а в н о в ѣ с ія  в сѣ  п арам етры  qu q2,  qn равны м и нулю .

Т о гд а  р а з л а г а я  каж дую  и зъ  к о о р д и н а тъ  Xii уіл Zi к ак о й  либо  то ч к и  
си стем ы  в б л и зи  п о л о ж ен ія  р а в н о в ѣ с ія , мы получим ъ д л я  э т и х ъ  к о о р д и 
н а т ъ  слѣ д у ю щ ія  в ы р аж ен ія :

Те=п

• - м й ь + е ь - +  - « 2 0 * . * -к=\
к—п

(4 )  = * + - 2 ( г $ . 4 & + *Ic= 1 
Те=п

« © . * « © . * < • *  - « г ® , — .
Ie= 1

В ъ  э ти х ъ  ф орм ул ахъ  ч е р е з ъ  с-, Q  о б озн ачен ы  ч астн ы я  зн а ч е н ія
X̂ ypZi п р и  п о д стан о в к ѣ  в ъ  н и х ъ  qx =  % = q3 —--- =  9'и =  9 , Т- е '
Д ек ар то вы  к о о р д и н аты  р азл и ч н ы х ъ  т о ч е к ъ  систем ы  в ъ  п о л о ж ен іи  р ав - 
н о в ѣ с ія , а  ч е р е з ъ  а2, ff Ъ— со в о ку п н о сть  ч л ен о в ъ  2 -го  и вы сш и х ъ  по- 
р я д к о в ъ  в ъ  каж д ом ъ  и зъ  р азл о ж ен ій .

П ри  м алы хъ к о л е б а н ія х ъ  о тк л о н ен ія  систем ы  о тъ  п о л о ж ен ія  р ав н о - 
в ѣ с ія  о ст аю тс я  вел и чи н ам и  малыми и потому в ъ  п ервом ъ  п р и б л и ж е 
н а  я в л я е т с я  возм ож ны м ъ о гр а н и ч и в ат ь с я  в ъ  р азл о ж ен іи  к о о р д и н а т ъ  
то л ь ко  член ам и  п е р в а го  п о р я д к а . Р ад и  удо бства  мы будем ъ  п и сать  в ъ  
р а з л о ж е н ія х ъ  вм ѣсто  Д qk п росто  q]c, п р е д п о л а га я  п ри  этом ъ , что  в е 
л и ч и н ы  qkо ст аю тс я  н асто л ьк о  малы ми, что  к вад р атам и  и х ъ  м ож но
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п р ен е б р е гат ь . В ъ  та к о м ъ  сл у ч аѣ  ѵ р авн ен ія м ъ  (4 ) м ож но б у д етъ  п р и  
д а т ь  болѣ е  удобную  форму;

к — п

X,

Уг

Z-

д х.

A=1 
к = п

dq*/0%

Jfc= I 
7с=п

г

d z

A=I

1, 2, 3 . . .  .м . (5)

О б р ащ ая сь  теп ер ь , к ъ  врем ен н о  оставлен н ы м ъ  б е зъ  р азсм о тр ѣ н ія , 
д и ф ф ер ен ц іал ьн ы м ъ  с в я зя м ъ  и п р ео б р азу я  л и н ей н ы я  у р а в н ен ія  ( 1) к ъ  
новы м ъ перем ѣн н ы м ъ qi с ъ  помощ ью  у р ав н ен ій  (5 ) и и х ъ  п р ои зво д 
н ы х®  мы получим ъ у р ав н ен ія  л и н ей н аго  ж е  ви да о тн о си тел ьн о  п р о - 
изводн ы хъ  q[, q2,.... q' съ  к оеф ф и ц іен там и , зави сящ и м и  о т ъ  п арам ет- 
р о в ъ  qi и к о е ф ф и ц іе н то в ъ  п р ео б р азо в ан ія . Р а зл о ж и в ъ  каж д ы й  и зъ  
к о е ф ф и ц іе н т о в ъ  по степ ен я м ъ  м алы хъ в ел и ч и н ъ  q-, мы получим ъ п р е 
о б р азо в ан н ы й  у р а в н ен ія  д и ф ф ер ен ц іал ьн ы х ъ  св я зе й  п одъ  видомъ:

=71
2 R  8 /  + 2  Ckj г/.' q- +  члены  2 -го  и вы сш . пор. =  О, (б)
г—Г

г д ѣ
Jc=.], 2, 3  к, a  i= j = I1 2,3 п.

В ъ эти х ъ  у р а в н ен ія х ъ , согласн о  тео р іи  Lagrange9а, вп ослѣ д етвіи  
б о л ѣ е  точно устан о вл ен н о й  L. Dirichlel1 ко гд а  им ѣю тся в ъ  виду ма
л ы я  к о л еб ан ія  около п о л о ж ен ія  устойчиваго р ав н о в ѣ с ія , о стаю тся  м а
лыми величинам и не только  к оо рд и н аты  q но и и хъ  п рои зводн ы я по 
врем ен и  или  скорости  qf; поэтому съ  точностью  до вел и ч и н ъ  2 -го по
р я д к а  мы им ѣем ъ п раво  н ап и сать  у р ав н ен ія  д и ф ф ер ен ц іал ьн ы х ъ  с в я 
з е й  в ъ  болѣ е  п ростом ъ  видѣ;

і = п

^  с ? + =  O1 1 , 2 , 3 к). (7)
г— 1

В сѣ  к оеф ф и ц іен ты  у р авн ен ій  (7 ) суть п о стоян н ы я , а потому л ѣ в ы я  
ч а с ти  эти х ъ  у равн ен ій  доп ускаю тъ  п очленное и н тегр и р о в ан іе , п е р е в о 
д я щ е е  св я зи  д и ф ф ер ен ц іал ьн ы я  въ  р а з р я д ъ  св я зе й  к он еч н ы х ®
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Вводимыя интегрированіемъ уравненій связей, произвольный по- 
стоянныя должны быть всѣ приравнены нулю, такъ какъ въ положе- 
ніи равновѣсія всѣ параметры % по условію равны нулю и удовлетво- 
ряютъ уравненіямъ связей.

Итакъ ясно, что всякая дифференціальная связь въ данномъ слу
ча+ (т. е. при малыхъ колебаніяхъ) дѣйствуетъ на систему такъ же, 
какъ и связь конечная, т. е. понижаетъ на единицу число независи- 
мыхъ координатъ, или, что одно и тоже, уменьшаете на единицу число 
степеней свободы системы; такъ что результатомъ введенія к незави- 
симыхъ другъ отъ друга дифференціальныхъ связей является потеря 
системой еще новыхъ к степеней свободы.

С оставленіе диф ф еренц іальны хъ  уравненій движенія систем ы .

Тймѣя въ виду все вышесказанное, мы будемъ предполагать поло- 
женіе всякой системы, голономной или неголономной, заданнымъ съ 
помощью уравненій вида:

Въ этихъ уравненіяхъ Ej-, Tj4-, % суть значенія координатъ отдѣль- 
нкхъ точекъ системы въ положенЫ устойчиваго равновѣсія, а величи
ны q- суть независимые параметры а въ числѣ равномъ числу
степеней свободы движущейся системы; всѣ qk въ силу условнаго вы
бора начала счета равны нулю въ положеніи равновѣсія и отличны 
отъ нуля, но остаются малыми величинами вмѣстѣ съ ихъ производ
ными по времени во все время движенія; коеффиціенты (%, '(-к 
суть постоянный, замѣняющія собой частныя производныя

Для составленія уравненій движенія въ формѣ Lagrange’а необхо
димо имѣть два выраженія: выраженіе для живой силы и потенціаль- 
ной функціи системы.

Предполагая эти выраженія, если они заданы непосредственно въ 
функціи координатъ xp yp zp преобразованными къ новымъ перемѣн- 
нымъ qk и ихъ производнымъ, мы придадимъ имъ слѣдующій видъ:

(8)



2 т  =  V  т. (ж.'2 +  у .'2 +  */8) =  V  %  ̂
і  He

2V =  2 V { Ej. +  N 1 я X-qk, rIi +  У  рл g*, С- +  ^  Yj7.  } •
к Jc к

Изъ этихъ двухъ формулъ первая получается съ помощью элемен
тарныхъ алгебраическихъ дѣйствій и представляетъ собой однородную 
квадратичную функцію скоростей измѣненія неизвѣстныхъ парамет- 
ровъ q! съ коеффиціентами аік,которые составляются очень простымъ 
образомъ изъ коеффиціентовъ аік,ff., qtf.. Что касается второй форму
лы для потенціальной функціи 2 V, то развивая ее по степенямъ раз
личныхъ qk, мы получимъ сначала формулу:

— » . « ! ( S M S ) . * *  М Й М ’ Ш « -  

« ( » ) . « ■ * - * & >  ( S M + -

въ которой я3 обозначаете совокупность членовъ разложенія 3-го и 
высшихъ порядковъ. Частныя производныя отъ V по различнымъ ко- 
ординатамъ qi въ положеніи равновѣсія, т. е. всѣ (/J ;)o должны обра
щаться въ нуль, что приводите 2V къ виду:

2Ѵ =  2Ѵ0 +  Ѵ 6(1?а, (9)
г к

если удерживать одни только члены 2-го порядка малости и писать 
сокращенно вмѣсто (Ѵмѵ;; ) символъ b...Ч-і о 4К/о ^

Полученныя выраженія живой силы и потенціальной энергіи въ 
какомъ-либо положеніи системы, близкомъ къ положенію устойчиваго 
равновѣсія, даютъ возможность написать дифференціальныя уравненія 
движенія этой системы.

Общій видъ этихъ уравненій

 *>

въ данномъ случаѣ приводится къ болѣе простому:

« w fe * )  + d j  =  0   (10)
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благодаря тому, что выраженіе живой силы не содержитъ параметровъ 

qр а потому частныя производныя вида ( F )  ПРИ всякомъ индекс® і
равны нулю.

Написавъ подробно выраженіе

J +  — Ri R +  Rg R Ч- Ra R  + .............+  R Rb

мы непосредственно замѣчаемъ, что

<ЭТ d . .
J +  =Jl(Ri R +  Rg R  +  R3 R  + ..... +  Ra Rh

гдѣ многочленъ
Ri R +  Rg to +  R3 Sr3 +  +  Rfc R-

есть частная производная по j .  отъ нѣкоторой однородной квадра
тичной функціи

Q =  y 2 r * №
ilc

которая получается изъ выраженія живой силы T простымъ отбрасы- 
ваніемъ знаковъ производныхъ у параметровъ R, R» R • • • -Rfc-

Условимся ради краткости обозначать частныя производныя одно- 
родныхъ квадратичныхъ функцій Q и V—V0 по аргументу соотвѣт- 
ственно черезъ Qi и Vi, такъ что

д Q
Q i =  J q  =  Ri  R  +  Rg Яг +  R 3 R  + .......... +  Rfc Rt- 0 1)

ѵ* =  =  &,і R  +  R  +  +  R  + .......... +  h W h ; ( 12)

Тогда уравненіямъ (10) можетъ быть придана болѣе симметричная 
форма:

d*%  Г1Ч1+  +  V4 =  0 (* =  1, 2, 3 , . . .  (13)

Система (18) есть система линейныхъ однородныхъ диффереиціаль- 
ныхъ уравненій 2-го порядка съ постоянными коеффиціентами; интегри-
рованіе ея выполняется обыкновенно подстановкой въ дифференціаль-

stныя уравненія системы пробныхъ рѣшеній вида qi =  Aie и слѣдую- 
щаго затѣмъ нахожденія значеяій множителя s, которыя опредѣляютъ 
собой такъ называемые иеріоды колебаній системы —величины, тѣсно
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связанный съ самой природой системы и не могущія измѣняться въ 
зависимости отъ того или другого выбора системы координатъ.

Ho тѣже самыя уравненія могутъ быть интегрированы другимъ ме
тодомъ, не принятымъ авторами, трактовавшими вопросъ о малыхъ 
колебаніяхъ, но имѣющимъ на мой взглядъ нѣкоторыя преимущества 
передъ обычнымъ способомъ, состоящія въ большей естественности и 
достуиноети для пониманія, какъ общаго плана, такъ и отдѣльныхъ 
деталей рѣшенія.

Лреобразованіе  Л агр ан ж е вы хъ  уравненій движ енія  къ уравненіям ъ 
гарм оническаго  типа.

Уравнения Lagrange’а (13) только внѣшней формой напоминаютъ 
собой уравненія простыхъ гармоническихъ колебаній, такъ какъ функ-At
ціи Qt- и Vt- отличны другъ отъ друга; но пользуясь линейностью этихъ 
функцій относительно перемѣнныхъ мы можемъ, слѣдуя методу 
D’Alembert’а, искать такую линейную комбинацію уравненій (13), ко
торая бы представ пяла собой дѣйствительно уравненіе гармоническаго 
типа.

Съ этой цѣлью множимъ различныя ѵравненія системы (13) послѣ- 
довательно на неопредѣленныхъ множителей Ot1, ot2, Ot3, . . . .  +  и склады- 
ваемъ ихъ почленно, подводя неопредѣ енныхъ, но не зависящихъ 
отъ времени, множителей от подъ знакъ второй производной. Резуль- 
татомъ этихъ дѣйствій будетъ уравненіе вида:

JjjJ2 {а1 0 і +  а2 02 +  аз0з +  - • Qfcl H- {0tI W1 +-«2 W2 -J-. - . +  OtfcV fcI = O .  (14)

Пользуясь неопредѣленностью множителей Otj., мы можемъ опредѣ- 
лить ихъ такъ, чтобы отношеніе

аі V1 +  Ot2 V2 +  Ot3 V3 + ........+  Otfc Vfc  .--  <J
Qi ~Ь a2 Q? +  аз Q3 + ........+  aIc Q

не зависѣло отъ перемѣнныхъ ді и времени иначе говоря, чтобы 
равенство:

Ot1 V1 +  Ot2 V2 +  . . .  +  Otfc Vfc =  s (Ot1 Q1 +  a2 Q2 +  otfc Qfc)

выполнялось при какихъ угодно значеніяхъ и
Это требованіе выполняется при пропорціональности коеффиціен- 

товъ у различныхъ qi въ правой и лѣвой части равенства, т. е. пред
полагаетъ существованіе слѣдующаго ряда равенствъ:
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Ьп GCl4 TC2I ТС +  TCl TC +  - 
TC2 TC TC TC2 TC TC TC2 TC +  - 

( 1  5 ) ^ 13 Kl+ ^ 2 3  ТСТСТСз TC +  -

• + J  TC—S(«H 0tI TC *21 TC TC TCl TC +  
' ' %  TC= S  Ul 2 aI TC «22 TC TC TC'2 TC +  
• • +5 TC= S  (ß13 TC+ «23 ТС +  ТСз TC +

•• •%  TCl
• ' 'TC2 e fc)
• • ■ ТСз TC-)

TC* Tc  TC TCjt Tc TC TĈ Tc  TC—  % т с  —s(«ijfc тс TC Tĉ  тс TC TCfc «зТС • • • -ТСйТС)

Перенося всѣ члены въ правую сторону и располагая по произ
вольны»™ множителямъ оь, будемъ имѣть рядъ уравненіР, выполняв- 
мыхъ условно, въ зависимости отъ

СТ6 )

( « 1 1  S - A l )  TC+ ( « 2 1  S -TC l) ТС +  («31 S -T C i)  TC +  - • 

(a12 s— TC2) 01I TC («22 s— TC2) TC TC («32 s— ТСг) TC TC • • 
( « 1 3 S TC з) a I TC («23 S — ТСз) TC TC ( « 3 3  S ТСз) TC TC • •

. TC («fcl S-TCl) GCfc =  0

•TC (+ 2  S-TCfc2) TC =  0

.+ (« fc3 S-TCfc3K = 0

• +  («jfcjfc s TC+ aI- 0WA  fc s—TC fc) TC TC (a2fc s— TCfc) «2  TC («3fc S—TCfc) TC+ ..

Условіемъ совмѣстности этихъ уравненій служитъ равенство нулю 
детерминанта этой системы:

A(S) =  H a11S - ТСі, U2 2 S-TC2, « ззS - ТСз TCfcs ~ A fc11  U 7)

Для краткости мы будемъ называть, какъ детерминантъ Д(з), такъ 
и систему множителей от, гармонизирующими, такъ какъ съ ихъ по
мощью уравненіе (14) приводится къ гармоническому виду.

Отвлекаясь отъ трудностей разрѣшенія уравненія Д(§) =  0 и пред
полагая найденнымъ какой нибудь изъ корней этого уравненія S =  Sh 
мы превратимъ систему условно совмѣстныхъ уравненій (16) въ систе
му дѣйствительпо совмѣстныхъ уравненій, замѣнивъ въ уравненіяхъ 
(16) неопредѣленный множитель s черезъ s}l.

Изъ полученныхъ такимъ образомъ линейныхъ одяородныхъ уравне- 
ній относительно множителей а., можно опредѣлить рядъ величинъ 
пропорціональныхъ этимъ множителямъ от, которыя мы будемъ отмѣ- 
чать тѣмъ же индексомъ ft, который стоитъ у корня Sh.

Такимъ путемъ получится слѣдующій рядъ отношеній:

ос ОС lJch
Mjl (Sji) Mj2 (Sj1) Mj3 (Sjft

гдѣ М-я есть миноръ детерминанта A(s), соотвѣтствующій элементу, 
стоящему на пересѣченіи ;'-ой строки и ой колонны, а С+  есть мно-
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житель пропорциональности; индексы у постоянной С относятся: пер
вый—къ строкѣ, второй—къ корню Sll.

Понятно, что вмѣсто миноровъ, соотвѣгствуюіцихъ элементамъ j - o u  

строки опредѣлителя, можно бы было взять миноры элементовъ какой 
угодно другой строки того же опредѣлителя, такъ какъ между минора
ми опредѣлителя A (S)1 обращающаяся при подстановкѣ вмѣсто s одного 
изъ корней Sh тождественно въ нуль, существуетъ слѣдующее соотно- 
шеніе:

м.. Ml2 M1,  Mft

 V

выражающее пропорціональность между минорами элементовъ, при- 
надлежащихъ къ одной и той же колоннѣ (строкѣ) въ двухъ различ
ныхъ строкахъ (колоннахъ).

Относительно всѣхъ вообще миноровъ детерминанта A(s) можно 
сдѣлать замѣчаніе, что они суть цѣлыя раціональныя функціи отъ s; 
поэтому всѣ миноры, а слѣдовательно и всѣ пропорциональные этимъ 
минорамъ множители Oti  будутъ в е щ е с т ве н н ы м и  величинами при под- 
становкѣ вмѣсто s  в е щ ест вен н ы хъ  и мнимыми—при подстановкѣ мни- 
мыхъ корней уравненія A(s) =  0.

Различные способы, которыми изъ Лагранжевыхъ уравненій (13) 
могутъ быть составлены фравненія гармоническаго типа, зависят® 
только отъ вещественныхъ корней уравненія A (s) =  0, и потому во
просъ о природѣ корней детерминанта A(s) занимаетъ видное мѣсто 
въ теоріи малыхъ колебаній системы.

Отсутствіе общихъ признаковъ, позволяющихъ судить о природѣ 
корней уравненій съ буквенными коеффиціентами, заставило искать 
для этой задачи рѣшенія окольнымъ путемъ, какъ это будетъ видна 
изъ послѣдующаго изложенія.

Вещ ественность корней уравненія A (s) =  0.

Въ основу, приводимаго мною, способа доказательства веществен
ности корней детерминанта A(s) положены изслѣдованія C a u c h y , J a c o b i,  

W e ie r s t r a s s 'а, S y lv e s te r  а, С ом ова  и др., относящіяся къ преобразован™ 
квадратичныхъ формъ и къ уравненію вѣкивыхъ неравенствъ. Въ 
оправданіе отклоненій отъ принятаго порядка и формы изложенія я 
долженъ сказать, что моей цѣлью было одновременно, и доказательства 
вещественности корней, и указаніе въ общихъ чертахъ того пути, 
которымъ эти корни, при желаніи, могутъ быть дѣйствительно най
дены.



1 2

Доказательство главнаго положенія слагается изъ трехъ, одина
ково важныхъ, частей: 1) доказательства неизмѣняемости корней де
терминанта A(s) послѣ упрощенія его съ помощью линейнаго преобра- 
зованія, 2) доказательства возможности упрощенія внѣшняго вида де
терминанта, и 3) доказательства вещественности корней у детерми
нанта даннаго упрощеннаго вида.

1) Неизмѣняемость корней гармон детерминанта.
Для удобства дальнѣйшаго изложенія согласимся обозначить ре

зультаты подстановки въ квадратичныя функціи Q и V—V0 на мѣсто 
аргументовъ ^11 q2 qk множителей аи а2,а3 -% соотвѣтственно че
резъ ср(аи а2 %) и (IAa1OC2l а]е), или еще болѣе кратко черезъ
хр и ф безъ указанія аргументовъ; а частныя производныя 1-го и 2-го 
порядковъ отъ ср и ф, разсматриваемыхъ какъ функціи независимыхъ 
перемѣнныхъ а1} а2 . . . .  %  будемъ изображать символами:

i t?к?и?2,ѣ---?п,Ь2---и т- Д-. ГДѢ а
Jc ъ Te

Съ помощью этихъ обозначеній, при условіи, что s не зависитъ 
отъ перемѣнныхъ Qc1, сс2. . .  oefc, гармонизирующій детерминантъ Д (s) мо- 
шетъ быть представленъ подъ слѣдующимъ видом*

A(S) =
д2 (s ср — ф)d2(scp — ф) д2(s ср — ф) д2(s ср — ф)

д а2 да! д aI

дФ! дФ2 COО

«к дах ’ да2 ’ das ’
• • • - - - -

дч

(18) =  Il Фц, Ф22, Ф33, . . . .  Ü,

гдѣ для сокращенія положено sep—ф =  Ф, а символъ обозначаете

вторую производную JJJJ  Опредѣлитель jj Фц, Ф22, Ф33--- ко
торому можно также придать еще другой видъ:

Н

есть такъ называемый Гессіанъ функціи Ф относительно ея аргумен
товъ OC1, OC2, OC3 ос̂ ,

Изъ способа образованія Гессіана вытекает* какъ слѣдствіе, что 
всякое преобразованіе, производимое надъ его функціей, должно при
нять видъ Гессіана. He касаясь общаго вопроса о томъ, какъ отра
жается на состав* Гесеіана какое угодно преобразованіе его функціи, 
мы раземотримъ здѣсь частный вопросъ объ измѣненіи формы Гессіана 
въ зависимости отъ линейнаго преобразоваія надъ его функціей. Что-
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бы точнѣе формулировать нашу задачу, положим® что функція 
Ф (Ot1, OL3... OL1)  получается изъ другой однородной и квадратичной
функціи Ф' (ftj, ft2; Рз • • • • + ), аргументы которой Pi связаны съ аргѵмен* 
тами первой функціи а{ линейными однородными уравненіями съ ве
щественными коеффиціентами Ih I2... .  V1, r2 V1. слѣдующаго вида:

Pi =  h аі +  h а2 +  a+
P2 =  Wi1 Ot1 -f- Wl2 CL2 -f- Wl3 Ot3 +  
рз =W l Ot1 +  п2 Ct2 +W3Ot3 +

+  к  aIc
+  m Jca Tc 

+  n Iea Te ( (19>

P7c =  D «1 +  Ч  Ot2 +  г 3 Ot3 +  . . . .  +  rk Otk 

и требуется установить зависимость между Гессіанами

Н(Ф)„.„. и Н(Ф')'a, Gcs ... ос« ’ '  'ß,ß2...ßK'
Для рѣшенія поставленной задачи, мы вычислимъ отдѣльные эле

менты Гессіана

Н(Ф)Oi а2
ЭФх э ф + ЭФз ЭФ,.

Ib

«к да1 ’ да2 ’ да+ d a Te

разсматривая функцію Ф какъ сложную функцію, равную ФХРі Рг • • • Pfc/- 
въ которой аргументы р замѣнены ихъ значеніями съ помощью ура- 
вненій (19). Пользуясь правилами дифференцированія сложныхъ функ- 
цій, находимъ предварительно выражения ФЬ Ф2, ...Ф ^, которыя имѣютъ 
слѣдуюіцій видъ:

Ф,
 ЭФ ЭФ'Эрх ,Э Ф ' Эр2

Эй] ~  д̂да,Эр2 dcti Эрл Э«! 

ЭФ' ^Pfc■ ЭФ ЭФ' ЭРх ЭФ' эр8
2 да2 ЭріЭа2 Эр2 Эа2 - Эр .̂ dot.

=Ф[11+Ф'м1. . .+Ф+ь  

=ФЦ2+Ф'2т2. . .+Ф+2

Ф,
ЭФ
да,

ЭФ' %
Эрі Э «7- Э ра ' () а1с д ГД, дак . .+Ф

.Jc ѵ Г1 V D 4c U Г2 у  VKjc XJ п  ^

По тому же правилу какая нибудь изъ производныхъ 2-го порядка 
будетъ имѣть видъ:

*  _  0Fi_ д/ Т О  I N  Ah . JLdN -dN
іі~ ~  д а- Эрх д а ■ Эр 2 да- ' "  ' Э +  Э а-

ЭФ ЭФ ЭФ,
эр 1т е э р 2 -т і  +  --- +  эр*"^•г*
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д Фу- д Ф? д Ф?

W /  ' ' " W k
представляютъ изъ себя суммы членовъ слѣдѵющаго вида:

Щ  д
^jJ1 — Jf1 h+Ф* тА - • .+Ф fir fi—

дФгд
(20) { W~  W ^ 1 1{+Ф* Ш*'+ ‘ ‘ ‘+фк гг) = фіГ і+ фГ mA^foni+ . ..+Фк2'Ti

дФгд
Wk =  Wk (Фі'1і+Ф'2' m? +  ' ' ' +Ф * Г<>=Фі*І<+Ф**тА Фъ \ + ’-‘ +  ФккГі

Умножая, для составленія Ф-, уравненія (20): первое—на I-, вто
рое—на Toj...+ -о  е —на Гу, и складывая результаты по вертикальному
направленію съ вынесеніемъ за скобку общихъ множителей L, ?» ■, н-... r-, 
мы получимъ для Ф.у слѣдующую формулу:

% = 3 ^ = У фп ' ^ ф“ ',,,А - - - + фі ^ + “ .<ф* ' ' ^ ф» » Ч ! “+ ф+I J

(21) +  %(Ф3і ' IjTC Ф32' + Т С . . .+ Ф ч 'г ф  TC ■. • TC -/ Ф fcl I j -+ Фк2 + .. ’ + Ф КК

Чтобы нагляднѣе представить себѣ законъ образованія члена Ф--
стоящаго на пересѣченіи г-й горизонтали съ у’-ой вертикалью въ де
терминант! H (Ф)аі а2 ак, разсмотримъ опредѣлитель

P =  Il Фи ', Ф22', . • . |[, Il Iu т2> % • • . Il =  - ■ • Il ,

элементы котораго могутъ быть получены умноженіемъ элементовъ 
горизонталей одного на элементы горизонталей другого опредѣлителя.

Сравненіе, заключенныхъ въ скобки, множителей бъ формул! (21) 
съ элементами j -ой колонны детерминанта Р, позволяетъ написать 
для Ф-. слѣдующее выраженіе:

%  =  hPij +  тіРу +  піѴц TC ••• TC TiPnjt

которое образовано умноженіемъ элементовъ г-ой горизонтали детер
минанта

при чемъ множители
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назы ваем а™  модулемъ л и н ей н аго  п р ео б р азо в ан ія , на  элем енты  J -ой в е р 
т и к а л и  д етер м и н ан та  Р .

Т а к ъ  к а к ъ  по таком у  зак он у  о б р азую тся  элем енты  д етер м и н ан та , 
р а в н а го  п р ои звед ен ™  детер м и н ан товъ  D и Р , то мы приходим ъ к ъ  
заклю чен ію , что д е т е р м и н а н т *  образован н ы й  и зъ  эл ем ен то в ъ  Ф -, есть  
п р о и з в е д е т е  D . P  или , что то ж е  сам ое
н  <Ф)_ =  Ii ф ,„  Фаг, ■ ■ ■ Ф „  Il = D - P = D* Il Ф п ', Фи ', Фм ' , . . .  Ф „  Il

=  :02 н  <ф ' и  <221

П о л у ч ен н ая  ф орм ула п о к азы в аетъ , что Г есс іан ы  двухъ  однородны хъ 
к вад р ати ч н ы х ъ  ф ун кц ій , получаем ы ѵъ  одна и зъ  другой  с ъ  помощ ью 
л и н е й н а го  п р ео б р а зо в ан ія  аргу м ен то въ , о тл и ч аю тся  д р у гъ  о т ъ  д р у га  
м н ож и тел ем ъ , равн ы м ъ  квад р ату  модуля п р ео б р а зо в ан ія .

З а м ѣ ч а я , что к в а д р а ти ч н ы я  ф ун кц іи : о сн о в н ая  и п р ео б р азо в ан н ая  
с ъ  помощ ью  л и н ей н о й  п о д с т а н о в к и — суть л и н ей н ы я  ф у н к ц іи  о т ъ  s, а  
Г есс іан ы  и х ъ  Н (Ф ) и Н (Ф ')  суть  ди скри м и н ан ты  ф ун кц ій  Ф и Ф '. 
им ѣю щ іе ви д ъ  A (s ) и A '(s ) , мы м ож ем ъ вм ѣсто  (2 2 ) н ап и сат ь  слѣ - 
дую щ ее р авен ство :

A (s) =  D 2. A '(S), (2 3 )
и зъ  к о т о р аго  видно, что, при  D не равн о м ъ  нулю, ди скри м и н ан ты  
A (S) и A' (s), будучи цѣлы м и м ногочленам и одной  и гой ж е  степ ен и  
о тн о си тел ьн о  s, т . е. корн и  у равн ен ій  A (s) =  0 и A ' (s) =  0 одни и 
т ѣ ж е . Т ак и м ъ  образом ъ  н еи зм ѣ н яем о сть  к о р н ей  гарм он и зи рую щ аго  д е 
те р м и н а н т а  п осл ѣ  л и н ей н аго  п р ео б р а зо в ан ія  в я о л н ѣ  д о к аза н а  и мы 
м ож ем ъ п ер ей ти  к ъ  воп росу  о б ъ  упрощ ен іи  в н ѣ ш н я го  ви да д и ск р и 
м и н ан та .
Упрощ еніе дискрим инанта съ помощью элементарныхъ преобразова

н а , производим ы хъ надъ ф ункціей Ф.

H e п р и б ѣ га я  к ъ  р азр ѣ ш ен ію  у равн ен ій , мож но зн ач и тел ьн о  у п р о 
с т и т ь  в н ѣ ш н ій  ви д ъ  д и ск р и м и н ан та , п р и вед я  к о е ф ф и ц іе н т ъ  у S в ъ  
ф у н к ц іи  Ф, т. е. к вад рати ч н у ю  ф ункцію  срг к ъ  виду суммы Jc квад ра- 
т о в ъ . Мы уп отреби м ъ  дл я  т а к о го  п р и вед ен ія  элем ен тарн ы й  пр іем ъ  
гр у п п и р овки  чл ен о въ  к вад р ати ч н о й  формы  2 которую  мы н ап и ш ем ъ  
слѣдую щ им ъ образом ъ:

2 ср = ап I a 1 +  2 а х( — o j + 2  — а 3 + . . . +  -  а ) } + «22 «2 + 2  а 23 а 2 а з ■ ■ • (24 ){ \ац  «и «та п

D  =  H ^ m 2, %  II»
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Дополняя члены въ скобкахъ до полнаго квадрата, мы дадимъ 
формѣ 2 ср слѣдующій видъ:

/ «1 \ 2 
2ср=ап\а1+ + 2+  ~ а 3+ . . . +  “ aJ + « 2 2 al + - .

1
(«12 «2 +  «13 Я3 + -- - )2а и

(25) = « п  ( a t+ « 2 « 2 + « з  « 3 + -  • ■ + « *  як)2 +  2 X («2, «з, • • • Я*), 
гдѣ

а, 2 «13 _
Ct2 у Cl3 , . . . , CL ?«п ^1I к ац

и 2 /  обозначает! однородную квадратичную функцію аргументовъ 
Ct2lOis ... OLk, при чемъ коэффиціенты этой функціи вычисляются непо
средственно съ помощью только прямыхъ дѣйствій сложенія и умно 
женія. Примѣнивъ тотъ же самый пріемъ группировки членовъ къ 
формѣ 2 Xi мы представимъ ее подъ видомъ:

(2 6 ) 2  X =  р2 (а2 +  bs а3 +  bi  Cii  + . . .+ bK to (a3, a ff

гдѣ b3, Ьіг... bK суть коэффиціенты, аналогичные коэффиціентамъ 
а2, а3, . . .а к, а 2 to есть новая квадратичная форма отъ аргументовъ 
а3, а4, . . .  ак- Продолжая тѣмъ же путемъ преобразованіе, мы прида- 
димъ въ концѣ концовъ квадратичной формѣ 2 ср слѣдуклиій видъ:

(2 7 )  2 с р'  =  а  п f f + p f f l + p f f *  +  . .  Р к  f f ,

гдѣ для сокращенія черезъ (B1, ß2, обозначены слѣдующія вы»
раженія:

ßi — « 1  +  «2 «2 +  «з аз +  +  otF

f f — * + а 2 + Ь3 а3  + +
(28) ^3 =  * +  * 4 “ «з +  «t +  ••• +  % <*ж _

f f — * +  * +  * +  +  а.к

Такъ какъ для вычисленія коэффиціентовъ въ подстановкахъ (28) 
употребляются только умноженіе и сложеніе, то они могутъ быть 
только вещественными величинами.

Коэффиціентамъ р2, р3, рк въ виду ихъ особенной роли можно
придать удобную для вычисленія форму, пользуясь указаннымъ выше 
свойствомъ Гессіановъ квадратичныхъ формъ.
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Т а к ъ  к а к ъ  ф орм а 2 <р п о л у ч а е т с я  и з ъ  2  f' помощ ью  л и н е й н ы х ъ
п о д стан о в о к ъ  (2 8 ), то  H  (<р) =  н ( ПOti «2- . .  Ok ч* 'ß i ß2 D?, гд ѣ

D , =

С л ѣ д о вател ьн о

H ('-?)aI «2 О ь= H (tP)

1, U2, Ct3 " a Kl

0 , 1, TC. Ьі , . • А
0 ,

V

0 , 1, Ci , . • 0K

|0 , 0 , о , 0 , . .  1

« и 0 0 о . . . . O i

1« Р'2 0 о . . . . 0

.. № — jo 0 Ps о . . . . 0
I

• . 0

0 0 0 о . .■"Рк

1.

UnP2Ps---Pk (2 9 )

Н а зы в а я  ч е р е зъ  A w д и с к р и м и н а н т ъ  ф орм ы  2 f  о т ъ  в с ѣ х ъ  к а р гу - 
м ен товъ  е я  alt а2, as . . .  аК,ч е р е з ъ  А — д и с к р и м и н ан тъ  то й  ж е  ф орм ы ,
к о гд а  с д ѣ л а н ъ  р авн ы м ъ  нулю  а р г у м е н т а  ч е р е з ъ  Д к_ 2— к о гд а  п р и 
р ав н ен ы  нулю  аргу м ен ты  ак и а  , и т. д ., мы будем ъ и м ѣть р я д ъ
со о тн о ш ен іи :

\  =UuP2PiPi .
Д

Pk

(3 0 )

UnP2PiPi
R = aU PsPsPi----Рк_2

Д.з = и п р2рі
A2 =  а п  р2

Ді =  «п
*

к о т о р ы я  д аю тъ  в о зм о ж н о сть  в ы р а зи т ь  к о эф ф и ц іе н ты  . .  ч е 
р е з ъ  д етер м и н ан ты  Ab A2^ 1 -A w.

О тн о си тел ьн о  д е т е р м и н а н т а  A w н у ж н о  зам ѣ ти ть , что о н ъ  н е  мо
ж е т ъ  р а в н я т ь с я  нулю , т а к ъ  к а к ъ  это  е ст ь  д е т е р м и н а н т а  к в а д р а т и ч н о й  
ф орм ы , п р ед став л я ю щ ей  ж ивую  си лу  си стем ы , к о т о р а я  о с т а е т с я  п о л о 
ж и тел ь н о й  вел и ч и н о й  п р и  к а к и х ъ  угодн о  в е щ е с т в ен н ы х ъ  з н а ч е н ія х ъ  
е я  а р г у м е н т о в !  и м о ж етъ  о б р а щ а т ь с я  в ъ  н уль то л ько  п р и  о д н о в р е - 
м енном ъ о б р ащ ен іи  в ъ  н уль в с ѣ х ъ  а р гу м е н то в ъ ; то ж е  сам ое о т н о с и т с я  

н ко  всѣ м ъ  остал ьн ы м ъ  д е те р м и н ан т ам ъ  А , Д к_ (>, _ _ _ A3,К —2



Обращаясь теперь къ квадратичной формѣ 2 ф и производя надъ 
ней линейное преобразованіе съ помощью уравненій (28), мы полу
чимъ преобразованный видъ ея 2 ф' (ß(, ß2, ß3l. . .  ßK), въ которомъ коэф-
фиціентами будутъ количества R ' , получаемыя элементарнымъ путемъ
изъ коэффиціентовъ Rjt и коеффиціентовъ подстановокъ (28).

Образуя теперь дискриминантъ функніи Ф' =  <р' — ф', мы най
демъ его равнымъ слѣдующему опредѣлителю:

R iS  —  R i > R 2 , R 3 , .............. ,

— Ri j P2 s bo2 ? Ra
A '(S )

r ;
- r ;

R b R b  — R b  Pns - K i
который отличается отъ дискриминанта Д(д) тѣмъ, что неизвѣстное s 
встрѣчается въ немъ только въ діагональныхъ . элемеетахъ, и потому 
характеръ корней его опредѣляется проще, чѣмъ у A(s).

Вещ ественность корней упрощ еннаго дискрим инанта Д'(з).

Изобразимъ упрощенный дискриминантъ Д' (s) въ видѣ окаймлен- 
наго детерминанта, такъ что

1, 0, о, О \» О

0 ац s -  R b 1̂2 ; * • • - к

A '(S) =
0, — R /, р-п> &22 j * • •

« • . 
I о*»

• 
to

0, - R b - V - • Pk8- K k'

и обозначимъ детерминанты, получаемые изъ него послѣдовательнымъ 
вычеркиваніемъ по одной строкѣ (снизу) и по одной колоннѣ (справа) 
черезъ:

Д/С—1 7 Y-K~2 ’ K̂- 3 V  • • Дз ) ^2 7^1 ) 3

такъ что для какого нибудь Д /^  имѣемъ выраженіе:
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У 0 , 0 , . . 0

т-Н

§•ч
О

U 12, . .
• • t t I i + .

0 , щ  1> U 2 2 , . .
• ■ % + і

0 , U -
Ж Д

U -  , . .
7 + 1 2 ’ • • и . і + ѵ +

( 3 1 )

гдѣ для краткости положено:

%  = і %  — R b  и Uij =  - I i+  a A0' =  1.

Изъ способа образованія оиредѣлителей Д .'(s)(j —  0, 1, 2, 3 . . . .  /г) 
вытекаютъ слѣдующія очевидныя свойства ихъ:

1) Каждый детерминанте Д-'(з) есть цѣлыр полиномъ, расположен
ный по убывающимъ степенямъ s;

2) Высшій членъ каждаго детерминанта Д •' (s) имѣетъ коэффиціен- 
томъ детерминанте Д •, что слѣдуетъ непосредственно изъ формулъ (30).

Кромѣ этихъ, непосредственно очевидныхъ свойствъ, мы получимъ 
еще другія свойства тѣхъ же детерминантовъ, если произведемъ умно- 
женіе детерминанта Д • (s) на опредѣлитель 2-го порядка•ж 

R2= mV M.7, .7+1
M/+U’ Мн-ьі+і

составленный изъ миноровъ М(- опредѣлителя Д;- '(s), соотвѣтствую- 
щихъ его элементамъ съ тѣми же индексами.

Для удобства выполненія ѵмноженія, мы придадимъ опреяѣлителю 
:2-го порядка R2 форму опредѣлителя (у+ Ц -ёо  порядка

У
О,

0,
1,

О,
О,

М/1, Mfi, Mg,

. . . .  0, о, 0

. . . .  0, 0, 0

. . 1, 0, 0

mJJ> MU +1

м / + и МЖ / + і ̂ М.7+1і’ MJ+12’ % 13-

и послѣ умноженія будемъ имѣть слѣдующій результатъ:

Ж

Щ ь ^ 12» . .  и  ■ ,
1.7— 1’ + У  \ ж

^ 2 2  j % Ь  • . . .  U ■ ,2.7-1’ V  t t . j + i

uJ-11’ . 
§ 

•
Г

 
*

CO
•

: • • t t J - , i _ -1’ t tJ - I  7’ ttJ - U + l

L :

0, O5 O1 . . .0 , A j + 1, 0 [
0 , 0 , о ,

О

0 ,  Д ' . 7 + 1
I

Ч - г № Я г ®
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а по еокращеніи на A-(1 (s) получаемъ формулу:

R2 =  Am ' (S)Â 1' Cs), 

которую можно также написать слѣдующимъ образомъ:

(32) Ѵ - ;mZ „ж

По симметричности опредѣлителя Д;- '(s) и его миноровъ произве
дете  M-- .M- , ,- =  M1?- ,, т. е. величина положительная при какомъ

Jj-Jrl . /+ V * ./  JJ-J-I
угодно вещественном! значеніи s. Поэтому, если мы найдемъ какимъ 
либо образомъ вещественный корень S =  Sj уравненія A-'(s) =  0 и 
вставимъ этотъ корень S- вмѣсто s въ формулу (32), то получимъ слѣ- 
дующее равенство:

(3S) дД і- (Si)-Af ; ( » ; = . - [ м . . + , t y p ,

которое показываетъ, что выраженія A и A/_/($;) имѣютъ раз
ные знаки.

Это свойство принадлежитъ какимъ угодно тремъ рядомъ стоящимъ 
функціямъ и можетъ быть формулировано такъ: вещественные корни 
Sj любого детерминанта А-' при подстановкѣ ихъ въ примыкающіе къ 
нему справа и слѣва детерминанты А - * и А.;- ' даютъ результаты съ 
противоположными знаками.

Изъ этого свойства, относящегося къ какимъ угодна тремъ еосѣд- 
нимъ детерминантам!, вытекаетъ очень важное слѣдствіе, касающееся 
всѣхъ детерминантов! и состоящее въ томъ, что число варіацій зна- 
ковъ у опредѣлителей ряда

(34) AK(s), Ak i ' (s) ,  Ak . / ( s ) ,  A3'(s), A./(s), A1Xs), A0'

при подстановкѣ въ нихъ вмѣсто s сначала S j - г, а затѣмъ Sj+ г, гдѣ 
Sj есть одинъ изъ вещественных! корней детерминанта A-'(s), остается 
безъ измѣненія.

Доказазательство этого свойства основывается на непрерывности 
всѣхъ членовъ ряда (34), какъ цѣлыхъ иолиномовъ отностительно аргу
мента s; въ силу этой непрерывности при какомъ угодно измѣненіи $ 
внутри безконечно малаго интервала отъ s — е до Sj+г сохранятъ свои 
знаки всѣ члены ряда (34), кромѣ A-'(s), который при прохож- 
деніи черезъ корень измѣнитъ знакъ съ +  на —, или наоборотъ.

Принявъ во вниманіе, что для S =  Sj знаки у &j+1'(s) и A- Д*) 
различны и сохраняются такими на всемъ безконечно маломъ интер-
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валѣ (Sj — г, S- +  г), мы будемъ имѣть слѣдующую возможную табли
цу знаковъ для трехъ сосѣднихъ членовъ ряда (34):

V 1H A j(s) Ay+1(S)

ч -
! — I—

Sj TC S H-
I

Изъ этой таблицы видно, что при любой возможной комбинаціи 
знаковъ у трехъ функиій, способныхъ внести измѣненіе въ числѣ ва- 
ріацій, этого изм.ѣненія не происходитъ.

Безъ доказательства очевидно, что никакого измѣненія въ числѣ 
варіацій знаковъ не произойдетъ и въ томъ случаѣ, если веществен
ный корень Sj обратитъ въ нуль кромѣ Ay'(s) еще и другіе члены ряда 
(34), если только члены эти не слѣдуютъ другъ за другомъ непосред
ственно.

Всѣ, указанныя выше, свойства среднихъ членовъ ряда (34) при- 
водятъ къ заключенію, что измѣненіе въ числѣ варіацій знаковъ у 
членовъ ряда (34) наступаетъ только при прохожденіи s черезъ ка
кой нибудь вещественный корень опредѣлителя Д' (s).

Мы установимъ полную аналогію ряда (34) съ рядомъ функцій 
Штурма, употребляемыхъ при отдѣленіи вещественныхъ корней алге- 
браическихъ уравненій, если докажемъ, что послѣдовательные члены 
ряда A - '(s) и A-'(s) имѣютъ разные знаки для значеній s - —е, и оди-J+“ I ♦/ Ji 1
наковые знаки для значенш s:/+1 1 S, гдѣ Sy обозначаетъ одинъ изъ

вещественныхъ корней детерминанта А;+[ (s) не обращающій въ нуль 
огіредѣлителя Д/ (s)

Доказательство слѣдуетъ изъ того, что производная детерминанта
A/+1'(s) по s

ds
ÖA:' дА:'.

+  . . . + Pап дип 1 дща

« и  M n TC Ih M22 TC • • • TC Pj+y A (s)
J+1 du- •

H - U f i

при S =  S- представляетъ сумму слагаемыхъ одного знака съ A/.(s- ), 
такъ какъ всѣ множители M n ,  Pz, P a  - P j itlСУТЬ количества положи
тельный (какъ это замѣчено выше), а всѣ миноры M- TCs- )— одинако-JJ J “т~ I
ваго знака съ Ay(Sj i), какъ это усматривается изъ формулы (32) и
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аналогичных+ ей при A-+ i(s;+])==0, которыя даютъ произведенія

Поэтому, при
ГМ Д '1 =  [М - ■ I2.11 I J* =  Sj+1 1 ЛЖ 8 =  Sj f-1

(IN .ж  
d s > 0

S =  Sj+1

и функдія N-' при прохожденіи черезъ корень возрастаетъ; на 
•оборотъ, при

dN

V W  < ° ’ ■
.1+1

ds < 0
S =  Sjfi

и функція Nj ' при прохожденіи черезъ корень S-^i убывает+; коро./+1
че говоря, мы имѣемъ слѣдующую таблицу знаков+:

I;Ѵ < 8> Д /  (S)

Q - P -4-о • *

S- +  £ .Ж 1 Zz r f

которая показываетъ, что передъ прохожденіемъ черезъ какой либо- 
вещественный корень детерминанта Д% (s) знаки у A./ и A;'(s) раз
личны, а послѣ прохожденія дѣлаются одинаковыми и всегда происхо
дитъ потеря одной варіаціи знаков+.

0  числѣ вещ естве нн ы хъ  корней детерм инанта A111Xs) внутри конеч-
J  ~ j'“ I

наго интервала отъ А до В.

Обыкновенно переходъ отъ безконечно малаго интервала, заклю
чающего одинъ вещественный корень уравненія A- '( S )= O , къ интер-

./" Г  I

валу, заключающему нѣсколько корней, обходится молчаніемъ. Слѣдуя 
примѣру Штурма, послѣ доказательства того, что потеря варіаціи 
знаковъ въ ряду

Д/+1', Д / . . . .Д / ,  A0'

происходитъ всегда между двумя первыми членами этого ряда вслѣд- 
ствіе прохожденія s черезъ вещественный корень уравненія A ^ '(s)—0, 
дѣлается заключеніе, что разность между числами варіацій при под- 
становкѣ въ члены ряда вмѣсто S сначала А, затѣмъ В, равняется 
числу вещественныхъ корней уравненія A- '(s) =  0 между этими дву-

• ' I ■
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мя числами. (Cm. напр. Encyclopädie der Math. Wiss. I Bd, S. 417, или 
Weber. Lehrbuch d. Algebra, I Bd. S. 304).

При такомъ выводѣ остается неяснымъ, какимъ образомъ потери 
варіацій, пріуроченныя всегда къ первой парѣ опредѣлителей (или 
функцій Штурма), суммируются при прохожденіи величиной s конеч
наго интервала отъ А до В.

Такая неясность устраняется, если обратить вниманіе на то, что 
измѣненіе s отъ s -,— £ до s- ' +  е,—(гдѣ s - и два сосѣднихъ

JTCl JTCl JTCl JTCl
вещественныхъ корня детерминанта Ay fis) )—, вызываетъ потерю од
ной варіадіи, при чемъ потеря эта можетъ быть отнесена только на 
счетъ перераспредѣленія знаковъ у всѣхъ членовъ ряда Ay Ду..Д'0.

Это съ необходимостью вытекаетъ изъ того, что опредѣлители 
Ay4 ' и Ay', какъ при s =  sy+1— £> такъ и ПРИ s==sj + / + £, должны 
имѣть знаки противоположные другъ другу; слѣдовательно при той и 
другой подстановкѣ первая пара опредѣлителей даетъ по одной варі- 
аціи знаковъ и потому не можетъ вызвать потери одной варіаціи.

Установивъ, при измѣненіи s  отъ s - — £ до '+ £ ,  фактъ общей
J + I J + 1

перегруппировки знаковъ, соединенной съ потерей одной варіаціи, мы 
легко поймемъ, что всякое новое расширеніе интервала измѣненій s, 
соединенное съ прохожденіемъ черезъ 2-й вещественный корень ура- 
вненія A- '(s) =  0, вызываетъ новое общее распредѣленіе знаковъ,

J  TC 1

съ потерей еще одной варіаціи и т. д.
Такимъ образомъ измѣненіе s отъ А до В произведетъ въ ряду 

опредѣлителей A y+1(s), А-'. . .Д '0 нерераспредѣленіе знаковъ съ поте
рей столькихъ варіацій, сколько вещественныхъ корней уравненія 
Ду ((s) =  0 будетъ лежать внутри этого интервала.

Расположеніе вещ ественны хъ корней двухъ  сосѣднихъ  опредѣлителей 
Ау+ 1 ' и ду по отнош енію  другъ  къ другу.

Л I
Такъ какъ два сосѣдніе опредѣлителя Ayx1 и Ay' должны имѣть 

одинаковые знаки посдѣ прохожденія черезъ вещественный корень 
перваго изъ нихъ, и—различные знаки до этого прохожденія, и такъ 
какъ это должно имѣть мѣсто при прохожденіи s черезъ всякій веще
ственный корень, то каждый интервалъ между двумя сосѣдними веще
ственными корнями уравненія Ay^1 (S)=O будетъ обладать тѣмъ свой
ством! что въ началѣ его—(непосредственно вслѣдъ за прохожде- 
ніемъ перваго изъ корней —функція A- (S) имѣетъ знакъ одина
ковый со знакомъ Ay j у, а въ концѣ интервала—(непосредственно 
передъ прохожденіемъ s черезъ слѣдующій корень Sy^1')—знакъ A'y(s)
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дѣлается обратнымъ знаку Ay-^1Xs), который самъ остается безъ измѣ- 
ненія.

Иначе говоря, между каждыми двумя послѣдовательными веще
ственными корнями функціи К + і  (s) слѣдующая функція A-'(-s) измѣ-
няетъ свой знакъ на обратный; а это, при непрерывности функціи 
А ■ (s), обозначаетъ присутствіе въ разсматриваемомъ интерваллѣ ве- 
щественнаго же корня этой послѣдней функціи.

Такимъ образомъ между вещественными корнями функціи A - /  ле
житъ по крайней мѣрѣ по одному вещественному корню функціи Ay-'; 
точно также между вещественными корнями функіи A-' располагаются 
вещественные корни функдіи Ay '; между вещественными корнями этой 
функціи лежатъ вещественные корни функціи А. /  и т. д. КорочеJ 2
это взаимное расположеніе вещественныхъ корней какихъ угодно двухъ 
послѣдоватезьныхъ членовъ ряда Д/+1\  ••• выражаютъ такъ: ве
ществен иные корни опредѣлителя съ большимъ указателемъ отдѣ- 
ляются другъ отъ друга вещественными корнями опредѣлителя съ 
низшимъ указателемъ.

В ещ ественность всѣ хъ  корней детерм инанта Д (ь) и всѣхъ , полу- 
чаем ы хъ изъ него, детерминантовъ A.'(s).

На основаніи изложенныхъ выше свойствъ, относящихся къ детер
минанту Ay^1(S) съ какимъ угодно индексомъ j  отъ нуля до Jc— 1, 
можно доказать, что всѣ корни уравненія A'(s) =  0 вещественны. Для 
доказательства слѣдуетъ только показать, что при подстановкѣ вмѣсто 
s сначала — со, а потомъ + с о ,  теряется Jc варіадій знаковъ въ 
ряду функцій A  ̂=  A', A ^ 1, . . . .  A1'. Это сейчасъ же слѣдуетъ изъ 
сдѣланнаго выше замѣчанія, что всѣ коэффиціенты ири s въ діаго- 
нальныхъ членахъ опредѣлителя, т. е. аПур 2і р8 . . .  р к, положительны, 
и слѣдовательно коэффиціентъ наивысшей степени s въ разложеніи 
детерминанта А' (8), равный произведен™ ап р 2р8 . . . . р к не можетъ 
быть отрицательнымъ. Поэтому знаки опредѣлителей

А/ (S) 0 = 1 ,  2, 3 . . .  . Te)

при sk—— со, въ данномъ случаѣ опредѣляемые знаками высшаго 
ихъ члена, будутъ поочередно, то положительны, то отрицательны, въ 
зависимости отъ показателя степени у s. Такимъ образомъ подста
новка S— — CO1 даетъ Je варіацій знаковъ; подстановка же s =  +  со  
не даетъ ни одной варіаціи; слѣдовательно между — со  и +  со  за
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ключаются всѣ к корней уравнеыія AXs) =  0 и елѣдовательно всѣ они 
вещественны.

Тѣмъ же пріемомъ мы могли бы найти отдѣльно число положи- 
тельныхъ и число отрицательныхъ корней уравненія A'(s) =  0, если 
бы мы имѣли возможность такъ или иначе установить число варіацій 
знаковъ въ ряду опредѣлителей A/(s) при подстановкѣ s =  0. Такъ 
какъ при S =  O опредѣлитель A ' (s) сводится къ опредѣлителю:

J

-TC/,  -- T C / , . . • • - T C / Tci ', TC/,. ..TC/

D' =
- - т с /  -~  2̂2 J • • • • - T C /

= ( - 1)'.-
TCi', TCa > • ..TC/

I
1 ч.I-HI •

ч.CQI - • • V

то окончательное рѣшеніе вопроса зависитъ отъ знаковъ

Di O =  1, 2, 3 . . .  . к),

которые суть детерминанты или дискриминанты квадратичной формы 
ф или V — V0 и формъ, получаемыхъ изъ нихъ, когда приравниваются 
нулю одинъ, ,цва, три и т. д. изъ ихъ аргументовъ. Нѣсколько ниже мы 
будемъ имѣть поводъ возвратиться къ этому вопросу, а теперь огра
ничимся замѣчаніемъ, что среди вещественныхъ корней уравненія 
A'(s) =  0 нѣтъ корней равныхъ нулю.

Это вытекаетъ изъ того, что при s =  0 A'(s) превращается въ Dfc 
дискриминанта квадратичной формы ф или V — V0. Такъ какъ V есть 
потенціальная функція системы, для которой частное значеніе V0 въ 
положеніи равновѣсія есть minimum ея значеній и которая поэтому 
не можетъ сдѣлатьея меньше V0 ни при какихъ вещественнныхъ зна- 
ченіяхъ ея аргументовъ, то ясно, что разность V - V 0 или ф всегда 
положительна, т. е. форма ф есть такъ назыв. forma definita и опре- 
дѣлитель ея Dfc не можетъ равняться нулю.

Переходъ отъ диф ф еренціальны хъ уразненій къ интеграламъ.

Установивъ вещественность всѣхъ корней гармонизирующаго де
терминанта A' (s), и считая корни эти вычисленными (точно или съ 
желаемымъ приближеніемъ), мы можемъ сейчасъ же перейти отъ на- 
чальныхъ Лагранжевыхъ ураьненій движеыія къ уравненіямъ гармони
ческаго типа (14), полученнымъ изъ первыхъ путемъ ихъ комбиниро- 
ванія.

Эти уравненія (14) отличаются другъ отъ друга только значеніями 
коэффиціента s; поэтому интегрированіе всѣхъ ихъ совершается неза-
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висимо другъ отъ друга по одному и тому же шаблону. Число полу
чаемых+ интегралов+ будетъ равняться числу различныхъ корней ура- 
вненія A' (s) — 0 и слѣдовательно можетъ или равняться числу неза
висимых+ координатъ системы, или быть меньше этого числа, въ за
висимости отъ того, будутъ ли всѣ корни уравненія A'(s) =  0 различ
ны, или оно будетъ имѣть также и кратные корни.

Необходимость различать эти два случая становится особенно по
нятной при иервой же попыткѣ опредѣлить каждую изъ независимых+ 
Лагранжевыхъ координатъ въ отдѣльности: въ первомъ случаѣ изъ к 
различных+ интегралов+ непосредственно находятся всѣ к независи
мых+ координатъ въ функціи времени и произвольных+ постоянных+ 
интегрированія въ числѣ 2 к; во втором+ случаѣ—число независимых+ 
координатъ превышает+ число, имѣющихся въ нашемъ распоряженіи, 
различныхъ интегралов+ и эти координаты не могутъ быть опредѣле- 
ны съ такой же степенью общности, какъ въ первомъ случаѣ до тѣхъ- 
поръ, пока мы не дополним+ полученную систему интегралов+ новыми 
уравненіями такого же типа, но независимыми отъ ннхъ.

Опредѣленіе независим ы х+ координатъ, ко гд а  всѣ корни уравненія

Рѣшеніе поставленной задачи распадается на двѣ части: къ пер
вой относится составленіе и интегрированіе уравненій гармоническаго 
типа, ко второй—опредѣленіе съ помощью полученныхъ интегралов+ 
отдѣльныхъ координатъ системы.

Приступая къ первой части задачи, мы будемъ исходить изъ ура- 
вневія (14). Предполагая, что въ этомъ уравненіи множители а. опре- 
дѣлены согасно формуламъ (а), мы получимъ изъ него дифференціаль- 
ное уравненіе 2-го порядка:

/мы придадим+ уравненію ( д) видъ уравненія гармоническаго типа:

A ' (s) =  O простые.

07)

въ которомъ въ въ силу формулы (s)

Полагая для краткости
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d2 Uh
" J - ,  п - о  (/()^ *г- . SfcL7l- U .

По числу вещественныхъ корней Sh мы получимъ к такихъ уравне- 
пій. Интегрированіе этихъ уравненій совершается очень просто и 
приводите къ системѣ к интеграловъ вида:

TT _  *  V r - V *  , D  - V — Ѵ ' _  * D  —  / - / . »

U 7t  — a A 6  + B 7 ( e  -  +  B / ( e

гдѣ положено п. =  \/  sh, a Ah и В/( суть произвольный постоянныя 
интегрированія. Сообразно съ тѣмъ, будетъ ли Sh положительный или 
отрицательной величиной, интегралы Uh будутъ выражаться или кру
говыми, или гиперболическими функціями. He останавливаясь пока на 
этомъ, мы перейдемъ ко второй части вопроса.

Опредѣленіе независим ы хъ координатъ q{.

Установить непосредственную зависимость координатъ q ■ отъ 
можно двумя различными путями: или 1) вычисляя предварительно по
линомы U7, какъ явныя функціи отъ q{, или 2) находя предварительно 
выраженія для различныхъ Qi въ функціи UÄ>, а затѣмъ разрѣшая по
лученныя уравнеиія относительно q

Выбирая первый путь, мы замѣтимъ сейчасъ же, что коьффиціенты 
при координатахъ qi въ полиномахъ U^ будутъ слѣдовать въ своемъ 
образованіи тому же закону, которому подчиняются въ своемъ образо- 
ваніи различные элементы опредѣлителя, представлрющаго собой про
изведете двухъ другихъ онредѣлителей одного и того же порядка. Въ 
данномъ случаѣ такими опредѣлителями будутъ: 1) опредѣлитель А изъ 
коеффиціентовъ аі1с опредѣленной (forma definita) квадратичной фор
мы Q и 2) опредѣлитель изъ коеффиціентовъ af!Ä, который мы обозна- 
чимъ черезъ А (а).

Поэтому вопросъ о разрѣшимости или неразрѣшимости системы (к) 
относительно перемѣнныхъ q. rio первому способу сведется къ вопро
су о томъ, будетъ или не будетъ равняться нулю произведете опре- 
дѣлителей А . А (а); а такъ какъ А не можетъ равняться нулю, то все 
будетъ зависѣть въ концѣ концовъ отъ опредѣлителя А (а). Отъ этого 
же опредѣлителя будетъ зависѣть успѣхъ рѣшенія и при выборѣ вто 
рого пути. Основываясь на томъ, что опредѣлитель обращается въ 
нуль 1) при равенствѣ нулю всѣхъ элементовъ одной и той же стро
ки или колонны, или 2) при пропорціональности всѣхъ элементовъ 
двухъ различныхъ строкъ или колоннъ, мы могли бы доказать, что



.Д (а) отличенъ отъ нуля, доказав+, что ни равенство нулю, ни про- 
порціональность въ указанном+ выше смыслѣ не имѣютъ мѣста.

Хотя дать такого рода доказательство ни представляетъ никакой 
трудности, но мы предпочитаем+ замѣнить простое доказательство воз
можности вычисленія q ji  =  I, 2, 3, . .. к) установлением+ формулъ, по 
которымъ q- вычисляются непосредственно въ функціи Ufc.

Путь, ведущій къ этимъ формуламъ, указывается до нѣкоторой 
степени самой формой уравненій:

Cl2V1
Jt2  1W s 7U7i =  O (Ä =  1, 2, 3 , . . .  к),

если взглянуть на нихъ съ новой точки зрѣнія.
До сихъ поръ мы разсматривали эти уравненія какъ результатъ 

комбинированія первоначальныхъ Лагранжевыхъ уравненій вида:

d2(д Q\ дV
м й ) + ч = 0 ( і = і ’ 2 ’ з л *

теперь мы условимся смотрѣть на комбинированныя уравненія, какъ 
на первоначальныя Лагранжевы уравненія, въ которыхъ роль незави
симых+ координатъ отъ перемѣнныхъ q- перешла къ новым+ перемѣн- 
нымъ—полиномам+ Ufc. При такой точкѣ зрѣнія Ufc и SfcUfc должны 
быть отождествлены съ частными производными отъ нѣкоторыхъ одно
родных+ квадратичных+ функцій U (Ull U3, U3, . . .  I f̂c) и W(U1, U2, .. .Ufc) 
по аргументу Ufc, т. е. должны существовать равенства:

дU д\Ѵ
(и) Щ  =  Ѵь и Щ Д 8* Vffh=  1 ,2,3, ...А ).

На основаніи этихъ условій, а также того условія, что функціи U 
и W должны быть функціями квадратичными однородными, мы инте- 
грированіемъ получаемъ для нихъ слѣдующія выраженія:

Ii= Ie  Ii= Ie

2 J J =  N  Ufc2 и 2 W =  У  SfcUfc2.
h= I

По способу своего образованія U h W  являются явными функціями 
отъ перемѣнныхъ Ufc и неявными отъ независимых+ перемѣнныхъ q/, 
кромѣ того, зная связь полиномов+ Ufc съ квадратичными функціями 
Q и V, мы сейчасъ же замѣтимъ, что U h W  являются результатами 
одного и того же линейнаго преобразованія, выполненнаго надъ Q и 
V и наоборотъ.
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Сдѣланное выше изслѣдованіе природы корней гармонизирующаго 
детерминанта A(s) избавляетъ насъ отъ необходимости излагать тео- 
рію одновременнаго преобразованія двухъ квадратичныхъ формъ во 
всѣхъ подробностях!

Слѣдуя общепринятому пріему, мы замѣнимъ преобразованіе двухъ 
квадратичныхъ формъ Q h V  преобразованіемъ одной составной фор
мы Ф =  sQ — U, которая при чаетныхъ значеніяхъ неопредѣленнаго 
множителя s можетъ совпадать съ каждой изъ разематриваемыхъ формъ. 
Ближайшей цѣлью преобразованія будетъ служить уничтоженіе въ 
преобразованной формѣ членовъ, представляющихъ произведенія раз
личныхъ аргументовъ этой формы другъ на друга; а въ основаніе 
этого преобразованія будетъ положено разложеніе на частные дроби 
алгебраической дроби G (s): A (s), знаменатель которой есть гармонизи
рующей детерминанта Д (s), а числитель G (s) получается изъ того же 
детерминанта A(s) окаймленіемъ (bordering) его слѣва и сверху ря
домъ величинъ:

такъ что

G(S) =

0, Фі, Ф'2,........ Ф*>

0, Фъ Фг, Ir / . . .  Ф;к
Фц « i is — TCn «12 S — ТСг> ■• • • aVcs-
Ф2> «21S ТСі» $22 S — ТСг> • ■ ■ • «2fcS Ne

% TCis ~  ТСф aJi2S ■ bjß, . £
?Р

* 
*

7 
‘

-Ku

(у)

Считая Ф], Ф2 Ф/; временно совершенно произвольными величи
нами, разлагаемъ дробь G (s): Д (s) по обыкновеннымъ правиламъ на 
сумму чаетныхъ дробей и получаемъ:

G (S) 
A(S)

у
A m S - .
г=1

Сf)

Такъ какъ всѣ корни Siпредполагаются отличными другъ отъ друга, 
то число чаетныхъ дробей будетъ равно числу независимыхъ пере- 
мѣнныхъ формы Ф, и коэффиціенты А- будутъ опредѣляться формулой:

(А,;>

Ограничившись относительно знаменателя коэффиціента крат- 
кимъ замФчаніемъ, что онъ не можетъ обращаться въ нуль ни при
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какомъ Si1 мы займемся преобразованіемъ числителя того же коэффи
циента т. е. детерминанта G (/•), который имѣетъ видъ:

Ir ) G D ,)=

0, ф2» ф,
Фі, аи Si- I 11, R 2Si- R 2,' . . . .  RfcSi- R
Ф2, Ri Si Ri, R 2 Si— R2, . . . .  R jt Sj Rfc

%  вы8.— Rx- afc2S2- +2»  Rfcs,: Rfc

Такъ какъ эта формула +  ) получается изъ формулы (с/) при про
извольных® значеніяхъ Ф1( Ф.2, . . .  Ф,., то мы можемъ примѣнить ее и 
къ тому частному случаю, когда величины Ф; будутъ замѣыены ихъ 
дѣйствительными значеніями, т. e .fкогда

Ф.-=  s Qt- - V .  (* = 1 ,2 ,  3.........к).

Если послѣ такой замѣиы всѣхъ Ф, ихъ значеніями, мы умножимъ
V

колонны опредѣлителя (д), начиная со второй, послѣдовательно на 
4Ib Я2 » • • • R  и вычтемъ результаты умноженія изъ первой колонны, то, 
оставляя прежней величину опредѣлителя, мы придадимъ ему слѣдую- 
щій видъ:

—  Е Ф І? І , Ф,, Ф2,
(s — Si) Qi, R 1 Si-  Ri, R 2 R2, 

G (s .)=  ( S - S 7)Qg, R iS 7- R i ,  R 2S7- R

Ф

• ttIfcs7 Rfc

-Rfc87 Rfc

(S -  Si) Qfc, R 1 Si -  Ък 1, Clfc2 Si -  Jfc2, . . . .  ClfcfcSi -  Jfcfc

Затѣмъ, умножая горизонтали полученнаго опредѣлителя, кромѣ 
первой, послѣдовательно на ЯьR, ---Sfc, и вычитая изъ первой, мы 
получимъ новый видъ того же опредѣлителя:

2 Ф -  ( S - S i) S Qi R  (s -  в .) Q1, (s  -  s ?:) Q2,

G ( S 7)

0  +  ( s — Si) Q i, R i S 7— J h , R 2 Si J i 2, . .

0  +  ( S - S i) Q 2, R i  Si -  J 2I, R 2 Si -  J 22, . .

0 + ( S - S i) Qfc, R 1Si Jfcl l R2Si Jfc2, ••

(S -  S,) Q,.

Rfc87- Ra
RfcS,—  J-2

• R f c R - R - 7-Afc
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— 2Ф — 2 (s—s-)Q, ( S - S t)Q 1, (s — s.)Q2, .. .. (S-Sj)Qfc
0 + (s—TC:)Qn « 1 1  TC— TCn 7MrrfTI.соCMdf TCfcTC-TCfc

'— 0 + (s—TC:)Q2, « 2 1  TC— TCn TCfcS ,-TCfc

0 + (s—S4 Qfc, TCiS.-TCn • • ••••• • • 7 aIeUsN  TCfc

2 Ф. A f e ) + ( s - s . ) 2.

—,,I jT C 0/  Qn Q2, ••• Qfc' t
Qi TC °) « 1 1  Sf: TCn «1 2 st-—ТСг» • • • «lfcS» TCfc
Q2 +  °» «21 Si TCli «22 Sy—TC2, • • • «2 TCfc 

Qfc +  °> TCi TC-  TCj TC2TC TC2’ • • • TCfcTC- TC/.:

или, такъ какъ A (s •) =  О,

2 Q
.V — 8, +  ° ’ Ql, O O cT*4
O +  Qn «и TC— TCn $12 Sj 1̂2? * ’ • djV0 -TCfc

G (Si) = O +  Q2, «21 S,; TCl, -TCfc

•
O +  Qfc’ TCi TC— TCi ’ • • .« * ••• .• • ••$  I / U ' ' ' TCcfc

(s-sTC

°, Qn Q2,
Ql, «И Sy—  TCn « 1 2 s ,: TC2, 

Q2, « 2 1  TC— TCn « 2 2  TC' TC2,

Qfc 
a IfcTC тс* 
TCfc S,: TCfc (G (Sj)

Qfc, TCilTC TC;1’ TC2'TC' TC2’  TCfcTC TCefc

Сдѣлавъ такую же замѣну величинъ Ф,, Ф2, черезъ

Qi S — V1, Q2 s — V2 Qfc S — Vfc

въ опредѣлителѣ G(s), послѣ ряда тѣхъ же самыхъ преобразованій, 
какія продѣланы надъ опредѣлителемъ G (Sj)l мы получимъ слѣдующую 
формулу:
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0, Фі, Ф-2, Фк
Фь ап  S-— feI l) • • • CL4 j„ S " feIfc

G(s) = Ф2, а21 S --fe21) • « • CL2/. S fe2 J:

% Uk lS -_fefcl> • • • ffSfcs — feSfc

■ Щ й р Фі, Ф2, .
Ф /.;

о, «11 s- 1 > • • f t Ifc S— felfc

0 , «21 S - ~~b2i , . ,• • «2 fc S—fe2fc

0 , f f S l s - - feS b  • ' • f t Sfcs - f e Sfc

i= k

= - 2 ф^< *а(8)
г= I

— 2Ф . A(s) (G(s))

Подставляя это значеніе G (s) въ разложеніе дроби G (s): Д (s), мы 
найдемъ, что:

і= к  
VQ Af- 

2 Ф = >

і=к

S— s .  1
?;=i

или по сокращенш:

—
i = \

( s — s f f

9I Qi) Q2, • 
Qh «11 A— feH,-
Q 2, №2j S-—62i , .

<S 8Z d s
Q Ti’

Qfc
a 4 si ~  feIfc

fGfcs,: fe2fc

ffSfcsI fefcfc j

2 Ф =

Il* 'S-

I

V S - S -  j
T I

Jiiml I d  A \ ’
i = l Ä

j I
CO 

j
Ce Il Zr*

! 0, Q1, Q2, . . Qfc
• ffIfcs/-  feIfc
• ff2fcS/ fe2fc

Qfc- afc!s/ fefcb aMesi fefcfc
Окаймленный опредѣлитель, входящій въ послѣднюю формулу для 

2Ф, разложенный по элементам+ окаймленія, будетъ имѣть видъ одно
родной квадратичной формы отъ аргументовъ Q1, Q2, . . .  Qfc; коэффи- 
ціентами этой формы будутъ миноры опредѣлителя А (,О, сопряжен
ные съ тѣмъ элементом+ его, который стоитъ на пересѣченіи верти
кали и горизонтали, содержащихъ тѣ аргументы Q, которые входятъ 
въ составъ даннаго члена квадрачичной формы.

Пользуясь для* обозначенія этихъ миноровъ прежними символами 
M съ соотвѣтствующими индексами, мы напишемъ разложеніе упомя- 
нутаго опредѣлителя въ слѣдующемъ видѣ:
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0 , Q i , Q 2, • • • •

Q i , « и  sf ~ R l > «1 2  Si — b12) • • • •

Qa> «2 1  R ~ R i ,

ICO80
Ca * • • •

Qfc , ttA l R - K b J fc 2, —

Qj

= — (M n(St.) Q i+ 2  M12 (Si) Q1Q2+ . . . +  Mm (s)  Q?) = - У  Mej (Si) Qe Qj (q)
ej

Ho, согласно сдѣланному выше замѣчанію, когда опредѣлитель 
A(Si) тождественно равенъ нулю, миноры элементовъ какой иибудь 
строки будутъ пропорціональны минорамъ элементовъ всякой другой 
строки, такъ что для любыхъ двухъ индексовъ j  и  Jc имѣемъ:

въ  силу симметріи детерминанта A (Si)

Ѵ * і > = Ѵ * Л
поэтому миноры даннаго опредѣлителя выполняютъ слѣдующія равен
ства:

м ь 'Ю =

Если, пользуясь этими равенствами, разложить всѣ коеффиціенты 
квадратичной формы (</), то эта форма превратится въ полный квад- 
ратъ слѣдующаго вида:

2  %  <»<> • 0« O1= 2  F U S j  ■ ■ о ,  • о,-
ej ej

=  (!/M 11 (Si). Q1 +  !/M 22(Si) . Q2+ . . . +  l/Mfcfc (Si) . Qfc)2.

Подставляя полученное разложение въ формулу для 2 Ф, мы будемъ 
имѣть:

і=7с
(s— s )

2Ф =  —  • ( ! /M n (Si) Q 1+  ] / M22 (Si) Q2 + . . .  +  Mfcjfc (Si) Qfc)5
г= I \dsjs=s

и л и

)
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2 Ф W  о I L Л п  (TC)n  /  M22(St) [ Mfcfc(Sy) 12
2|(S-TC)- | /  Ш\~0і+Ѵ  Os+'-!/ тодл -Qfc
г = I I f  +  s /s* f  \ ds/ Si  Y \ d s  Jsi

г — к

2  (s Sy). {«1 Ql +  «2 Q2 +  +  TC Qfcl2,
=1

гдѣ по примѣру Jacobi черезъ a  ̂ обозначены коеффиціенты при Q; т. e.

A
'd A'

Г—4)\d J

Назвавъ временно черезъ «ь линейныя выраженія

г  г  і  г

TC Qi +  TC Q2 +  «з Qs +  • • • • +  тс Qfc,

мы напишемъ 2Ф подъ видомъ:
і — к

2Ф =  ^  (S-Sy)Wy2,
«=і

или, разлагая лѣвую и правую части на слагаемый, будемъ имѣть:
і—к г=к

2<i> =  2 s Q - 2 V  =  s2  TCTC2- 
і—к і= I

При произвольномъ s такое равенство распадается на два равен
ства:

г—к і—к
2 Q =  У  <оу2 и 2 V =  Y  Sy «>у2.

і= 1  г=  I

Полученные результаты, сопоставленные съ квадратичными функ- 
ціями 2 U и 2W , показываютъ, что

2 U =  2  »J » 2 W = ^ w ,
I 1

а
іі h Ji

u ;t =  TC =  TCQ +  TCQ2 + •  • • TCO«- (ä =  1 ,2 ,3 , . . .
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Послѣдняя формула будетъ полезна при разрѣшеніи нашей глав
ной задачи: опредѣлить независимыя перемѣнныя въ функціи 
отъ Ufc.

Непосредственным+ образомъ перемѣнныя qe связаны съ полино
мами Ф A j ' =  1, 2, 3, . . .  к),системой линейных+ уравненій вида:

(«,иs - bp) qh+(aß s—bj2) q2 +  . . . +  {ajes— bjf) q (;+ . . ■+(ajKs—bjK)q K

=  Ф;. ( 7 = 1 ,  2 ,...к).

Считая Фу новыми перемѣнными, мы разрѣшимъ эту систему отно
сительно старыхъ перемѣнныхъ qr и будемъ имѣть:

J = K

=̂A(S)'!% (§)ФІ 
J =  1 л

Разложим+, какъ мы это дѣлали раньше, алгебраическую дробь, 
составляющую правую часть равенства (qff на сумму частныхъ дробей 
и представим+ qr подъ видом+:

І=Кв

я, =  2 +  (В)
І=1

гдѣ

В '  Ѵ м  ( , ) ф  - V ф М> w  - V *  ~ в (,і>■ i^m" (S()J Ulff ZV  GV % Z  H (dJ)
\cl Sys=Sij= I j= I U  s Js=Si J= I U  s)s=si

•c

■* 
ö

'

Il 
Il

Il

Внося это преобразованное выраженіе для В- въ выраженіе для qe 
мы будемъ имѣть:

Iz=Kj=K 1 г „ г =  к Jz=K г
V  V  aJ aAjY  •  у  aJ '

q^ z z  S-Si =ZaL s - S :  
г =  Ijf=I г=1 ?=1

Замѣчая, что

ф і  s Q j - v I  Q, - ( * — V f  Si Q f - V f i

S - S i S - S i S - S i w J S - S i

мы придадим+ внутренней сѵммѣ, входящей въ последнее Выраженіе 
для qr, слѣдующій видъ:
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(£) v4 »j=V ; 0  +y  “J hо, - V  =/ y V u у - V
r f s —s- да j vj да s — s, * ^ д а  s — s..

i = i , 7 j= i  j= i  j= i

П ослѣ  п о д стан овк и  этой  п р ео б р азо в ан н о й  суммы в ъ  ф орм улу д л я  
qe, мы получим ъ д л я  н овое вы р аж ен іе :

I = K j = K  1 1
V '  I V  V f la J 4i Oj V )

« , =  2 в« в < +  2  2  ' 
г=1 *=Ij==I

М ожно д о к азать , что дво й н ая  сумма в ъ  только  что п о л у ч ен н ой  
ф орм уллѣ  для  qe о б р а щ а е т с я  в ъ  нуль; д л я  этого  сл ѣ д у етъ  только  з а -

і і
м ѣнить п р о и з в е д е т е  к о эф ф и ц іен то в ъ  аеа- ч е р е зъ

то гд а  вы р аж ен іе
г  г

R R (St Q - V j )
S - S t-

п р е в р а щ а е т с я  в ъ
Ml e (Si)(S j Q j - V j)

о  -  Sj- ( і и д а
ч и сли тел ь  к о т о р аго  т. е.
(SiQi - V i ) м -е (S )= I q J a jl  S -  J -,)+ q2(aß Si-  + ) + ... + q Jfij t  s - b + ) M / s +

а  п ри  сум м ированіи  по и ндексу  j, (при  одном ъ и  том ъ ж е  і) т а к а я  
сумма бу д етъ  р а в н а  нулю , т а к ъ  к а к ъ  к о эф ф и ц іен ты  п р и  р азл и ч н ы х ъ  
qr будутъ  и м ѣ ть  видъ:

'=K

I {%, , S i -  у  Mj i  (S j ) ,

J  =  I

что п ри  г +  ед а е т ъ  н уль, к а к ъ  р азл о ж ен іе  о п р е д ѣ л и те л я  с ъ  двум я
одинаковы м и строкам и , а  при  г =  е д а е т ъ  т а к ъ  ж е нуль, к а к ъ  р азл о - 
ж е н іе  о п р ед ѣ л и тел я  Д (S i ) , которы й  то ж д ествен н о  р а в е н ъ  нулю .

О б р ащ ен іе  в ъ  нуль в н у тр ен н ей  суммы в л е ч е тъ  за  собой у н и ч то ж е- 
н іе  всего  вто ро го  сл агаем аго  в ъ  в ы р аж ен іи  qe, и мы получаем ъ д л я  q 
о ко н ч ан ел ьн о е  вы р аж ен іе :
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чѣмъ наша задача доводится до конца.
Подстановка вмѣсто Ut- двучленныхъ выраженій

in t — in t

яриведетъ къ систем! интеграловъ, общій видъ которыхъ будетъ:

Число произвольныхъ постояннныхъ Ai и By этой системы будетъ 
равно 2 к, т. е. удвоенному числу независимыхъ координатъ системы.

И нтегрированіе уравненій L a g ra n ge ’a, когда детерминантъ A(s) имѣетъ 
кратные корни.

Когда гармон изирующій детерминантъ A(s) Лагранжевыхъ уравне- 
ній кром! простыхъ корней имѣетъ одинъ или нѣсколько корней 
кратныхъ, то принятый нами методъ интегрированія въ его чистомъ 
вид! оказывается въ состояніи дать только тѣ дифференціальныя 
уравнения гармоническаго типа, которыя зависятъ отъ простыхъ кор
ней опредѣлителя A(s). Получить т!мъ же способомъ хотя бы одно 
лишнее уравненіе съ помощью корней кратныхъ оказывается невоз- 
можнымъ по той причин!, что всѣ миноры опредѣлителя A(s), а слѣ- 
довательно и пропорціональные имъ гармонизирующіе множители а, 
для всѣхъ кратныхъ корней обращаются, какъ это мы увидимъ ниже, 
тождественно въ нуль.

Поэтому для полученія общаго рѣшенія задачи съ полнымъ числомъ 
произвольныхъ постоянныхъ является необходимымымъ видоизмѣнить 
методъ такимъ образомъ, чтобы онъ давалъ возможность находить не
достающее число дифференціальныхъ уравненій. Такъ какъ въ томъ 
видоизмѣненіи метода, которое будетъ изложено, существенную роль 
играютъ свойства миноровъ опредѣлителя А (б), имѣющаго кратные 
корни, то естественно прежде всего обратиться къ изложенію этихъ 
свойствъ.

І ІП ( t



Свойства миноровъ различныхъ порядковъ гармонизирую щ аго опре- 
дѣлителя, им ѣю щ аго кратные корни.

Если ми согласимся смотрѣть на появленіе кратнаго корня, какъ 
на результатъ сліянія двухъ, трехъ, или вообще какого нибудь числа 
первоначально различныхъ корней, то изъ изложенной выше теоріи 
распредѣленія вещественныхъ корней у различныхъ детерминантовъ 
ряда (А') сейчасъ же получимъ слѣдующіе выводы:

1) двукратный корень детерминанта A '(s )  есть въ тоже время 
однократный корень детерминанта A 'fc (s), или какого либо другого 
минора діагональнаго члена опредѣлителя A 7 (s);

2) трехкратный корень детерминанта A '(s )  есть двукратный ко
рень детерминанта A 7fc + ) , и однократный корень детерминанта A 7fc a(S),. 
или какихъ нибудь другихъ діагональныхъ миноровъ;

3) вообще р.—кратный корень детерминанта A7(s) является корнемъ 
кратностей (р.— 1)-ой, (р — 2)-й,... и т. д. сооотвѣтственно для мино
ровъ A 'fc i(s), A7fc_ 2(s)... и т. д., или для какихъ либо другихъ мино
ровъ діагональныхъ членовъ.

Въ самомъ дѣлѣ, вещественный корень детерминанта A 'fc ] (s) ле
житъ между двумя сосѣдними вещественными корнями детерминанта 
A 7 (s); слѣдовательно нри сближеніи этихъ двухъ корней до совпаде- 
нія корень детерминанта A7fc (s) также совпадетъ съ ними. Точно 
такъ же между р различными вещественными корнями детерминанта 
A7(s) лежатъ р— 1 вещественныхъ корней детерминанта A7fc i(S); меж- 
ДУ F— 1 корнями этого детерминанта лежатъ р—2 корней детерми
нанта A7fc 2(S) и т. д.

При сліяніи всѣхъ р корней детерминанта A 7(s) въ одинъ р —крат
ный корень, всѣ корни младшихъ детерминантовъ такъ же сольются 
съ ними и будутъ соотвѣтственно ( р — 1)—кратнымъ, (р — 2)—крат- 
нымъ и т. д. корнями детерминантовъ A7fc/^ s) , Afc_a(s)... и т. д.

Теорема Высшей Алгебры, гласящая, что кратный корень цѣлагп 
раціональнаго многочлена является корнемъ на единицу меньшей крат
ности для первой производной этого многочлена, позволитъ доказать,, 
что, отмѣченныя нами, свойства діагональныхъ или главныхъ мино
ровъ детерминанта A '(s) принадлежатъ не только однимъ этимъ мино- 
рамъ, но всѣмъ вообще минорамъ того же самаго порядка.

Возьмемъ сначала самый простой случай и докажемъ, что двукрат
ный корень s  =  ß опредѣлителя A7 (s) будетъ въ тоже время корнемъ 
всѣхъ первыхъ миноровъ этого опредѣлителя. Для доказательства это
го предложенія составимъ производную опредѣлителя A 7 (s) ио s. Наз-
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вавъ для краткости различные элементы опредѣлителя A(s) буквой U 
съ соотвѣтствующими двумя индексами, и замѣтивъ, что s входить 
только въ діагональные члены детерминанта, мы будемъ имѣть на 
основаніи правилъ дифференцированія детерминатовъ слѣдуюіцук> 
формулу:

JA '(s) д A'(s)JU n , JA '(s) JU22 , , JA 7(S) dljU ,
+  j  іі  J T  +  • ■ • +  YTrT J T  +  • • •J s  JU 11 J s  JU 22 J s  JUyy J s

JA 7(s) JU fcfc
/7+  JU ,7. ‘ J s   00

По условію, что s =  p есть двукратный корень детерминанта A7 (s)
„ (IД' (s)

и однократный корень его производной л,ввая часть уравненія
(J) обращается при подсгановкѣ вмѣсто s р въ нуль, слѣдовательно 
при той же подстановкѣ должна обращаться въ нуль и правая часть 
т. е. сумма

% - Jc . Ъ -.,.I- Jc rI/ — - 1і/

\
JA 7(S) J и.у

JU +  ~Ts S= ß=  2 М-Ф)ТС =  2тс:Муу(Р).
г=1 і=1 г=1

Ho множители ап, P2t- -Pi■ ■ ■ Pic > какъ коеффиціенты при ква- 
дратахъ въ положительной опредѣленной квадратичной функціи (forma 
definita), всѣ положительны, точно такъ же положительны и всѣ част
ный производныя dJf8=  или діагональные миноры МгѴ опредѣлителя

“ • db'(s)A (s); поэтому вся правая часть выражешя состоитъ изъ суммы
одвихъ только положительныхъ слагаемыхъ, и обращеніе ея въ нуль
возможно только при равенств! нулю по отдѣльности всѣхъ діагональ-
ныхъ миноровъ.

Кромѣ того извѣстно, что діагональные миноры Mii, M ;J связаны 
съ минорами другихъ членовъ того же опредѣлителя, если онъ обра
щается въ нуль, соотношеніями:

My1 Мг,  My3 Myy Myi Myfc
M/i Mj2 Mj3 ••• М.. М.. - •  Mifc ’

изъ которыхъ вытекаетъ, что . M- =  M-2 при подстановкѣ вмѣето 
s ß; изъ этого послѣдняго равенства видно* что одновременно съ діа- 
гональными минорами M- и M- при s — ß обращается въ нуль и ми- 
норъ My.. ІІеребравъ всѣ і и j* мы докашемъ, что ѳсѣ первые миноры 
обратятся въ нуль при s =  (3*
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Изъ того же самаго разложенія производной опредѣлителя Д' (s) 
по s т. е. изъ формулы (d) мы сдѣлаемъ общій выводъ; что какой ни
будь р.—кратный корень s =  у опредѣлителя Д' (s) будетъ корнемъ 
(р.— 1)-ои кратности для производной d и слѣдовательно для каж
дой въ отдѣльности частной производной т е для вс^ хъ Qiaio.

^  і і

нальныхъ миноровъ опредѣлителя Д' (s); но въ силу формулы

M,..M1,. =  M 2. ** OJ V ’
имѣющей силу при S =  у, корень у будетъ 2 ( р — 1)— кратнымъ кор
немъ M-A

Такимъ образомъ корень какой либо кратности р опредѣлителя 
Д' (s) является корнемъ всѣхъ первыхъ миноровъ этого опредѣлителя, 
при чемъ кратность его будетъ р — 1.

Замѣчая, что всякій діагональный миноръ занимаешь такое же 
точно положеніе по отношенію ко всѣмъ вторымъ минорамъ, изъ него 
образуемымъ, какое занимаетъ по отношенію къ нему главный опре- 
дѣлитель, мы уже безъ доказательствъ можемъ заключить, что р —крат* 
ный корень главнаго опредѣлителя будетъ корнемъ (р — 1)-ой кратно
сти для первыхъ его миноровъ, корнемъ (р — 2)-ой кратности для 
вторыхъ миноровъ и т. д., и наконецъ простымъ корнемъ для (р—1)-хъ 
миноровъ опредѣлителя Д' (s).

Система гарм онизирую щ ихъ  множителей, соотвѣ тствую щ ая какому 
либо кратному корню Д' (s).

Такъ какъ полѵченіе дифференціальныхъ уравненій гармоническаго 
типа предполагаетъ предварительное нахожденіе гармонизирующихъ 
множителей, то мы и рѣшаемъ отдѣльно эту задачу, предполагая сна
чала для простоты разсужденій корень уравненія Д' (s) =  0 только 
двукратнымъ. Въ предъидущемъ параграф® было доказано, что дву
кратный корень детерминанта Д' (s) =  0 является корнемъ всѣхъ пер
выхъ миноровъ этого опредѣлителя; поэтому намъ елѣдуетъ отказаться 
отъ мысли найти гармонизирующихъ множителей а по формуламъ (а), 
и разыскать, вмѣсто того, хотя бы одинъ второй миноръ того же 
опредѣлителя, который бы былъ отличенъ отъ нуля при подстановкѣ 
въ него двукратнаго корня первоначальнаго опредѣлителя.

Допустив® что такимъ, отличнымъ отъ нуля при подстановкѣ дву
кратнаго корня, вторымъ миноромъ оказался миноръ

« Г , ! - + #
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мы напишемъ систему линейныхъ уравненій, опредѣляющихъ гармони- 
зирующіе множители а при двукратном+ корнѣ s =  р.

Отдѣливъ въ этой систем+ (к— 2) первыхъ уравнения, и перенеся 
два посл+днихъ члена каждаго изъ этихъ уравненій изъ лѣвой части
въ правую, мы будемъ им+ть сл+дующую систему линейныхъ относи--
тельно а (і =  1, 2,3 . . .  к —2) уравненій со вторыми частями:

'(aIl P—feIl) ®1 +  (®12 ^- fe I2) a2 +  • • • («lfc_2 P felfc_2) ak-2

— aIc-I -  (ftIfc ® felfc) afc

‘(«21 P fe2l) aI +  («22 P fe22) «2+ • • • («2fc_2 P fe2fc_2) afc_2

=  («2fc_x P—fe2fc_4) afc_1 («2fc P—fe2fc) “fc

(«Si P- fe3i)a I +  («32P-fe S2) a2+- ■ • («3fc_2p—fe3fc_2) —2

=  — (ft3fc_, P-fe SfcTC1) aJc-I — (ftSfc p—feSfc) aJc

(«fc-2! P-fe fc-2l) aI +(«fc-22 P- fe fc-22) «2 +  • • • («fc_2fĉ 2 P - fefc—2fc—2) —2

— — (ftfc_2fc-1 P —fefc-2fc-l) afc—I (ftfc-2fc P fefc-2fc) Uk )
Система (s) оказывается разрѣшимой относительно множителей 

Ot1 a2. . .  afc_2, такъ какъ ея опред+литель, или второй миноръ началь
наго опредѣлителя, M (*!]•£) по нашему предположен™ отличен+ отъ 
нуля.

Рѣшая по общим+ правилам+ эти простыл уравненія, мы получимъ 
для какого нибудь аг- слѣдующее выраженіе:

ai =  — M (*-}. * j (“fc-l I Ull> U22> • • • U*fc_i> • • • Ufc-2fc-2 I

+  afc ! Uu , U22, . . . Vih, . . Vk 2h 2 I }g_ß , («,;)

гд+ равенство s =  ß приписано къ скобкѣ для обозначенія подстановки 
вездѣ вмѣсто s двукратнаго корня p.

Послѣдняя формула, при і изм+няющемся отъ 1 до — 2, даетъ 
значенія к — 2 перыхъ множителей а въ функціи двухъ посл+днихъ 
ак-і и ак> К0Т0Рые остаются совершенно произвольными.

Что касается посл+днихъ двухъ уравненій системы, служащей для 
опред+ленія множителей а, не выписанных+ нами, то эти уравненія 
обращаются въ тождества при подстановкѣ ( — 2) первыхъ множите-
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лей of, вычисляемыхъ по формул* (аг), независимо отъ частныхъ зна~ 
ченій, которыя можемъ придать, оставшимся произвольными, множите- 
лямъ Offc i И Offc.

Мы легко ѵбѣдимся въ этомъ, замѣтивъ, что на основаніи форму
лы (atf) Cni можетъ быть представлено подъ видомъ:

и что по подстановкѣ этихъ значеній а. въ уравненія:

(aÄ—12 ß— ^-12) a2+- • ' +

+  (%-! ß— l) a* -1 +  \-\k)

и приведенія къ общему знаменателю лѣвыя части этихъ уравненій 
примутъ видъ слѣдующихъ двучленовъ:

множители при Offc i и Qcfc въ этихъ выраженіяхъ суть разложенія по 
элементамъ Tc — 1-ой и ft-ой строки миноровъ M(J) и M(JL1) детерми
нанта A(s)s=ß.

Ho всѣ первые миноры по доказанному равны нулю; поэтому по- 
слѣднія два уравненія выполняются тождественно сами собой при 
произвольныхъ значеніяхъ множителей Offc 2 и oefc.

Послѣ подробнаго изложенія способа нахожденія системы гармони- 
зируюшихъ множителей, соотвѣтствующихъ двойному корню детерми
нанта A'fs), рѣшеніе подобной же задачи для случая трехкратнаго 
корня ясно само собой. Такъ какъ трехкратный корень детерминанта 
A7 (s).есть въ тоже время корень всѣхъ вт оры хъ  миноровъ его, то для 
опредѣленія множителей of слѣдуетъ изъ к уравненій, которымъ

/

К  і8- bA  аі +  K e E bA  «а + • • • +. Ukk з аіс-2
+ E - bIckff 1 +  и кк$—ьк]с) и1: =  о

(G)

і—к—1 i=Jc— I

+



должны удовлетворять эти множители, выбрать только к—3 уравненія. 
Выборъ этихъ уравненій долженъ быть сдѣланъ такъ, чтобы съ ихъ 
помощью могли быть опредѣлены к—3 множителя а въ функціи трехъ 
остальныхъ, которые сами остаются совершенно произвольными. Такъ 
же, какъ это мы дѣлали выше, и въ данномъ случаѣ мы можемъ убѣ- 
диться въ томъ, что найденная система множителей, среди которыхъ 
три совершенно произвольны, удовлетворите послѣднимъ тремъ уравне- 
ніямъ системы, которыя остались безъ употребленія при нахожденіи 
множителей а.

Принимая съ соотвѣтствующими измѣненіями тотъ же пріемъ опре- 
дѣленія множителей ос къ случаю, когда дискриминанте A' (s) имѣетъ 
^.-кратный корень, мы найдемъ, что въ этомъ случаѣ изъ к множите
лей ос останутся совершенно произвольными р. множителей, и только 
к—[х множителей будутъ вполнѣ опредѣленными линейными функціями 
отъ первыхъ jx.

Уравненія гармоническаго типа, соотвѣтствую щ ія кратнымъ корнямъ 
дискриминанта A(s).

Особенности рѣшенія, обусловленный существованіемъ кратнаго 
корня у детерминанта A' (s), можно замѣтить на простѣйшемъ изъ
случаевъ, когда упомянутый детерминанте имѣетъ одинъ двукратный
корень.

Какъ только что было указано, гармонизирующіе множители, со- 
отвѣтствующіе двукратному корню s =  имѣютъ видъ:

V =  f t ,  + f f  •Ч  ( і  =  1 . 2 . 3 ,  - . .  к  -  2 ) ,

гдѣ ради краткости положено

,<„ _  M С 7 1 :)  „  м  _  м  C - ,  V )
'*-> м ( ; ; г ‘) '*  ■

Съ ихъ помощью сумма
і = к  S

У a . Q =  U0г % р

пріобрѣтаетъ слѣдующій видъ:

І = 1
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гд ѣ  д л я  к р атк о сти  полож ено:
г=Jc—2 і—к—2

U f  =  2 G 1 ° . '  +  Q « “  Ѵ' Г ‘ -  І + Л ,  +  0 . - , .
*=1 »=1

Д и ф ф ер ен ц іал ьн о е  ѵ равн ен іе
J 2 U 3
+  +  [JUfl= O ,

п ослѣ  в ы н есен ія  за  скобку  м н ож и тел ей  а  и ак п р и в е д ет ся  к ъ  виду:

(J2U ^ -G  , ( J 2 U W
I + —  +  P и Г І  +  P U f j  = 0 ;

а  в ъ  виду полной п рои зво л ьн ости  э ти х ъ  м н ож и тел ей  т а к о е  у р ав н ен іе  
р авн о си л ьн о  двум ъ отдѣ льн ы м ъ уравн ен іям ъ :

К-1) r«_n J 2 и%KW +  ß Uß =  о  и  R  - +  р U ßK =  0 .
I

И зъ  сп особ а  образования вы р аж ен ій  U j+ -  и  U j*0  ясно , что оба 
они  су ть  т а к ія  ж е  л и н е й н ы я  и однородны я ф ун к ц іи  н езави си м ы хъ  
к о о р д и н атъ , к а к ъ  и, р азсм о тр ѣ н н ы я  нам и вы ш е, ф ун к ц іи  U fc, соо твѣ т- 
ств у ю щ ія  одн ократн ы м ъ  к о р н ям ъ  д и ск ри м и н ан та  A '(s ) .

Р а с п р о с т р а н я я  точку  зр ѣ н ія , разви тую  нами на с т р а н и ц !  (2 8 ) в ъ  
отн о ш ен іи  к ъ  полином ам ъ U fc, т а к ж е  и н а  полиномы  U j c - и U j0 , мы 
п р и дем ъ  к ъ  заклю чен ію , что, при  с у щ е с т в о в а л и  д в у к р атн аго  к о р н я  
д и ск р и м и н ан та  A (s), д вѣ  к в ад р ати ч н ы я  одн ородн ы я ф ун к ц іи  2 Q и 
(2  V —  2 V0) м огутъ  бы ть составлеп ы  к а ж д а я  и зъ  одн и х ъ  и т ѣ х ъ  ж е  Jc 
л и н е й н ы х ъ  ф ун кц ій  о тъ  н езави си м ы х ъ  к о о р д и н атъ

Е сли  бы сред и  к о р н ей  д и ск р и м и н ан та  A ' (s) о к а за л с я  не д в у к р а т 
ны й, а  к ак о й  либо р — к р атн ы й  к о р ен ь  =  X, то  н а  о сн о ван іи  сообра- 
ж ен ій , и зл ож ен н ы х ъ  въ  п р ед ъ и д ущ ем ъ  п а р а г р а ф ! ,  гар м он и зи ру ю щ іе  
м н ож и тели  а , соо твѣ тствую щ іе  этому случаю , им ѣли бы видъ:

TC =  А - іл + і  TC;—и. —1 +  A - L .+ 2 ТС-іх+ 2+  • • • +  / L - I  T C -I +  f / aK ’

гд ѣ  і = 1 ,2 ,  3 , . . .  к — (а, и гд ѣ  в сѣ  (б =  0 , 1 , 2 , 3 , . . .  р. — 1 ) суть
ф ун к ц іи  к, а и ал о ги ч н ы я  по составу  съ  ZwL и Ск’

М ногочленъ  Ufc, о бр азован н ы й  с ъ  помощ ью  м н ож и тел ей  а  и зъ  
Q n  Q 2. •• • Q te,б у д етъ  со д ер ж ать , к а к ъ  это н е  трудно ви д ѣ ть , р. про-

J 2 Uj1
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и зво л ьн ы х ъ  п о сто я н н ы х ъ  %K_e (е =  0 , 1 , 2 , . .  [х — 1 ) и б у д етъ  имѣтьи 
ви дъ :

uA= R-Jj.+//++I Ql + /++1 Q2 + > • •+ /++I Qk-I1+ Qk-(x+i)
+  ак _ [1+2 ( / + + 2  Ql +  / + + 2  Qs+ -  • +  / + + 2  Qk- I1+  Qk- и /

+  • • • - • ................................................................................................

+  ак_ і ( /0I i  Q i + / +  Qs+- • • + / + Y  Qk-I1 +  QK- i )

+  R  ( /* } Q i + / ?  Q2 + • • • + /I*~ ^  Qk-U. +  Q J

ИЛИ

+ = 0W + !

r = K —(X

R i A - H  Qr+ Q „.
и г—I

Ш+1

+  а*—̂ +2

г=к—J1

^ / + + г  q Z '!х+2

+  • • • • +  a K - I

L г = 1

T=K—[X

S d l 1 Q , +  Q _ ,
г= I

T = K - (X

2 + 4 + « ,—
Г=1

В водя д л я  м н ого ч лен ов®  зак л ю ч ен н ы хъ  в ъ  ч еты р ех у го л ь н ы я  скобки , 
с ок р ащ ен н ы й  о б о з н а іе н ія  с ъ  помощ ью  буквы  U съ  двум я индексам и , 
и з ъ  к о т о р ы х ъ  о д и н ъ  у к а зы в а ет ъ  н а  к о р ен ь  X, д р у го й — н а  п р о и зво л ь 
ны й м н ож и тел ь  а с ъ  соо твѣ тствую щ и м ъ  у к азател ем ®  мы н ап и ш ем ъ  
м н ого ч л ен ъ  Ux п о д ъ  видомъ:

TJ —а тт(К—a+ 1) I тт(к—(*+2)i_ і а TjCK-Drct и(к).
А к—М.+1 X и к—U.+2 А а - - • - ® ак - 1 и А и" к и А »

в ъ  то ж е  врем я  м н огочлен ъ  Vx б у д етъ  р а в е н ъ  XUx, а  д и ф е р ен ц іа л ь н о е  
у р ав н ен іе

d2 U,
•  + % + * + =  °

при  э т и х ъ  о б о зн а ч е н ія х ъ  м о ж етъ  бы ть н ап и сан о  п о д ъ  слѣдую щ им ъ 
видом ъ:

id?U+ + 1) / 1 (̂ и + + 2) , л
+  XU>* ~  +  XUa"

frf2 T j(K -I)

+  • • • +  W  { + +  +  X и АК_1)| +  “*{ W  +  1 и > І  =  0
э 2и +
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Въ виду произвольности множителей а это уравненіе распадается 
на р. отдѣльныхъ дифференціальныхъ уравненій вида:

(р  и  («—iA+U
+  +  X U W 1 1 + ' 0  =  0 0 ,1 ,2 ,3 , . . . .  ja -  1).

Къ зависимым+ перемѣннымъ этихъ дифференціальныхъ уравненій
н-+»‘) (г =  0, 1,2, 3 ,  [а— 1) примѣнимы вполнѣ всѣ тѣ замѣча-

нія, которыя выше были сдѣланы относительно аналогичных+ имъ вы- 
раженій UI*- 0  и UfV (стр. 44).

Число такихъ перемѣнныхъ u W I1+'° всегда равно числу, выража- 
ющему кратность корня X, и всѣ эти перемѣнныя линейно независимы 
другъ отъ друга, такъ какъ при совершенно произвольныхъ множите-
ЛЯХЪ Ѵ - и - і ’ *к-г+ 2 > -- - - aK-V aK сУмма

У  а  -  U - W 1 1 + ' 0  =  U 3  К—JJ-Wf А А
е=1

не обращается въ нуль.

Н ахож деніе  полиномовъ вида U W 11+'0 съ  пом ощ ью  преобразовакія  
ква д р а тичн ы хъ  формъ 2 Q и 2 Ѵ  —  2 V0.

Такъ какъ по предъидущему параграфу каждому кратному корню 
X дискриминанта Д (s) соотвѣтствуетъ система независимых+ другъ отъ 
друга полиномовъ u W !1+?0 въ числѣ равном+ показателю кратности 
разсматриваемаго корня X, то легко прійти къ заключенію, что, како
вы бы ни были корни уравненія A(s) =  0 и ихъ кратность, всегда 
возможно найти к различныхъ полиномовъ вида Ufc и UjW 1H + , и изъ 
квадратов+ этихъ полиномовъ составить обѣ квадратичныя фучкціи 
2 Q и 2 V — 2 V0.

Мы подтвердим+ этотъ вывод+, полученный какъ слѣдствіе нашего 
способа комбинированія уравненій, непосредственным+ преобразованіемъ 
квадрачичныхъ формъ, съ помощью котораго сейчасъ же опредѣлятся 
и полиномы

He желая безъ надобности удлиннять формулъ, мы можемъ пред
положить, что дискриминант+ A(s кромѣ однократных+ корней
S =  Si (і =  1,2,3,...г), имѣетъ еще корни X и X1 кратностей р. и [A1,
и вести преобразованіе для этого случая, такъ какъ присутствіе боль- 
шаго числа кратных+ корней не вносит+ существенных+ измѣненій
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въ процессъ преобразованія. Въ предполагаемо»™ преобразованіи мы 
примемъ за исходныя выраженія для 2 Q и 2 V — 2 V0, получаемыя съ 
помощью теоремы JEuler а,которыя имѣютъ видъ:

е=к е=к

2Q =  2 ° ' +  и 2 Ѵ - 2 Ѵ 0= 2 ѴС̂
с =1 е=1

тдѣ qc по формул! (gß) на страниц! (35) равенъ.

•'=КМ 
V  _ + ф .

JmmД (S) J
J =  I

Прежде чѣмъ приступить къ дальнѣйшимъ преобразованіямъ квадра
тичныхъ формъ, мы замѣтимъ, что при нашихъ предположеніяхъ отно

сительно состава детерминанта A(s) дробь щ ,  входящая въ выраже- 
ніе для qe,допускаетъ сокращеніе на произведеніе ( s - - X f -1.(S-X 1)"'1-1,
такъ какъ кратные корни детерминанта A (s) являются кратными кор
нями всѣхъ первыхъ его миноровъ, при чемъ кратность ихъ въ этихъ 
минорахъ уменьшается на единицу.

Обозначая
М,/

(S - 1Js -  X + 1-1
черезъ Nfc,,

___________ A (S)_______ _

(s - A f - - 1+ - X 1+ - 1 

— черезъ o(s), мы получимъ для qr выраженіе:

J = K

,  =  V-U ф  .
— 8(s) 7 
J= 1

Въ виду полной независимости перемѣныхъ qe отъ произвольнаго 
множителя s, qe можетъ быть приравнено только тому члену суммы

V +  ф 
Z  8(s) 1I '
J= I

который свободенъ отъ множителя s, т. е. содержитъ s въ нулевой 
степени; коэффиціенты же при всѣхъ другихъ степеняхъ s, кромѣ ну



левой, должны обращаться въ нуль. Это требованіе приводитъ насъ 
къ безконечному ряду равенствъ, изъ котораго мы выпишемъ здѣсь. 
только первыхъ два:

и Ѵ ® Ф І  = 0  (s>qe -  L  [Ь(S) Ф4 °  (S) J Js-I w
j =  I  I  

гдѣ скобки съ приписанными внизу S0 и S“ 1 обозначают+ символически

(*)коэффиціенты при S0 и s _1 въ разложеніи дроби -W r-  по нисходя
щим+ степеням+ s.

Изъ того, что степень N - относительно s только на единицу нижь 
степени 8 (s), а Ф ■ =  s Q ■ — V-, слѣдуетъ, что въ разложеніи наивысши-

J J J
ми членами будутъ члены съ нулевой степенью s, получаемые отъ дѣ- 
ленія высшихъ членов+ произведеній N -Ф-, т. е. S N 1Q7, на 8(s);tJ J J
другими словами qc можетъ быть выражен+ такъ:

J-K J=K
- Y f V b l  Y j iV Q j J _ у [ Ѵ ? Л  - Y f V l  п

7е Z. I S (S )Js- Z  [ 8(s) Js- Z  L s (si Is-. [s(s)Js-i . ' ‘

ИЛИ

HO

j=  I j=  I j=  I j=  I

Точно также вторая изъ формулъ (s) даетъ:

J = K  хт J = K  лт ^  J = K

у Г Ѵ Ь і  у  Г sN 0 °Д  у  I n O vjJ
Z  [ 8 (s) Js-I Z  [ 8 (s) Js-I Z  [ 8 (s) Js-I
ö=\ о=іJ=I  

J=K _ J=K лт 17
Y  Г s W i J Y  f ej i I •
Z [  8(s) Js-I Z  L 8(s) Js—i’

J=IJ=I

у  \ ! Ъ & ]  J y \ + + \
Z  L 8 (s) Js-I Z  I 6 (S) Js-2 ’
7=1 I

J=K . T J=K
у  [ у  j ]  _  у  Г
Z  [ 8 (S) Js-I- Z  L 8 (S) \s-S 

j= I I

а потому

или



Пользуясь выведенными формулами, мы придадимъ квадратичнымъ 
формамъ 2 Q  и 2 V  — 2 V0 слѣдующій видъ:

/9— V  р  «■ ■■■ JC 4I «—  /JC

. Q  =  2 < U  =  2* е=1 е=1 j= l
е = к  e=Kj—K j=Kß=K

2 V - 2 V , =  ^ V t4 e  =  I  2 [ ^ U y « = 2  2 Й / л %
е= 1  ч e = l  J = I  j ' = l e = l

e=Kj=K

= 2  2 У + +
e=1 j =  1

Коэффиціенты приведенныхъ квадратичныхъ формъ

N „ , i  г N -

_ + 9 ______

[ + 1  й Г + 1
LS(S)Js-I L5(S) Js-2

могутъ быть вычислены на основаніи слѣдующихъ соображеній: такъ 
какъ J j 0 есть правильная дробь, знаменатель которой 8(s) имѣетъ 
только однократные корни. S1, s2, S3, . Si,X и X1, то

N Ж  ,=г A(W) д('М д (7ч) *—-*+“ д(і)
jnZ 6U  у  А6І %  a Q _  у
8 (s) д а S -S -  s— X s—X1 да S -S i ^

г =  I і =  1

гдѣ X и X1 включены въ общій счетъ корней Si .

aSВынеся въ знаменателѣ частной дроби множитель s за скоб-
s Si

ку. мы будетъ имѣть:

т  « и

S— S( l - т )
или

А+
W  =  А?  S_1 +  a S  R s~2 +  А$  Si2 S -8 + ; 

суммируя частныя дроби по индексу і отъ г =  1 до г = і+ 2 ,  найдемъ:
г=г+2 /л 4=4-{- 2 4 = 4 + 2

2  W -  2  2  А < + ,+ ........
4=  I  ̂ г = 1  4=1



5 0

Изъ этого разложенія ясно, что
г=г+2

И
Nei(S)
S(S)

NYs)

S(s)

*=*+2 

2  тс-=  Y  А®?-1 
г̂ — I  і =  1

Пользуясь полученными значеніями коеффиціентовъ

N

S(s)'

(fr>

f-1 S(s)

мы наиишемъ квадратичныя формы 2Q и 2V— 2Ѵ0 подъ слѣдующимъ 
видомъ:

е = к  j = K  г — г + 2

2 Q = 2  2  -  ^ 4 %
е=1 J=I г—■ 1 
в—к j  = к  і = г - 4-2

2 Ѵ ~ 2 Ѵ „ = 2  V  J
e = l  j = l  г— I

Переставивъ суммированіе по г на послѣднее мѣсто, мы придадим! 
этимъ формуламъ слѣдующій видъ:

*=»-)-2 (в=к j = K  1 *=г+2

=  2 ” .
г=12Q = Z Z 2  aS^q-

г—I Iec=I J=I
г = г + 2  /J= N  J= N

2 Ѵ - 2 Ѵ 0 =  2 »,- 2

г=г4"2

2
г=1г=1 Ve=I J=I

I
гдѣ черезъ Pi обозначены квадратичныя формы

■ е=к J=K

Р/ = 2  I k N e Qj ,
е=1 J=I

въ которыхъ коэффиціенты Aj0 могутъ быть при желаніи замѣнеіш 
ихъ зваченіями по извѣстнымъ формуламъ

Пользуясь формулой
( л ) « ;

S(S)
A ( S )

( s - X f - 1 (s -X jf* -1
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•связывающей § (s) съ A (s), мы найдемъ съ помощью логариѳмическаго 
дифференцированія слѣдующую связь между производными ихъ:

I db 1 dA p.—I Jx1— I
ö (s)  d s  A (s) d s  s  —  X s —-X1 ’

или

db b (s) dA 8(s) . ..8 (e )
-таг- —  (JA—  I)   S- —  (JA1 —  I)ds  A(s) ds s — X S -X 1 ^

dA(s)_  {(jx— I ) (S -X 1)-U(JX1- I ) (s— X)} r i ( s - s . )
(S -X W (S -X 1)^ -1 ds
Изъ этого соотношенія между производными, при подстановкѣ вмѣ- 

сто s одного изъ корней Sp находимъ:

Ш )  . /ЙД\ ______ _ J _ _______
\d sjS=Si \ds  Js=Si(s.—Xy- 1Jsj-—X1)1*1 1 ’

такъ какъ второй членъ правой части въ формул+ (П) для всякаго 
одьократнаго корня s4- ( i=  1, 2, 3 , . . .  Л) обращается тождественно въ 
нуль. Если мы воспользуемся послѣднимъ соотношеніемъ между

( г )  »  ( т )\ d  S f s=Si  \ d s  J s= si

для вычисленія коеффиціентовъ A^1 то получимъ

N g ( S i) (S 1- I ) 1- 1 ( S - I i ) 1- - 1 M t f  (Si )

j  ~~ I clE  ~  ( dA
I d s  Js=Si I d s /  S=Si

Это равенство, имѣющее мѣсто при всѣхъ і отъ 1 до г, показы
ваетъ, что коеффиціенты A^ по своему строенію тождественны съ 
съ соотвѣтствующими коеффиціентами, найденными нами выше для 
случая, когда детерминантъ A(s) имѣлъ только одни простые корни Si, 
Поэтому всѣ квадратичныя формы Р? (г =  1, 2, 3 , . . .  г) будутъ по строенію 
тождественны съ выше найденными выраженіями оь2.

Ho при і =  і +  1 и і — і +  2 формула (D) не имѣетъ мѣста, такъ
і

какъ n ( s —s ) при s =  X h S =  X1 въ формул* (П) не обращ ается въ 
1 г

нуль; такимъ образомъ полиномы P ^ 1 и P ^ 2 > соотвѣтствующіе крат- 
нымъ корнямъ X и X1 детерминанта A(s), оставаясь квадратичными и 
однородными функціями отъ Qf, а сл*доьательно и отъ qi7 въ своемъ
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строеніи все же нѣсколько уклоняются отъ общаго типа полиномовъ 
Pi или Это отличіе полиномовъ Pi^ 1 и Pi^ 2 оі® всѣхъ другихъ 
полиномовъ Pi D =  1, 2, 3 , . . .  і)состоитъ въ томъ, что первые два по
линома не суть точные квадраты, а только могутъ быть разложены на 
квадраты линейныхъ однородныхъ выраженій. Полная аналогія между 
выраженіями Pi^ 1 и Pi^ 2 позволяетъ ограничиться преобразованіемъ 
только одного изъ этихъ выраженій.

Выбравъ первое изъ этихъ выраженій
е=к J=K

® . = 2
е=1 J= 1

мы установимъ предварительно одно свойство коэффиціентовъ этого 
вырашенія a A i*, состоящее въ томъ, что опредѣлитель этой формы 
и всѣ миноры его отъ 1-го до к — [х— 1-го порядка, которые будутъ 
обозначаться здѣсь соотвѣтственно символами

А /+ 1) А < Г " К—1 AW-*) [Х+1

обращаются тождественно въ нуль. На основаніи связи между мино
рами, порядки которыхъ отличаются на единицу, доказательство этого 
свойства можетъ быть сведено къ доказательству обращенія -въ нуль 
однихъ только миноровъ к — [х — 1-го порядка, такъ какъ обращеніе 
въ нуль всѣхъ этихъ миноровъ влечетъ за собой обращеніе въ нуль 
всѣхъ другихъ миноровъ и наконецъ самаго опредѣлителя К.

Желая доказать вышеупомянутое свойство относительно одного изъ 
миноровъ (наприм. діагональнаго) к — [х— і-го порядка, мы будемъ 
разсматривать этотъ миноръ, какъ результате подстановки корня S=X 
въ опредѣлитель fx-j-1-го порядка

гдѣ

K j=

[А+1

Nei(S)

Э8 
d s

=  I A u  АИ "22 '9+1 9+1

M e i (S )

db 
d s ( S - X f - 1D -X 1F —1

А ■
Послѣ подстановки этихъ значеній 

принимаетъ слѣдующій видъ:

I d  9 + 1 ) ,

вмѣсто А -, опредѣлитель

ej F + 1 \ d s
IN -IeJ|9+l

Mej (J.+1 *
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Ho опредѣлитель Mej- составленный изъ первыхъ миноровъ
другого опредѣлителя Д (s), дѣлится на jx-ю степень этого послѣдняго, 
и потому можетъ быть замѣненъ произведеніемъ Att (s). F (s), которое, 
нослѣ подстановки вмѣсто Д (s), произведенія G (s). (s — ft)"' (s — ft])"'1» 
превращается въ

A"' .F (s) =  F (s ) .G % s)(s -f tf2(5~X1F 1.

Внося послѣднее выраженіе въ формулу, выражающую | Xe- 
сокращая, мы найдемъ окончательную формулу

tt+P и

,+ !  =  F й .  GW(S)
d 8\ —(tt+ 1)

изъ которой видно, что подстановка обрашаетъ этотъ опредѣ-
литель въ нуль. Примѣняя тотъ же самый пріемъ преобразованія къ 
какому нибудь другому минору того же порядка, мы нашли бы, что и 
этотъ миноръ содержитъ множитель s— и обращается въ нуль при 
подстановкѣ корня S =  X; но въ опредѣлитель р-го порядка изъ тѣхъ 
же самыхъ коеффиціентовъ Agj- множитель s — к входитъ уже только 
въ нулевой степени; поэтому миноры порядка к— р являются первы
ми минорами, не обращающимися въ нуль при S =  X.

Основываясь на доказанномъ свойств! коэффиціентовъ A0TC1), ко-
tJ

торые для указанія ихъ связи съ кратнымъ корнемъ ft мы будемъ 
изображать символъ ft̂ -, можно преобразовать полиномъ P ^ 1 къ виду 
суммы (х квадратовъ.

Мы совершимъ это преобразованіе наиболѣе краткимъ путемъ, если 
продѣлаемъ операцію, описанную нами выше (на стр. 19), надъ опре- 
дѣлителемъ

0 P =

1̂1» 1̂2» 
2̂ Ь 2̂2»

43»
2̂3?

к31> л32л /ѵ33’

fti - TU

'tt’

I
^2

\.2> Kfi> TU
7U], TU2l TT3r . . . .  TUfx, P/_|_i

который получается окаймленіемъ опредѣлителя

1̂1» 2̂2» 3̂3»+ • • * ^tttt
д ^ +tt)

элементами тт., гдѣ тс. есть половина производной
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1 fePi + l
2 {) qг  — V  Qi +  lp  Q2  +  V3 Q3  +  •■■•+ Qk ■

Н азы в а я  п ервы е миноры о п р е д ѣ л и т е л я  Ѳ , соо твѣ тствую щ іе  эл е -[X
м ен там ъ  его  и тиа со о тв ѣ тств ен н о  ч е р е зъ  и H j , а  второй
н о р ъ  его , соотвѣтстБ ую щ ій  элем ен там ъ  X и P x i , т.  е.[J-JX 2-f-L
ч е р е зъ  X р  мы будем ъ им ѣть слѣдую щ ую  формулу:

A g+ »

ми-

[х—1

ѳ . V r н ,  
н , ’ V [Х-1>

или, по со к р ащ ен іи  н а  Ѳ , находим ъ:

=  V [X— 1-

Р а з л а г а я  о п ред ѣ л и тел ь , с то ящ ій  в ъ  лѣ вой  части  это го  р а в е н с т в а , 
мы будем ъ и м ѣ ть слѣдую щ ую  формулу:

(1-1»

котор ой  мы п ри дади м ъ  бо л ѣ е  сим м етричны й ви дъ , р а зд ѣ л и в ъ  об ѣ  ч а 
с ти  р а в е н с т в а  н а  п р о и з в е д е т е I 1 , ; то гд а  п о лу ч и тся  у равп ен іе :Ir 1

(Q)
ѳU- — I 1V ѳг- ѳ|Х—I ѳ

Iia- 1 IfX-I X I и л и  ! Х |  ,IfX I IfX-I X + н , 2
X .IX  .[X I IfX-I

З а м ѣ ти в ъ , что в ъ  силу о п ред ѣ л ен ій :
I Х|і =  X11,  Ѳ 0 =  Р -+ 1 , H 1 =  Tc1 и Q 1 =  Xn P t̂ 1 - T C 12,

и что съ  другой  стороны , по ф орм ул+  (Q ) при  [A =  I

Q , = ■и Н ,!
IXI0 1+1

мы н аходи м ъ  и зъ  у р а в н ен ія  двухъ  в ы р аж ен ій  д л я  Q 1, что | X |0 =  1 

С уммируя т е п е р ь  р ав е н с тв а  (Q ) о т ъ  [а =  1 до [а =  [а, н ай дем ъ
Ia=Ja ft Ia=Ia й Ia=Ia н  5
V  u Ia- I  \  V  I У ____%
W I XIh—i L t 7I1[X=I [X=I1 [X=I1

IXI . XI Iia fX-1

П о со к р ащ ен іи  общ и хъ  слагаем ы хъ  в ъ  сум м ахъ



5 5

9 = 9  9 = 9

Z n  “P=J l̂ 1 9=1 Ь
получимъ:

Ѳ ,

9 = 1  

^  H 2
' U v  “

IXI +  Z l X  X

или
Ѳ

V i I VI  - И А
г +

[Л=Г

Ij-=Ia
У

U = I1

U - I

h Z
X XIj- |Л— 1

Ho на основаніи доказаннаго выиіе свойства коеффиціентовъ U  не 
трудно доказатъ, что опредѣлитель обращается въ нуль. Въ са
момъ дѣлѣ, разложивъ элементы послѣдней колонны, мы получимъ 
изъ опредѣлителя Ѳа к опредѣлителей Ѳ ? ( г =  I, 2, 3 ,----к), отли
чающихся другъ отъ друга и отъ опредѣлителя Ѳ только элемен
тами послѣдней колонны. Какой нибудь изъ этихъ опредѣлителей:

V b р*
'

го • • •  R tl> Re  Q 7 V b • • • R h.* R 7

Ѵ ь Ѵ ‘2» • • • % R 7 Q 7 V b • • • Ri1- R

— = - Q 7
X j 

А *
. . .  X ,

99’ К г  Q 7 Х ьIj- К 2’ ' - '  R 9’ ^jl7

Wi, ^2) ъ -  Qг А , A i . . .  Trjt, TCi

при всякомъ і обращается въ нуль.
Дѣйствительно, пока индексъ і + щ  опредѣлители, состоящіе мно

жителями при Qi, обращаются въ нуль, какъ опредѣлители съ двумя 
одинаковыми колоннами; когда же индексъ і сдѣлается больше р., то 
опредѣлитель, стоящій множителемъ при Qi (послѣ умноженія гори
зонталей его послѣдовательно на Qb Q2, Q3,...Q jj и вычитанія изъ по- 
слѣдней) преобразуется къ виду:

R i i A12i ••• R a -К R 7

R n

ЛCM RlOJ R 7

X , А о • • • . А , X .
9 99’ {хг

j —k J=к J=Ti

I 1N i - Ъ
J= 9+1 J = I j- + ! J = I j- + ! J=9 +  l

• О.
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этотъ же опредѣлитель, разложенный по элементамъ послѣдней стро
ки, приводится къ суммѣ членовъ вида:

Qj -

X11 X12 • X1.1I
^21 X22. • • • Xo¥ X2 .

V X о .  !».2 . . .  X X .

V Xj2 . • • • L
въ которыхъ множители при Q- суть опредѣлители [x +  1-го порядкаJ
изъ коеффиціентовъ X-, по условію равные нулю.

Обращеніе въ нуль всѣхъ а слѣдовательно и Ѳ„, приводитъ по-Г г
линомъ Ру+1 къ виду суммы р квадратовъ:

[А=[А

L+1
Я  2

=  X f I t  ' [X—1

Повторивъ тѣ же самые пріемы преобразованія въ приложеніи къ 
полиному Рг-_р2 > соотвѣтствующему кратному корню X1, мы нашли бы, 
что этотъ полиномъ можетъ быть разложенъ на сумму [X1 квадратовъ 
выраженій линейныхъ относительно Qi, а слѣдовательно и относи
тельно Qi.

Такъ какъ квадратичныя формы 2Q и 2 V — 2 V0 обѣ суть опре- 
дѣленныя (definitae) положительныя формы, то всѣ слагаемыя вида

а —1

могутъ быть только положительными величинами; иначе говоря, ли
нейные относительно Qy (или относительно многочлены

H

г о и 7 + ,

будутъ многочленами съ вещественными коеффиціентами. Тѣмъ же 
свойствомъ, очевидно, обладаютъ и многочлены вида

H

1/1Ч I Ih- , 
относящіеся къ другому кратному корню X1.
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Слѣдуетъ здѣсь же отмѣтить еще одно важное свойство только что 
упомяиутыхъ многочленовъ, состоящее въ томъ, что, какъ между мно
гочленами

н ,  _

/ I F H xV ,  ’
относящимся къ одному и тому же кратному корню, такъ и между 
многочленами, относящимися къ различнымъ (простымъ или кратнымъ) 
корнямъ, не существуетъ линейной зависимости. Чтобы убѣдитьея въ 
существованіи этого свойства, достаточно замѣтить, что существова- 
ніе линейной зависимости между какими нибудь двумя (или болѣе) 
многочленами вышеуказаннаго типа даетъ возможность соединить въ 
одинъ членъ квадраты двухъ линейно зависимыхъ многочленовъ, вхо
дящихъ въ квадратичныя формы, и такимъ образомъ представить эти 
формы въ видѣ суммы квадратовъ линейно независимыхъ другъ отъ 
друга многочленовъ въ числѣ меньшимъ числа к.

Ho въ такомъ случаѣ для обращѳнія въ нуль формъ 2 Q и 
2 V — 2 V0, которое должно происходить только при значеніяхъ

=  q2 =  qs =  . . .  =  qk =  0,

было бы достаточно приравнять нулю независимые другъ оть друга 
многочлены; это привело бы къ сиетемѣ линейныхъ уравненій съ чи
сломъ неремѣнныхъ q{ болыпимъ, чѣмъ число уравненій, т. е. къ уста
новлен™ функциональной зависимости между независимыми другъ отъ 
друга координатами q-4 невозможность чего непосредственно очевидна. 

Изъ всего сказаннаго относительно многочленовъ вида
H u

z / v ,
легко заключить, что эти многочлены обладаютъ тѣми же самыми свой
ствами, какими обладаютъ опредѣленные выше (стр. 45) многочлены
ц(й_[Л  +  Г)

А ' »

Интегрированіе уравнений Lagrange ’a, когда дискриминантъ A(s) 
имѣетъ какъ простые такъ и кратные корни.

Держась относительно корней дискриминанта A(s), сдѣланныхъ 
выше (стр. 46), довольно общихъ предположеній, мы получимъ изъ 
основныхъ уравненій Lagrange’a три группы дифференпіальныхъ урав- 
неній. Первую группу составятъ уравненія, связанныя съ однократ
ными корнями дискриминанта A(s), вторую и третью группы—уравне-



нія, связанныя съ кратными корнями X и X1 того же дискриминанта. 
Способъ образованія уравненій каждой изъ этихъ группъ опиеанъ 
подробно выше на стр. 44; тамъ же было замѣчено, что зависимыя 
перемѣнныя этихъ уравненій Ufc и и^~~|Л" ^  представляютъ независи- 
мыя другъ отъ друга линейныя функціи параметровъ q..

Ради удобства можно ввести для всѣхъ подобныхъ многочленовъ 
одну общую нумерацію и считать, что символъ Ufc обозначаетъ мно
гочлены, относящіеся къ однократнымъ корнямъ дискриминанта, пока
J i -  1 ,2 ,3  і\ затѣмъ тотъ же символъ Ufc обозначаетъ многочлены,
относящіеся къ кратному корню X при h =  і +  I , г -f- 2, г +  3 ,. . .  і +  jx, 
и къ кратному корню X1 при h=i + [L-f-1, і+[Х“Г 2, ^+[^+3,

Такъ какъ (при этомъ новомъ условіи) общее число многочленовъ 
Ufc всегда равно числу Jcf т. е. числу независимыхъ параметровъ q( 
системы, то, при независимости ихъ другъ отъ друга, они могутъ 
быть приняты за новыя координаты системы, которыя носятъ названіе 
нормалъныхъ или главныхъ координатъ системы Отличительной осо
бенностью этихъ координатъ служитъ то, что они являются интегра
лами дифференціальныхъ уравненій гармоническаго типа

+SfcUfc- O 1

и по этой причин+ иногда называются также гармоническими коорди
натами.

Общій интегралъ подобнаго рода дифференціальныхъ уравненій 
уже былъ приведенъ нами выше (формула ( ) на стр. 27).

Къ сказанному тамъ полезно присоединить дополнительныя замѣ- 
чанія. На основаніи соображеній, изложенныхъ на стр. 25 и выше, 
всѣ корни Sh дискриминанта А($) или A'(s) будутъ положительны, 
если форма 2 V — 2 V0 есть опредѣленная положительная форма, т. е. 
если положеніе равновѣсія, около котораго колеблется система, есть 
положеніе равновѣсія устойчиваго.

Въ этомъ случаѣ правую часть уравненія (к) можно преобразовать 
съ помощью формулъ Euler'а къ виду:

(k') U fc =  E fc sin (nh*+  Sfc),

гдѣ Efc и efc суть произвольный постоянный, имѣющія механическій 
смыслъ; Efc есть такъ называемая амплитуда, a Sfc—начальная фаза 
колебанія съ періодомъ

2 тс 2 тт
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Каждому однократному корню sfc (ft = 1 ,  2, 3, . . . .г )  соотвѣтствуетъ 
одна гармоническая координата Vh съ опредѣленнымъ періодомъ, ам
плитудой и начальной фазой; съ каждымъ изъ кратныхъ корней X и X1 
связано по стольку гармоническихъ координатъ Ufc, сколько единицъ 
содержится въ показателяхъ ихъ кратности.

Всѣ гармоническія координаты* связанный съ однимъ и тѣмъ же 
кратнымъ корнемъ X (или X1), имѣютъ одинъ и тотъ же періодъ

но амплитуды и начальный фазы ихъ могутъ измѣняться отъ одной 
координаты къ другой. Причина этого явленія лежитъ въ томъ оче- 
видномъ обстоятельствѣ, что періодическое время (какъ это видно изъ 
формулы (T)) зависитъ отъ корней дискриминанта A(s), которые въ 
свою очередь являются функціями коеффиціентовъ квадратичныхъ 
формъ 2 Q и 2 V -~ 2V0, представляющихъ кинетическую и потенціаль- 
ную энергію колеблющейся системы. Разнообразіе начальныхъ обсто- 
ятельствъ движенія, т. е. начальныхъ перемѣщеній и начальныхъ ско
ростей различныхъ точекъ системы, нисколько не вліяя на періоды 
гармоническихѣ координатъ, отражается всецѣло только на ихъ на
чальныхъ фазахъ и амплитудахъ.

В ы раженія для независим ы хъ координатъ колеблющейся системы и 
ихъ  производны хъ.

Независимый координаты системы q- находятся простымъ разрѣ- 
шеніемъ относительно этихъ перемѣнныхъ системы уравнений (А') 
на стр. 58.

Въ силу линейной независимости многочленовъ Ufc такое разрѣше- 
ніе всегда возможно и приводитъ къ слѣдующимъ выраженіямъ .для qi:

It=Ic

TC: =  2  0 C  E h s in  U h t  +  Sfc) (• .=  1, 2, 3
Ti= I

гдѣ Cfc0 представляетъ дробь, знаменатель которой есть опредѣлитель 
изъ коеффиціентовъ лѣвыхъ частей уравненій (А;'), а числитель —одинъ 
изъ миноровъ этого опредѣлителя. Дифференцированіемъ выраженія 
для дтс находимъ скорость измѣненія этой координаты

Ii=Ie

сц  =  2  П}ь C° S Jl t
Ji= I



Изъ приведенныхъ формулъ видно, что каждая изъ координатъ qi 
и каждая изъ производныхъ ихъ q ! представляетъ изъ себя сумму 
изъ к членовъ, изъ которыхъ каждый есть періодическая функція 
времени.

Въ зависимости отъ корней дискриминанта A(s) періоды отдѣль- 
ныхъ составныхъ частей каждой изъ суммъ могутъ или отличаться 
другъ отъ друга, или отчасти быть равными. Въ томъ и другомъ слу- 
чаѣ всѣ к слагаемыхъ каждой суммы сохраняютъ свое самостоятельное 
существованіе и не донускаютъ ириведенія въ силу различія и поріо- 
довъ и начальныхъ фазъ, или однихъ только фазъ, у различныхъ чле
новъ суммы.

Поэтому общія формулы для координатъ и скоростей сохранятъ 
каждая по 2 к произвольныхъ постоянныхъ Eh и th (h =  I, 2, 3 , . . . .  к), 
окончательное опредѣленіе которыхъ можетъ быть произведено въ за
висимости отъ заданной * системы начальныхъ положеній и скоростей 
системы.

He входя въ подробности опредѣленія амплитудъ и фазъ по дан
нымъ начальнымъ условіямъ, не представляЕощаго какихъ либо осо
бенностей или трудностей, и опуская нѣкоторыя интересныя свойства 
системы, совершающей малыя колебанія, чтобы не выйти изъ намѣ- 
ченныхъ рамокъ, я заканчиваю настоящую статью перечнемъ сочине- 
ній, которыми я пользовался при ея написаніи.
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