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Введение

Корректный расчет эксплуатационных параметров радиационных де 
фектоскопов (например, чувствительности),  использующих пучок тор
мозного излучения бетатрона в качестве переносчика полезной инфор
мации, возможен лишь при знании статистических свойств пучка, про
шедшего исследуемый барьер.  Статистика пучка, прошедшего барьер,  
определяется, с одной стороны, статистическими свойствами первичного 
пучка (до барьера) ,  с другой — процессами переноса. Микропроцессы, 
сопровождающие перенос излучения через барьеры, носят вероятностный 
характер  [3], что должно сказываться на флуктуации пучка за барьером. 
В статье рассматривается влияние процессов переноса на изменение не
которых статистических характеристик пучка тормозного излучения за 
барьером.

Модель

Направленный пучок тормозного излучения облучает площадь F 
барьера  и описывается случайным полем [4]

N 0 (Г) =  <  7Ѵ0(Г) >  +  N 1 (Г) +  N i  (Г), (1)

задающим распределение  чисел квантов  в фазовом пространстве 
Г0 =  F  X F  X  2  X  T 9 причем Г =  (г,  Fy 2 ,  t) есть совокупность  п е р е 
менных (г Г. N 01 (T) и /V!] (Г) — статистически йезависимые компоненты 
с M  [/V? (Г)] =  0. И злучен ие ,  п ро ш е д ш е е  барьер ,  также описывается 
полем: Ar(T) == <  /V (Г) >  +  N'  (Г), где  M  [AZrr (Г)] =  0. Процесс  пере
носа излучения  через  барьер  представляется '  стохастическим,  п р е 
образованием T y отображающ им случайное  поле N 0(T) в N(T):

N ( T )  = T N 0(T) . (2)

Стохастический оператор  T м ож но  представить суммой дет ерм и
нированного  <  T >  и случайного AT преобразований:

T =  < Т >  + AT. (3)
Ясно,  что <  N(T)  >  =  <  T  >  <  Ay0(F) > ,  так что < Т >  есть  

оператор решения кинетического  уравнения  переноса у-квантов [3] 
в рассматриваемой геометрии. П о ля  Â 0(T) и N  (Г) строго  являю тся  
обобщ енными случайными функциями,  но мы будем считать в о з 
можным [1, 2] вести ,рассмотрение сначала для  простого  поля ,
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д л я  к о т о р о г о  число фотонов  A NijKi9 н а х о д я щ и х с я  в ячей ке  
кТцкі = kF ikEjkQKkti фазового  пространства,  оп р е де ля ет ся  .

ANijKi =  ZV (Г ijKi) Al ; Г ijKi G AF. (4)

Допущения

L Статистические свойства пучка тормозного излучения бетатрона,

облучающего барьер,  известны. Принимается [4], что N0(Г) есть неодно
родное стационарное во времени гауссовское обобщенное случайное 
поле; 2) микропроцессы, сопровождающие прохождение излучения через 
барьер,  аддитивны, т. е. взаимодействие каждого кванта поля с барь
ером независимы; 3) оператор Г, описывающий перенос излучения, от 
времени не зависит.  < T > физически может быть трактован как вероят
ности XijK,pir » с которыми квант ячейки ЛГ фазового пространст
ва, описывающего первичный пучок N0, переходит в ячейку Д Г pqri 
фазового пространства,  описывающего излучение за барьером V; 
4) флуктуации считаются малыми, т. е. отклонение полей от средних 
значений с заметной вероятностью по крайней мере на порядок меньше 
средних значений.

Ковариантная функция

И сходя  из выраж ения ( 1, 2, 3, 4) отклонение от  ср едн его  
в конкретной s реализации для  числа квантов,  находящ ихся  в ячей ке  
АГpqri ф азо во г о  пространства ,  может  быть. представлено:

А/Ѵpqri =  <С F >  [АД7і//к/ +  ANjijKi] +  кТ  [ <  kNoijKi >  +  AN 0UjKi +  AA2//*/].
(5)

Написав ан алогич ное  выраж ение  для ДГе!ХѴ7] и умножив на (5), 
путем усреднения  по всем реали заци ям  s полечим ковариацию
Kpqri , E 1A VTJ*.

KpqrIt Ejjlvtj =  M  (АГ <J k N QijKi • кТ  <L АД/0aß-jf5 JJ> } +

+  M  { <  T  >  [ k № u j K l  +  A N 02ij fd] - < Т >  [ ATV̂ oc1St S +  Д Л & ^ ] } .  (7)

И з  девяти  ч ле н ов  мы пренебрегаем  в (7) семью слагаемыми,  
так как

M ( <  T > [k№ujKi +  ДА VjKi] • кТ <  ДД%?т5 > } = 0 ,

M \ < Т >  [Д7Ѵ?аМ -f АѴ2% т5] - кТ <  k N  OijKi > |  =  0,

M {кТ <  kNoijKi >  • кТ [kN\aftb +  A/V2aßTJ5]} =  0,

M I AT <  АУѴ0аіз75 >  . Д T[kN\ijKi +  kN°2ijкі]} =  0
— в силу статистической независимости м е ж д у  ф л уктуац и ям и  кван
тов  в первичном пучке  N 0 и аддитивными м ікропроцессами взаимо
действия  излучения  с вещ еством  при переносе .  Слагаемыми

M {< T >  [ДА?,7«, +  An I m ]-AT +  A ^ V l K  

M{<  T> [АА?<п5 4- A N U fo]-AT +  AA2V /]) ,

M [AT[AN0u m  + AN021m]-AT [ANlw  +  AA2V s ] ) .
пренебрегаем, считая флуктуации малыми (эти члены имеют второй 
порядок малости).  Таким образом, в (7) первое слагаемое определяется 
вероятностным характером переноса («флуктуациями» оператора,  опи
сывающего перенос излучения при детерминированном первичном пуч
ке),  а второе — флуктуациями в пучке первичного излучения,  считая
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процессы переноса детерминированными. Теперь займемся раскрытием 
содержания формальной записи выражения (7).
В силу аддитивности  фл и іеских ир ц е с :  в переноса  оператор T 
ликегн, с л ед о в ат ел ьн о ,  линейны его д етермин ирован ная  < L >  и слу
чайная AL ча ти. В силу линейности AT м о ж ет  б ы т ь  представлен 
матрицей (At), элементами которой являю тся  случайные величины 
^ijfc.pjr, причем M [^ijK,ріг\ =  Ü. Т е п е р ь  первое слагаемое в (7) 
м о ж е т  б ы ть  представлено:

M  {A L  <  А /Ѵ OijKi >  • A L  <  AiVoaßTs >  —

=  { 2  , pqr AiVo ,у/е, ̂  ’ A t - I j K t  sjxv <  I x N O i j K b  > }  - f -  ( 8 )

I j K

A t ijtZ'pqr <6 A A f()ijKl • A toĉ  sjxv <  A iV Oaßfö j
I j K  aß7

Цк +  aß7,

причем последний член в ( 3) равен нулю, так как
NI j Ат/уЛ/ p q r  • Axaß^ g|XV j =  0, tJK =У= (X

— в силу аддитивности микропроцессов взаимодействия квантов с веще
ством поглотителя,  что обусловливает статистическую независимость 
переноса любого кванта из ячейки ДГ, ы фазового пространства пер
вичного пучка в ячейку A V r, фазового пространства,  описывающего 
излучение за поглотителем, от переноса кванта,  например,  из ATaßyö 
в ДГер/ѵт]. Выражение

AA ( A t  i j K , p q t  <  АД/  o i j g i  • Ат/уѵ, е;хѵ А А/ o/y/cô ^  }

о п р е д ° л я е т  ковариацию м е ж д у  числами квантов  ANpqrI и ДЛѴ* 
в ячейках  ^pqrt и A V s ,  перенесенными из я ч ее к  Al ук1 и A fцкЬ, 
в которых имеется  соответственно <  AV0,/*, >  и <  AV0,/^  >  квантов,  
причем пере  ос о с у щ еств л я ет ся  с вероятностями т,,-*,pqr и 
(оператор < L >  от  времени не зависит).  Ho в этом случае  слу
чайный в ек т о р

/  A t ijK, pqr <  А /VCijKi >  ^

\ A t ijKf e;JtV <  A N OijKb /

будет распределен по полиноминальному закону; ковариация (8) 
о п р е д е л и т с я  [о]:

M  ( A L  <  Д Ѵ о/у* , >  - A L  <  AiVoaßTö > }  =

[<С A iVOijKl A iVOijKb ^ ] 2 ^,8 [т/у/с, pqr ( f̂ pqrt ejjlv îjfCt ejxv] ) - ( 9 )
I jK

Зап и сы в ая  в т о р о е  сл агаем ое  в (7) в ф орме

M  { <  T  >  [MW0UjKi +  AN 0lijKi] • <  T  >  [ MV?aßT5 +  A V  2% т5] } =  ( 1 0 )

=  M  [ <  L >  AV?,у*,. <  T >  AV?aß7s] +  Al f <  L >  A N021jk1 • <  L >  A V ^ 75] +

+  M  [ <  T  >  A N 0u jKi < Т >  Д Ѵ ,° cßTo] +  M  [ <  L  >  AV2V ,  • <  T  >  Д V  W ]  >

л е г к о  показать  что последние  два члена обращ аю тся  в нуль .  
В самом деле операторы Mи <  T> перестановочны и, кроме  т<то,  
во вторых с о м н о ж и т е л я < каж дого  сл агаем ого  правой части ( 10) 
<  Т >  действует  по ш трихованным индексам; обозначая  последний 
ф а к т  <  Г > '  и учитывая  линейность  < Г > ,  получим
б. Заказ 4888 81



M  [ <  T  >  S N  UjKi-< т >  Д Л /i f c » ]  =  < Т >  < Т > ' М  [ S N  ujKr  S N 02̂ b ]  =  О

A f [ <  T  >  Д  №2ІМ- <T  >  Д M ja378] =  <  Г  >  IA W m i7W -А Л /ь р 78] = 0 ,

так  как ДЛ/J и ДА/? статистически независимы.
Из вы ш еуп ом я н ут ы х  соображений очевидна запись  в ы р аж ен и я  

для  первого  слага ем ого  правой ча^ти вы раж ени я  ( 10):

M [<  T > ДА JujKi-<T  >  ДЛ/?оР7б] =  <  > <  > 'Wiji/, ар75 =

=  2 2  ^ijK, pqr  * е\х.\Кі]кі, aßjd, ( I I )
I j K  aß7

где Ktjh. aß7o — момент ковариации д л я  AN0i первичного  пучка  [4]; 
* i j K , p q r —  вероятность  переноса  квантов из ячейки ДГIjici в я ч е й 

ку A Vp qr u  П роанализируем оставшееся  слагаемое  в (10). 
И меем:

M  ( <  T >  Д Nhjfd • <  T >  AiViw ] = < Т >  < Т  > ' * © , .  aßTg =

=  ^ /у/с, pqr ’ ^ijK, £[аѵ * ^/8 [ QiJxi L> <С[ ANotJKb  ^ ] 2 . ( ^ 2 )
iy/C

Т а к  как случайная  величина AAwyw распределена  по закону П у а с 
сона [4] и д л я  нее момент ковариации Km имеет  вид [5]:

K i j l i ,  aß7s =  [ <  ДА о IjKi>  • <  ДА Oap78] 2 S l7V / ,  aß7 г ,

о т к у д а  после суммирования  по aß-jS следует  конечное  выражение
в ( 12). З д е с ь  <  à N OijKi >  — ср едн ее  число квантов в ДГ/yw- О б ъ ед и н я я  
вместе вы р аж ен и я  ^9, 11, 12), получим д ля  (7) после  упрощений
с л е д у ю щ е е :

Kpqrl, e|j.vô =  K p q r l ,  Sp--Ib +  K p q r l ,  sp-tb, Q 3 ) :
где

K p q r l ,  e;j.vö —  22 ̂ i j K ,  pqr  * ^aßf, е\і. \ Х i j f d ,  aß^S ( 1 3 b )
i j K  aß у _

R  Jqrl , ejxvÖ =  [^ljK, pqr  "cC  A N 0Ij'кі 9 ^ i j к, cjav A N QljKb ^  ] 2 ^pqrl,  ejJLvö (1 3 6 )
I J K

Здесь
tzIjKt pqr ANOijKl  =  < C  ДЛ^IjkI, pqrl  ^

средн ее  число квантов в ячейке  ДГР7Г/, перенесенных из ДГцки С у м 
мирование по ijn в (13 б) определит  полные математические о ж и д а 
ния чисел квантов  в я чей ках  AVpqrU так что

К  pqrl,  влѵо —  [ <  ДN pqrl  >  <  ДA V  >  ] 2 8̂ г/, .м , ( 1 Зв)
где

<С A N p r q l  =  tzIjK, pqr ANoi jKl  ^  •
I j K

Все рассуждения,  проведенные выше, относились  к простому
полю ,  л ля  которого  <  ДА0 >  =  <  A 0 >  ДГ и <  ДА >  =  <  >  ДГ.
Обозначим: Г0 — ф азовое  пространство,  на котором определено рас

пре д е л е н и е  чисел  к е з н т о в  лля  первичного  пучка (Г0 — вектор  6 Г0); 
Г — фазовое  пространство д ля  пучка  за барьером (Г — вектор  6 Г), 
т о г д а  д л я  простого  поля будем иметь:

Kijnl, âqb — A r 2W 1 (Г Cijnl] Г OaP7S,

Wi (Го/yw; Г Oap78) =  Al [AJ (Tozyw)-A J (Toap78)],
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DpqrI, eiivS — ДГ f “C N (Tpqrl) ~L> C  TV( ГSl,î) )>] |  (jpqrl, ejivî,

т. e. в ы раж ени е  (13) примет  вид:

К р Яы . ^ ь  =  Д Г 2 (22 ̂/yVe, pqr  * T'aßf, ejxv/Cj ( Г Olj/сГ, Toaß^ö) +
i j  K aß f

+  A  [ <  JV (Гр?г/) > < N  (Г Sliv6) >  P  W / .  eitv5. (14)

Т а к  как N0 (Г) и Ar (T), описывающие р асп ределени я  чисел квантов  
в ф азовы х  пространствах,  яв  ляются об о б щ е н н ы м и  случайными ф у н к 
циями, которые представимы пределами последовательн остей  про
стых функций  [2], и к о в а р іа н т н ы е  функции  и являются  
пределами  соответствую щ их последовательностей  ковариаций,  то  по
лучим

Г+  +  =  К "  +  (pT 2), (15)K n  (T 1T 2) =  Ііш
дг-^о

I, ejjLvô̂ j —

где
KW (T 1T 2) =  J j r  (Ti , ; ГІг) T  (Гог; Ki (T01T02) (15а)

T i Г і

k W (T1T2) =  K  N (Tl) >  <N (T2) > ] Ь ( Г і - Г 2), (156)

<  N (Г) >  =  J  T (Ti; Г ' )  <  N0 (T0) >  ( 15в)
Г  1

о
З десь

T (Го; Г ')  =  Iim
ДГ-ѵО

—  x IJK.P î r j (15r)

есть ф у н к ц и я  Грина краевой задачи кинетического  уравнения  пере
носа Квантов в рассматриваемой барьерной геометрии [3].

И нтегри ровани е  в (15 а, 15 в) производится  по подпространству 
Го =  f  X  £  X  ^  С Г0, в котором действует  оператор  <  T > .  С о гл ас 
но [4] составляю щ ая  K 1 ковариантной функции имеет вид:

5

К і ( Г 01; T02) =  2  Cs(Гоі; Г 1 * ) К А Ш .
4 ï 5=1

С учетом этого  вы раж ен и е  (1 5 а )  может  быть представлено:
5

KiP ( T lTs) = ^ t Gg(Tlrl) К Д Ш ,  (15д)
S=I

где

Gs(T11T2) =  I  . f r  (Го.; г\)  T (T102-, И )  Cs ( Г<л ; ГІ2) 
r V J

Из (15) следует, что случайная составляющая Nr(T) поля за  барье

ром, как  и в случае Ar0(T0) [4], может быть представлена суммой двух не
коррелированных компонент, причем одна из них является б-коррелиро- 
ванным процессом. Очевидно,  расчет ковариантной функции пучка

V  - V

излучения за барьером связан с нахождением ядра Т(Г\  ; Г') переноса; 
эффективных методов для аналитического решения этой задачи пока 
что не существует; основные результаты в этом направлении получены 
методом Монте-Карло.



Среднеквадратичные флуктуации

В силу б-коррелированности N (Г) может быть осмыслено физически

лишь как случайная обобщенная функция,  причем для  N(Y)  не сущест-
-«->■ —*

вует распределения вероятностей в каждой Г (конкретной точке г, в л ю 
бой момент времени /).  Ho так как в практическом опыте мы регистри

руем поле N(F)  с помощью физического прибора,  который при измере

нии неизбежно производит усреднение по некоторому объему ДГ фазо 
вого пространства (из-за конечной величины энергетической и угловой 
разрешающей способности, конечности апертуры и инерционности),  то 
мы всегда получим определенное значение для  распределения вероят

ностей, но не для  ЛЦГ), а для  некоторого линейного функционала:

ф ( 0  =  Ь ( О Л / ( г ) Л \
Г

непрерывно з ав и ся щ ег о  от фи ических характери стик  изм ери тел ьн ого  
прибора Cf (Г).

Дисперсия  отсч ет о з  на в ы х о те  измерительного  прибора о п р е 
делится  из очевидного вы раж ен и я

Я Ф ( т )  =  f  J  9 (Г , )  * ( Г 2)Клг ( І \ Г 2) ^ r 1Cfr2 
г г

и будет конечной величиной.
Что касается распределения вероятностей отсчетов измерительного 

прибора,  то при достаточной величине интервала усреднения ДГ, оно
-э-

будет близко к гауссовскому, как  линейное преобразование от No(T0) [4].
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