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Введение

П оплавковые интегрирующие гироскопы (П И Г ) ,  впервые предло­
женные доцентом М ЭИ  Л. И. Ткачевым в 1945 году, находят широкое 
применение в схемах пространственной стабилизации платформ таких 
устройств, к а к  инерциальные системы навигации и управления под­
вижных объектов.

Известно, что угловые колебания основания П И Г  вызывают допол­
нительные (по сравнению с уходами на неподвижном основании) уходы 
гироскопа. При этом возможны уходы Одного направления, наиболее 
неж елательны е в гироскопических системах. Н иж е исследуется зави си­
мость скорости подобных уходов от параметров гироскопа и движ ения 
основания.

Уравнение движения П И Г на качаю щ емся основании и его общее
решение

Д л я  составления уравнения движ ения П И Г  свяжем жестко с осно­
ванием и с поплавком гироскопа (рис. 1 ) правые прямоугольные трех­
гранники осей Oxyz  и O H PSf исходящие из точки О симметрии ги­
роскопа так, что оси у  и P совпадаю т с осью вращ ения поплавка 
(осью прецессии), а ось H  направлена по оси собственного вращ ения 
ротора гироскопа. О риентация других осей видна из рис. 1.

Если полагать  в дальнейш ем центр симметрии О совпадающим 
с центром масс гироскопа, а главные оси эллипсоида инерции поплав­
к а — с осями Р езал я  H P S f то движ ения П И Г  на подвижном основании 
с достаточной точностью могут описываться уравнением

А  (в +  І2у) +  H  (Qx sin в +  Q2 cos г) =  М £і (2.1 )
где в — угол  прецессии гироскопа;

/ / — собственный кинетический момент гироскопа;
Qxi Qyi Q2 — проекции абсолютной угловой скорости Q основания 

на оси X 1 у , Z;
М г — момент внеш них сил, действую щ их на поплавок ги роско­

па относительно оси прецессии Я;
А — суммарный момент инерции поплавка и ротора гироскопа 

относительно оси прецессии.
М омент внешних сил M  е может быть записан в виде

М е =  М у - р е  +  М в, (2 .2 )



где M y — момент управления, прикладываемый к гироскопу о тн о си ­
тельно оси прецессии;

Р* — коэффициент вязкого трения, характеризую щ ий момент 
вязкого  трения м еж ду поплавком и корпусом П И Г ;

Мв — момент всех других  (вредных) сил, действую щ их на ги р о ­
скоп вокруг оси прецессии (моменты трения, небаланса, 
тяж ения  в датчике угла прецессии и т. п.).

При использовании ПИГ в качестве чувствительного элемента 
угловы х колебаний платформы инерциальной системы угол п р ец ес ­

сии г в процессе работы системы не превы ш ает несколько угловы х 
минут, поэтому можно принять

Sin S =  в; COSS ^  1.

С учетом этих соотношений и (2.2) уравнение движ ения П И Г 
принимает вид:

As +  ^s +  HQx s =  -  HQ2 +  M y +  M b -  AQy, (2.3)
или

де
Te +  s +  kQx s — — kQz +  X ( M y -f- M B) — TQy, (2.4)

T  =  - ,  (2.5)
ft

K =  1J ,  (2 .6 )

Т и к  — соответственно постоянная времени и статический к о эф ­
фициент передачи гироскопа.
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П остоянная времени T  поплавковых интегрирую щ их гироскопов 
не п р е в ы ш а е т /к а к  правило, тысячных долей  секунды [1 , 2 ], поэтому 

. при исследовании влияния на П И Г качаний основания в диапазоне 
частот, ограниченном сверху  единицами через уравнение (2. 4) с д о ­
статочной точностью мож ет быть заменено усеченным уравнением:

в -j- k Qxs =  — ^Qz z (Nly -j- М в) —  TQy. (2.7)

Р еш ени е этого уравнения относительно угла прецессии есть

=  exp  J  kQx j  js0 +  j — /cS. +

+  x (M y +  M b) — (S'No

(2.8)

exp  I I k^ x ) I • dt,

где £ 0 — величина угла прецессии в момент Z =  O.
В соответствии с предъявляем ы м и к П И Г требованиями угловая  

скорость его прецессии до л ж н а  быть равна

H = - K Q 2 +  *Му.(2.9)

Разность м еж ду  ви и действительной скоростью прецессии П И Г, 
представляю щ ая собой скорость ухода  гироскопа относительно оси 
прецессии Я, согласно (2.8) и (2.9) мож ет быть записана в виде

As ( t ) =  — *М В +  TQy -j- /с2Л.ех р  j xQx d t  j  | s 0 +  

4~ J  — nQz 4 ~ * (My 4 - M B) — TQy • exp ^ j1 fcQx d t  j  d t

(2 . 1 0 )

Определение скорости ухода П И Г  в квадратурах  по формуле 
(2 . 1 0 ) при гармоническом и случайном реж имах колебания платформы 
не представляется возможным. Ho этой причине при анализе поведения 
поплавкового интегрирующего гироскопа на качаю щ емся основании 
используют приближенные методы, например, метод последователь­
ных подстановок [3], разлож ение в подынтегральном выраж ении реш е­

ния уравнения движения П И Г  функции exp ^ k Qx dt^j в ряд по ф унк­

циям Бесселя с последующим определением решения в квадратурах  [1]. 
Эти методы используются лишь при гармоническом законе изменения 
угловой скорости Q x ( t ) .  Приведенное ниже решение отличается от в ы ­
ш еуказанных и позволяет использовать конечные результаты не только 
для  гармонических, но и для случайных колебаний основания.

Д л я  определения скорости ухода П И Г  при произвольном х ар акте ­
ре колебаний платформы преобразуем усеченное уравнение движения 
гироскопа (2 .7) в интегральное уравнение

s ( t ) - = -  KQ2 (t)  4 -  x M y (t) -  TQy (t)  -
(2 . 1 1 )

- S 0 * 2 , ( 0  - x Q x ( t ) J e ( Z 1 )^ Z ll

относящ ееся  к классу линейных интегральны х уравнений типа Воль- 
терра второго рода [4].
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Д л я  отыскания реш ения уравнения (2.11) воспользуемся методом 
.последовательных подстановок, наиболее удобным при реш ении задач 
подобного типа [5].

С целью  сокращ ения записи введем обозначение

F (t) =  -  к й 2 (іt ) -+ X [My (t) +  M j t ) ]  -  TQ y ( t ) -  B0KQx (t) (2.12) 

и приведем уравнение (2 . 1 1 ) к виду:

S(Z) =F(Z ) - K Q jr(Z) J e ( Q ) Z Z 1. (2.13)
о

Скорость прецессии П И Г в момент Z1 согласно (2.13) равна:

Z ( h )  = F  ( U ) - K Q x (K)f ;  (Z2) ZZ2. (2.14) 
о

П одставляя  в (2.13) вместо S(Z1) его значение (2.14), получим 

z ( t )  = F ( t ) - KQx ( t )  l [ F ( U ) - K Q x (U) J z ( L i ) d t 2]d U .  (2.15)
О о

Если в (2.15) вместо e ( t 2) подставить вы раж ение, аналогичное 
(2.14), и повторять в дальнейш ем  описанный процесс, то получим 
реш ение уравнения (2.13) в виде абсолютно и равномерно с х о д я щ е ­
гося ряда:

OO

+ )  =  7 (Z )+  2  Qn (0, (2.16)
71=1

где
t  i l  *п — \

Q n U )  =  ( —  k Y JJ ' "  j  2 . ( / ) - 2 . ( / , ) - - - 2  Д/„) 7 (Zn) Z Z „ . . . ZZ1. (2.17)
О О О

% Скорость ухода поплавкового интегрирую щ его гироскопа при этом 
мож ет быть вы раж ена формулой

OO

As(Z) =  -XZWb(Z) + T Q y(Z) +  s0 kQx-(Z) (2-18)
ZI= 1

Н иж е определяю тся  систематические уходы  П И Г при некоторы х 
вйдах колебаний основания.

Уходы П И Г при гармонических колебаниях основания

О пределим  уходы  поплавкового интегрирую щ его гироскопа, к о г ­
да проекции угловы х  скоростей

2 ,  =  2 to sin (o);Z +  f i) ,  (3.1)

( i  =  X,  y ,  z ) ,

, a момент вредны х сил по оси прецессии

M 3 =  M b0 -j- M Bm sin (і+ц t -f- ум).  (3.2)
• (

З д есь  Qi — амплитудное значение проекции угловой скорости д в и ­
ж ения основания вокруг і оси (і =  х , у, z); 

со., ср. — кр у го вая  частота и начальная фаза колебаний основания
вокруг г-ой оси;
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М в0, M Bm — постоянная составляю щ ая и амплитуда переменной с о ­
ставляю щ ей момента вредны х сил по оси прецессии; 

w+r, ? лі — круговая  частота и начальная фаза изменений момента 
по оси прецессии.

Б удем  полагать в дальнейш ем  момент управления My равным
нулю , так как вызванные его отклонением  от заданного значения М* 
уходы  П И Г могут быть учтены за счет отнесения момента

AMy =  M y - M y

к моментам вредны х сил по оси прецессии.
При этих условиях  скорость ухода  П И Г в первом приближении 

согласно (2.18) равна

Деі (t) = — хМв0 — ѵ-МBm s i n  (шЛ t  + ірж) +
(3.3)

+  U S  ym co s  Y y t  +  ? y )  +  8 OftrS 3rm S i n  Y x t  +  cP * ) -

П одставляя  A s + +  в (2.18) и производя элементарны е п р ео бр азо ­
вания, получим величину скорости ухода  П И Г  во втором п р и б ли ж е­
нии, равную

Ae U) =  -  * MbO — *M Bm sin (іом t  +  <?м) +  KxMb0 Q3rmZ1-Sin +  Ip3r) -

N k  Q xms i n  Y x t  +  ? х )  +  U Q y m  c o s  ( « > +  +  cPi , )  +  

kL
+  eOftr2xm s i n  Y x t  +  ? , )  +  eO ——  S ^ m  s i n  2 +  Cp3.) +

2 o>x
(3.4)

K
+  —   Q xmQ zm { s i n  [ ( < +  —  < + )  t  +  Cp3r —  <рг ] +  S i n  [ ( ( D jc +  C + )  +  } —

2 ¾
/Cvc

-  M Bm Q 3rm {sin [(O)3r — (Oj14) t  +  Cp3r-  с р ж ]  + s i n  [ ( ш х + і < У и )  ^+Cp3r+Cpj41]) —
Fo) f̂

kT
— у  Яут {COS [(O)x -  0)y) t  +  <px -  cpy] — COS [(O)3- +  wy) +  Cp3- +  cpy]},

I

где обозначено

H  ^zm COS cPz ^Em  COS TQym S i n  <py +  S0 ^xm COS фх. (3.5)
w2 cùm CD̂.

При оценке уходов поплавкового интегрирующего гиросдопа м о ж ­
но ограничиться вторым приближенным решением (3.4), так  как  зн а к о ­
переменный ряд  (2.18) быстро сходится. Это подтверж дается  достаточ­
но точным совпадением результатов вычислений по формуле (3 . 4 ) и ре ­
шения исходного уравнения движ ения П И Г  (2. 4) на аналоговой вычис­
лительной машине.

Н аиболее неблагоприятным в инерциальных системах является  
систематический уход гироскопов. По этой причине определим режимы 
колебаний основания, при которых возможны подобные уходы П ИГ.

Согласно второму приближенному решению (3.4) скорость ухода 
П И Г  при различных значениях круговых частот колебаний основания и 
момента M b не имеет постоянной составляющей. Угловые колебания 
основания вокруг осей х, у, z  вызываю т при этом эффект, подобный 
биениям.

При равенстве круговой частоты ых изменений скорости Q x и од­
ной из частот колебаний Q y , Q z или M b появляется дополнительная
14



постоянная составляю щ ая скорости прецессии. Если предположить, что
(Ojf = '(Oy =  O^=-(Dm ==O),

то поплавковый интегрирующ ий гироскоп согласно (3.4) получит 
при работе скорость систематического ухода, равную

ZC2
^ £с (t) =  ^M bo -R -  XTYV̂izm Sin (?х cPz)2(о

КУІ /с L ■
-  —  ЯхтМвт sin (<?х — «Pm) — —  S xmQym COS (<р, -  <р ). (3.6)

2(о 2

Отсюда следует, что наиболее неблагоприятными условиями ра ­
боты П И Г являю тся  такие движ ения основания, когда

Чх =  Ту =  9г -90° =  +  90°. (3.7)

При этих условиях скорость систематического ухода достигает 
максимального значения:

Y m (t) -  ^ M bo +  E  QxmQzm +  +  QxmM Bn +  S xmQyZ j  . (3.8)

В частном случае, когда
S y  =  O ;  M b  =  О ,

подученное решение для скорости систематического ухода П И Г  с точ­
ностью до обозначений совпадает с решением Б. И. Н азарова  [1], если 
в последнем считать амплитуду угла колебаний основания вокруг оси х  
достаточно малой.

Уходы ПИГ при случайном характере колебаний основания

При случайных колебаниях основания, характерных для гироста- 
билизированных платформ, установленных на подвижных объектах, 
уравнение движения П И Г  (2. 4) представляет собой неоднородное диф ­
ференциальное уравнение со случайным коэффициентом и случайной 
правой частью.

Д л я  выявления возможности систематических уходов П И Г  при слу­
чайных колебаниях основания используем, как  и в случае гармониче­
ских колебаний основания, усеченное уравнение движения гироскопа 
( 2 .7 ) и его решение (2.15). С этой целью определим математическое
ожидание скорости ухода A e (t).

Н а основании известных соотношений теории случайных функ­
ций [6 ] математическое ожидание m[Ae(t)] скорости ухода П И Г  м ож ­
но записать согласно (2.15) в виде

т [A s (If)] =  -  Y M m b ( t )  +  T2 -  [От9у ( t ) ]  +  г0 X

t t

X  [exp ( — J  Krnc2jc (Z1) d t ^  — к 2  ̂ RaxQz (Z, Z1) Ut1 — K2JUqx (Z) X
o o

t t t

X  J  KIq2 (Z1) d t x --R K* I* R q x M  (Z, Z1) d t x -R KYJUqx (Z) j* JTlm  (Z1) d t x
O O O

t

— kT   ̂ RQxQy (Z, Z1) d t x — kT JUqx (Z) • JiiQy (Z). (4.1)
O
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З д есь  пи (Z) — математическое ож идание D ro  случайного процесса 
(і =  Qx, Qy, Q2,, М в, M );

R qxj (t, Z1) — взаимная корреляционная  ф ункция  случайны х п р о ­
цессов Qx (Z) и у (Z) (У =  2 у, Al).

В частном случае, когда математические*ож идания проекций у г ­
ловой скорости основания на оси x , у , z  и момента внешних сил 
по оси прецессии гироскопа тож дественно равны нулю, математическое 
ож идание скорости систематического ухода П И Г равно

t t
tn [As (/)]  =  — K1 j R 2jcSz (t,  Q) d t x +  /«  j  (t, Q) d t x —

O O
t

— kT  j  R a J y (t, Q) (4.2)
O

Н а основании (4.2) приходим к заключению, что д аж е  при нулевых 
математических ож иданиях составляющих угловых скоростей Qx , Qv 
Q z движения основания и момента M  по оси прецессии, поплавковый 
интегрирующий гироскоп может иметь систематический уход. При этих 
условиях систематический уход П И Г  возникает за счет корреляционной 
связи между угловой скоростью Q x (t)  основания и каким-либо из слу­
чайных процессов Qz ( t ) t Q y (t)  или M (t) .
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