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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н А Я  ГЕ О М Е Т РИ Я  СЕМ ЕЙ СТВА  А (3,7) в Pi

В. И. М А ТВ Е Е Н К О

«
(Представлена кафедрой высшей математики)

В настоящей статье в трехмерном  проективном пространстве р ас­
сматривается семейство R (3 ,  7) — семипараметрическое семейство 
невы рож денны х коник, плоскости которых образую т трехп ар ам етр и ­
ческое семейство. Это семейство 1 коник сущ ествует  с произволом 
одной функции семи аргументов. О бозначения и терминология соот­
ветствую т принятым в [1] — [5]. И ндексы принимают следую щ ие 
значения; Z, у, R, g, Z =  1, 2 ; Z +  у ; k  +  Z; /я, w, r  = 1 , 2 , 3 ;  m Ф n; 
/п Ф r ;  Ti ф r; oc, ß, 4 =  1, 2, 3, 4; X =  1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7; <з =  i +- 3̂ ; 
* = J  +  3; E.= 5 +  i; 7] =  5 +  j . П о Z, y, g ,  r ,  a  не гуммировать!

Поместим вершины A 1 и A 2 подвиж ного репера (Aa) в различные 
точки коники С, верш ину A 3 -  в полюс прямой A 1A 2 относительно 
коники С, верш ину A4- B  произвольную  точку проективного п р о ­
странства, не л еж ащ у ю  в плоскости коники. Д еривационны е формулы 
репера (Aa) имеют вид

ClAa = YaAp1 (1)
d

где о)а — формы П фаффа, удовлетворяю щ ие уравнениям структуры  
проективногр  пространства

=  (2) 
У равнения коники С относительно этого репера имеют вид:

(XzY-  2рх'х2 =  О, = 0 ,  0. (3)

П роизведем  частичную нормировку вершин репера {A«), полож ив 
P =  1. Формы

4 JJ3  ̂ л  30)„, ш}, (U3- шг, (I)ft- 2u>3'
являю тся главными формами. Выберем из них за базисные

<°л — “ л> <“« = «i, =  шз — «>?.
Оставшаяся главная форма выразится через них в виде

ш* — 2и>І =  Г хи>х. (4)
И з этого уравнения обычным путам [1] получается следую щ ая сис­
тема диф ф еренц иальны х  уравнений внутреннего ф ундаментального  
,объекта Гх {Гх} :

8Г/ =  Г ‘ ("4 — g )  — Г + з  +  Г V 4 — Г +!,1 — тг4 — Г' 2  Г*+8 ,



8Г» =  Г '  (Jj-  те/) -  TE (тез +  те)) -  Г» 2  Г *+5 4 ,
k

8ГS =  Г* (те) -  тез3) -  Г V 3 -  Г« У  Г*+5 4  , (5)
t  k

8 Г 3 =  Г 3 (т ц  — тс3)  +  2 тс4 —  T U rf  +  2  Г * +5 ( тс4 —  Г 3т г |) .
k

Эта система уравнений дает  возможность произвести следую щ ую  
фиксацию репера:

Г4 =  T5 =  O, Г6 + 0, Г ф О .  (6)
Формы юз и ан становятся главными формами и можно записать их 
разлож ен ие по базисным формам в виде

=  ГзХ сох, со/ =  Г3Х о)Х — со̂ . (7)

Выясним геометрический смысл фиксации (6). Голономное подм ного­
образие T 4 [5] коник (O1 =  ш2 =  о)3 =  0 геометрически характеризуется  
тем, что для него плоскость коники С неподвижна. Из рассмотрения 
системы уравнений

(je3)2 — 2ххх г = О, JC4 =  O, XnMn = O1
(8)

Tx(I)XJC1JC2 +  2d  К + з  (^kY +  мк+ъх кхг] =  О
k

для  определения  точек пересечения исходной и смежной коник с е ­
мейства К  (3 ,7 )  вытекает следую щ ее предлож ение: среди подмного­
образий T 1 [5] коник

CD1 =  (і)2 =  (о3 =  О, (I)4 : (O5 : (D6 : со7 =  bx : b2 : Ь3 : 64, ь  (9)

п ри надлеж ащ и х подмногообразию  T 4 коник, сущ ествует  в общем 
случае  480 таких подмногообразий T 1 коник, для  каж дого  из кото­
рых коника С имеет четы рехкратную  характеристическую  точку  
М и(и =  1 , 2 ,3 , . . . , 4 8 0 ) .  При фиксации (6) вершины A 1 репера {Аа} 
помещ аю тся в точки M i. П одмногообразие Tf коник M1 = M2 = со3 — 
=  сох ш6 =  (о7 =  0 геометрически характеризуется  тем, что для  него 
точка Aj  является  четырехкратной характеристической точкой кони­
ки C1 плоскость которой для  этого подмногообразия неподвижна. 
П одмногообразие T f +2 коник W1 =  ш2 =  W3 =  W4 =  w5 =  Mri = 0  г£ом ет: 
рически характеризуется  тем,, что для  него плоскость коники непод­
вижна, а точки A 1 и A 2 являю тся характеристическими точками, 
причем точка A j - двухкратной Характеристической точкой, коники С. 
Выбором базисных форм wx исключаются случаи, когда размерность  
многообразия плоскостей коник меньш е трех, когда точки Ai стано­
вятся двухкратны ми характеристическими точками коники С подмно­
гообразий xFlZ 2 коник, когда характеристические точки коники С для  
подмногообразий xFii становятся неопределенными.

Из системы уравнений (7) обычным путем получаем  следую щ ую  
систему диф ф еренциальны х уравнений внутреннего продолж енного  
ф ундаментального  объекта Г2 {Г1? Г^х} [1]:

Srff = Tf1 (те3 + те) -  те| -  4) + ГГ4  -  TfV3,
srf = г? (4 -  » + (if - 1 ) 4 + г ( i о)
s r f  =  гГ  ( 4  -  2 4  +4), s r f  =  r f  (те) -
s r f  =  T f  (тез3 -т е ) ) , S r f  =  O.
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Т ак  как эта система уравнений алгебраически разреш има относи­
тельно  всех независимых вторичных форм теа =  <! — 0 ¾ ,  то объект  Г2 
является  основным [1]. И з систем уравнений (5) и (10) непосред­
ственно замечаем, что величины П ,  Г*®, являю тся относитель­
ными инвариантами. У словие П  =  0 характери зует  семейство коник, 
для  которого .точка A j является  трехкратной  характеристической 
точкой коники С подмногообразия Wi1+2. У словие H 7tl =  O [Г*Е =  0] 
х арактери зует  семейство коник, для  которого касательная Ia [U] 
к линии (A2 ),,,,=Iii2=ш3=ujx =- <*>„ ■» о,,=о [( ̂ з)ш1«ш,=(Оз=(и(=(і)5=«)^=о ] совпадает с п р я ­
мой A 3At [ A 3 Aj].

Величины

I f ,  E =  (ГГ -  I) I t ,  Li - D j j W i H i H l U

являются абсолютными инвариантами. Геометрически они характе­
ризуются через сложные отношения четверок точек следующим об­
разом:

E = - ( A jA 3l BlBJ), Г-̂’

(11)

Hi = (A iA3; MjjB% L МІЗВ°3),

где Ba3 [вз] — точка пересечения прямых A 1 A 2 и Г [ /Е] , точка 
пересечения прямой AjA3 с касательной Ii к линии ( + ) ті=ц),,=ц)3=щх=а>в=ш7=о, 
B i -  точка огибающей семейства прямых (г4гЛ3)Ші=0,2=(„3=а,х=0,в=Ш;=о, 
M ir — проекция из точки Ar на прямую AmAn характеристической 
точки M 1 =  ( H ) 2A/ +  2/4у — 2Пу43 коники С  подмногообразия xF t 2 ко­
ник. Используя выражения ( 1 1 ) ,  получаем следующие равенства:

(A 1 A3B lB 1) =  (A2A 3;Bi1 B 3), (A 1A 2; =  -  1,

(A 1 A 3M 12Bi) A2A 31M 11B2) =  - 2  B 3 Bi),
(AiA3; MjjBi) =  -  2 BlMji),

где Ba [ U t ] -  точка огибающ ей семейства прямы х
(AlA2)(,J, = W7 ='JJ3=Oix=OJrj=OJ7=0 [(AiA2)a,l=u,2eü,3=.(ü1“ ü>5=co1j=0 ] •

Система уравнений (10) дает возможность произвести следующую 
фиксацию репера:

Г ? =  I, Г ? Д +  2  T J

(12)
2  И Т  +  « f  s ( H +5 -  I) +  aU s  Гз*’*+5] =  О,
k

где
а =  r f rT  -  r f l f  Ф о, а* =  I t rT 1 -  r f r r ,

д =  (ГІ6 -  1 ) (ГТ -  1 ) -  г'36г17 фО, A, =  Vi33VjY  -  Vi3 ( i t  -  1 ).

Учитывая еще условие эквипроективности (A1A2A3A4) = I ,  полу­
чаем, что все вторичные параметры зафиксированы и репер (Aa) 
становится каноническим. Обозначим через I3 касательную к линии 
(A3)a)1=oo2=(ü4=(ü5=co3=ü)3=o, через Ъі касательную плоскость к голономной
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поверхности (Ai) * = * a  через  Ri точку  пересечения  п р я ­
мой Z3 с плоскостью Ьі. П одмногообразие Y 1 коник Co1 =  Co2 =  (I)4 =  
ш5 — (о| =  со3 =  O геом етри чески  характери зуется  тем, что для  него 
•точки At неподвижны. Голономное подмногообразие Y 2 коник 
соу. =  cog1=*= сох =  со1 == cojj =  0 геом етрически характер и зу ется  тем , что 
для  него точка  A 3 и прямая AjA3 неподвижны. При фиксации (12) 
тодаа  A4 выбирается на прямой I3 так, что (RiR2I ^ з + )  == — 1. Если 
точки Ri и R2 совпадают, то точка A 4 совпадает  с ними. П ри фик-

13 л 13 23сации Гз = 0  исклю чается  случай  совпадения точки Q = T 3 Ax — Гз A 2 
ребра возврата торса (A 1/42)a)l=(Ü2=(ü4=a)5=a)6=œ7=o с точками Aj . А  н е р ав ен ­
ство  а Ф 0 исклю чает случай совпадения  прям ы х Z6 и Z7.

Д еривационны е ф ормулы  построенного кан онического  репера 
имеют вид:

dAi =  Г/ о)\Аі +  сPcrAj +  (Г3 озх — со̂ ) A 3 -f- °дА4, 
(13)  

dA 3 =  Г 3 сихАл -f- со3Л4, dA 4 =  Г4 u>xAß
где

EßX -  0, ( r f  -  2ГІ6) Г35 -  ( r f  -  2Г3з7) Г^4.

И спользуя  построенный канонический репер (A a), можно рас- 
рматривать различные подм ногообразия  семейства К (3, 7). Р ассм от­
рим, например, подм ногообразие  Y 2 (голономную  конгруэнцию ) 
коник соу. =  CU3 =  CUx =  со1 =  со2 =  0. Д л я  этой конгруэнции  точка Aj 
явл яется  трехкратны м  ф окусом  коники С. О стальным фокусам  кони­
ки С соответствует строенное ф окальное  семейство сог =  0. Причем, 
ф окальны е линии ( « * = 0  являю тся  плоскими линиями, расп о л о ж ен ­
ными в плоскостях  коник С. Д л я  этой конгруэнции коник точка Aj 
я в л я е т с я  характери стической  то ч к о й  прямой AyA3. Н еголоном ное 
подм н огообразие  Y 6 [5] коник а>£ =  0 геом етрически хар ак тер и зу ется  
тем , что д ля  него точка Aa я в л я е т с я  х арактери сти ч еской  точкой  
ПЛОСКОСТИ A aAvAjjl, (a, р, Sf1 р =  ], 2, 3, 4; а =J= р, Vj [л; р =U Vj j-Ц v U р..
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