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(П редставлена кафедрой высшей математики)

В настоящ ей статье 'п р о д о л ж а е т с я  исследование ш ёстипарам ет- 
ри ч ески х  семейств кривых второго  порядка (коник) в трехм ерн ом  
проекти вном  пространстве (см. [4] ). Р ассм атри вается  семейство 
/С(3,6) — ш ести п арам етри ч еское  сем ейство  н е вы р о ж д ен н ы х  коник С, 
плоскости которы х образую т трехт іарам етри ческое  сем ейство. П о л у ­
чен основной объект  [1]. Н айдены  и геом етри чески  о х а р а к т е р и зо ­
ваны относительные; и абсолю тные инварианты . П остроен  кан о н и ­
ч еский репер, рассм отрен ы  н ек о то р ы е  п одм н огообрази я  семейства 
/С (3,6), н еко то р ы е  ге о м е тр и ч е с к и е  образы , ассоциированны е с се ­
м ейством  /( (3 ,6 ) ,  и н е к о то р ы е  классы этого  сем ейства . О бозн ач ен и я  
и терм и н ологи я  со о тв е т с т в у ю т  принятым в [1] — [5]. И н дексы  при­
нимают, следую щ ие значения: / , у ,  k, g, t = 1 ,2 ;  і ф  y ; k +  t\ m, ny
r =  I, 2, 3; m Ф n; m Ф r\ n ф r ; oc, ß, T =  I, 2, 3, 4; X =  I, 2, 3, 4, 5, 6; 
o =  / +  3; x = /  +  3. П о i, y, g , r, a не сум м ировать!

П оместим верш и н ы  A 1 и A2 п о д в и ж н о го  реп ера  (Aa) в р а з л и ч ­
ные точки  коники С, вер ш и н у  A 3 — в полю с прям ой  A1A2 о тн о си ­
т е л ь н о  коники С, верш и н у  A 4 — в п р о и зво л ьн у ю  т о ч к у  п р о е к ти в ­
ного п ростран ства ,  не* л еж ащ у ю  в плоскости коники. Д е р и в а ц и о н ­
ны е ф орм улы  реп ера  (Aa) имею т вид:

CtAa =  VaAft, (!)
гд е  Wa — ф орм ы  П ф аф ф а, у д о в л е т в о р я ю щ и е  уравнениям  стр у кту р ы  
проекти вн ого  пространства

DVa =V lV ,] .  (2)

У равн ен и я  коники С о тноси тельн о  этого р еп ер а  имею т вид:
( л 3)2 — 2 р х ' х 2 = 0 ,  0, 0. (3)

П р о и зв е д е м  частичную  н о рм и ровку  верш ин реп ера  {Аа1, п о л о ж и в  
P =  1. Ф орм ы

4 j  j  3 k  n  3 мПУ Miy (O3 — (О/, COfc — ZCO3
являю тся  главными ф орм ам и. Выберем из них за базисные

4 j  k  о  3
COrt =>  CO71, COa =  CO /, COg =  COfc —  2 (0 3.

О стал ьн ы е  гл авн ы е  ф ормы вы р азя т ся  ч ерез  них в виде:

м]3 - J 1 = C )  сох. (4)
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И з этих у равн ен и й  обы чны м  путем  [1] получается  с л е д у ю щ а я  с и ­
стема д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравн ен и й  в н у тр е н н его ’ ф у н д а м е н т а л ь н о го
о б ъ е к т а  C 1 {Cf}:

SCf =  C f  (U33 +  U44 - u f -  TZji) +  C f+3W g —

-  C r ! +  c h i  -  C f + 3 C f u I  -  з C f  2  c f u l  +
k

+  S f u t  S C ?  =  С? (і4 -  Jj) +  2C?u4 -  4  — (5)

( C f  +  C f+3Cl) u l  -  ЗС,6 L  ,
/г /г

S C f+3 =  C f +3 [U33 - u '  +  26f (u f -  2 и?)] -

-  2 2  Cf+3CI+3J  -  з с ?  2  C f +3U3fc +  Sf ( 4  +  и 3) ,
k  k

/°6 /-г-3 *̂">у̂ /г + 3 3 3 о /^6 V  /^67-
O U f  =  C l  ( T C 3  —  TCj )  —  ^  “ і r J  —  D C i  L t ^ k -

к  k

Так как эта  система уравнений а л ге б р а и ч е с к и  разреш и м а о т н о с и ­
тельн о  всех  н езави си м ы х  в то р и ч н ы х  форм тс« =  тса — о + 4, то о б ъ е к т  Ct 
я в л я е т с я  основным [1]. Система у равн ен и й  (5) д а е т  в о зм о ж н о с ть  
прои звести  с л е д у ю щ у ю  ф иксаци ю  репера:

С] = C l  =  0. (6)

Ф орм ы  си/ и CÔ3 стан овятся  главн ы м и  и мож но зап и сать  их р а з л о ­
ж ен и е  по базисны м ф орм ам  в виде

3 .-,ЗХ і »IXW t= C iiu x ,  W3 =  Сз

Выясним ге о м етр и ч ес к и й  см ы сл  ф иксации  (6). Г о лон ом н ы й  к о м п ­
л ек с  коник (U1 =  U)2 =  W3 =  O геом етри чески  х ар а к т е р и зу е тс я  тем , что 
д л я  него п л о ск о с ть  коникй н еп о д ви ж н а . С р ед и  п о д м н о го о б р а зи й
I -, [5J коник

(U1 =  W2 =  W3 =  О, W4 : IU6 : Wв =  Q : Ь2 : Ь3, (8)

п р и н ад л еж а щ и х  э т о м у  ком плексу , сущ ествует  в общ ем  случае  со р о к  
восем ь  таки х  подм н огообразий  tF 1 коник, д л я  к а ж д о г о  из к о т о ­
рых коника С имеет  д в е  д в у х к р атн ы е  х а р ак тер и сти ч еск и е  точки  
M tu (и =  1, 2, 3, . . . ,  48). Э то  п р е д л о ж е н и е  вы текает  из рассм отрен ия  
системы  уравнений

( х 3)2— 2 х 1х 2 =  О, Xi =  O, x nwn = 0,
О )

X1X2IU6 +  2  [(**)Lft+3 +  х кх 3 (Ct]  — C f)  wx] =  О
к

д л я  о п р е д е л е н и я  точек  п е р есеч ен и я  исходной и см еж н ой  коник 
с ем е й ств а  / ( (3 ,6 ) .  При ф иксации (6) верш ин ы  Ai р еп ер а  (Aa) поме-

(U2 =  W3 =  (U4 =I 3щ аю тся  в точки  M 1. П о д м н о го о б р ази е  Wj коник W1 
=  IO5 =  O г е о м е т р и ч е с к и  х а р а к т е р и зу е т с я  тем, что д л я  него п л о с ­
кость  кон и ки  н еп одви ж н а , а т о ч к и  Ai я в л я ю тся  д в у х к р а т н ы м и  
х ар актер и сти ч ески м и  точкам и  коники С. О бозначим через  Cf к о н и ­
ку, п р о х о д я щ у ю  ч е р е з  то ч к у  A 3 и х а р а к тер и сти ч еск и е  точки  к о ­
ники С, с о о т в е т с т в у ю щ и е  п о д м н о го о б р а зи ю  T f  коник W1 =  w2 =  W3 =  
=  W1 =  W6 = O .  П о д м н о го о б р ази е  Т ]  коник геом етри чески  х а р а к т е р и ­
зу е т с я  тем , что д л я  него  п лоскость  коники н еп од ви ж н а , т о ч к и  A1
178



I

и A 2 полярно  соп ряж ен ы  относи тельн о  д о п олн и тельн ой  коники Ci 
а точка  Aj является  точкой, огибаю щ ей сем ейства  прям ы х (AjA 3), 
И сп ол ьзуя  систему уравн ени й  (9), получаем  уравнения коники Ci

(U )2 +  ClxkX3 =  О, X4 =  0.

*

И з этих уравнений следует , что коника Ci п роходи т  ч ер ез  то ч к у  
Aj и , кром е точки  A3, п е р есек ает  прям ую  AiA3 ещ е в  т о ч к е  
D i = C l A i -  A 3. Выбором базисный форм «>х исклю чаю тся случаи,- 
к огда  разм ерность  м ногообразия  п лоскостей  коник м еньш е трех,, 
когда х ар актери сти чески е  точки коники С подм ногообразия  4F f  с т а ­
н о в ятся  неоп ределен н ы м и  и случаи п ро х о ж д ен и я  коник г ч ерез  
точки Al.

Из системы уравнений (7) обы чны м путем п о л у ч ается  с л е д у ю ­
щ ая систем а д и ф ф ерен ц и ал ьн ы х  уравнений вн утреннего  п р о д о л ж е н ­
ного ф у н д ам ен тал ьн о го  о бъекта  C2 (C b C ) ,  } [1]:

• <>s-,3g /->3р-/ 4 3 i £ g\ \ /°3,£Ч-3 :3—g , /-,36 g <\g 3
О Cl =  Ci ( т А —  +  W  ^4 +  Ci  OfTT4,

8C f  =  C f  Jt-  2*33 + I )  4- 2

S C /  =  Crf ("3 +  *4 — 11I — ZLg) +  +  C f  Tj4,
§Сз3 =  Сз3 (іГ4 — Tt/) +  2Сз67І4 — тт(, ( I I )

b/^ûg+3   /°L^+3 / 3 O--S- i _Л /'■♦/б / 3 /чоСз — Сз (тт3 — ZTT̂r -+ TTyjj оС3 =  C3 (тт3 — Tci).
^/^3,^+3 /^3,5-+ 3  / d  3—g  j  3\ £ / ° вб /о36 / і 3\оСг = C i  (2тт3_ |  — T T j- TT3), ЬСі = C i (Tci - K 6).

И з систем уравнений (5) и (11) непосредственно зам ечаем , что ве-
C tr / і̂і ,п+3  /о36 /оЗ<зC3 , С / ,  С/г являю тся  относительны м и и н вари ан там и . 

У словие Ci =  O хар актер и зу ет  семейство коник, д л я  к оторого  точки
Л/ и Ao полярно  со п р яж ен ы  относи тельн о  коники С* У словие Ccs=O

1 j
х ар ак тер и зу ет  сем ейство  коник, для  которого  точка  A j я вл яется  
д в у х к р атн о й  характер и сти ч еско й  точкой коники С п о д м н о го о бр а­
зия W11. Условие C V 3z=O х ар ак тер и зу ет  сем ейство  коник, д л я  ко ­
т о р о го  касательная  /3+3 к линии (Л 3)00і==(о2==(0з==Ш/7і+3==й)г+3=о совпадает
с прямой A 2Aj. У словие C f  =  0 [ C f  =  0] х а р ак тер и зу ет  семейство 
коник, д л я  к о то р о го  точка A i неподвиж н а д л я  п одм н о го о бр ази я  
W31 [Ti*]. У словие C f  =  O х ар а к те р и зу е т  семейство коник, д л я  к о т о ­
рого  касательн ая  I] к линии (A i)«,,^-сод=^ =«>в==о совпадает  с п р я ­
мой A 1A 2.

Величины
/лЗб/о4 s->ix

Л =  + - ,  Ві =  С ]С І\  E i = U ,  
CfCl'  C f

H i = C fC i, Gi = C c f
C a  W l a2Ь3

являю тся  абсолю тны ми инвариантами. Г еом етри чески  они характе- ф
ризую тся  через сложные^ о тн ош ен и я  четверок  точек следую щ им
об р азо м :

Л =  (A1 A2; M 612S 1 з), Bi (AiA3; SjM l) ,
Ei = \  - ( A iA3;Sj Qj ), H 1 = - 2  ( Ai A3; ) (12)

Gi = — (^l1Tl2; Si3 Q3i),
12* 179



гд е  Sj3 - точка п ересеч ен и я  прям ой  A 1A 2 с п ол яр о й  точки  A 3 о т ­
н оси тельн о  коники Cl, Si — точка  пересеч ени я  п рям ой  с п о л я ­
рой точки  Di о тн оси тельн о  коники —  точка  огибаю щ ей
семейства прям ы х (A 1A 2) Q3m[Q/] —
то ч ка  п е р есеч ен и я  п рям ой  A1A2 [AjA 3] с. касательной к линии 
(A3)o>ji=a>a=cü3™wt l [( А <)ш1=о)3=(о3=а)х=шв=о] » S' точка п ересечен и я
прям ой A iA 3 с п олярой  точки A i относительно коники Cj.

И с п о л ь зу я  вы раж ени я  (12), п о л у ч аем  сл ед у ю щ и е  равенства:

(A1A2; M 612Q3 3 ) =  -  I, (AiA 3- SiDi) = 2,

( A 1A3; S 2Ali3) — (A 1A3; Q2D 1) =  (A 2A3; S 1Al23) — (A 2A3; QiD 2).
И склю чая  из рассмотрения случаи  обращ ен и я  в нуль о тн о си ­

тельн ы х  и н вари ан тов  С<6,осущ ествим  следую щ ую  фиксацию репера;
yo36>o3t уоЗблЗГ îl 6̂ *23 л26>-»13 /-»р*/>36 /оіб/оЗу .L j  L i  . —  L i  L j  = U 3 C 3 —  Оз C 3 = C ,  Сз С/ —  C 3 Li  = 1 ,

с з ,
C f  Ф  О, 2  G fc i 6 ( C f c 3Y + 3  -  Cl6C Y +3) ф 0 .

k

У читы вая ещ е у слови е  экви проективности  (A 1A2A3A4) =  1, п олуч аем , 
что все втори чн ы е парам етры  заф иксированы  и репер (Aa) стан о­
вится  каноническим . Выясним геом етрический  смысл фиксации (13). 
О бозн ачим  через

а , =  (A b CfAj +  (CfCf -  CfCf) A 3,
(14)

(C fC f  -  c f c f )  As +  C f A 4)

касательн ую  плоскость  к н его л о н о м н о й  поверхности  ( А / ) ^ - a>3=>ü>x=co3.=o, 
а через

а3 =  {А3, C f A k, C f A k +  A4) (15)
касательную  плоскость  к н его л о н о м н о й  поверхности  (А 3)Ші=та_Ші=Шг=0 . 
Н еголон ом н ое  п о д м н огообрази е  1F2 [5] коник =  ш3 =  шх == =  О
геом етри чески  хар актер и зу ется  тем , что д л я  него то ч ка  Aj н е п о д ­
ви ж н а , а прям ая A j A3 является  характеристикой  п ло ско сти  коники. 
Н его л о н о м н о е  п о д м н огообрази е  vF2 коник ш4 =  ш2 =  ш4,=  ш5 =  0 г е о ­
метрически х ар ак тер и зу ется  тем, что для  него точки A t я в л я ю т с я  
характери сти ч ески м и  точками п рям ы х A iA 3.

Х арактеристическим  элем ентом  п лоскости  [прямой линии] F  
подм н огообрази я  vFx-I [5] плоскостей [прямых линий] (F) н а зы ­
вается  такая  прямая линия  [точка] / ,  п ер вая  д и ф ф е р ен ц и ал ь н ая  
■окрестность которой д л я  всех подм ногообразий  Hr1, п ри н ад леж ащ и х  
подм н огообрази ю  vFx-I, не вы ходит  из плоскости  [прямой линии] F.

И з вы раж ений (H )  и (15) следует , что при фиксации (13) в е р ­
ш ина A 4 реп ера  (Aa) п ом ещ ается  в точку  пересечения  плоскостей
При этом исклю чается случай  п ри надлеж н ости  всех плоскостей  аг 
о дн о м у  пучку  плоскостей. П ри фиксации

C13j C f  -  Ci36C f  =  1

исключается случай  прохож дения  касательной  к линии
(A3)fflj=m3-ffl*=m5-mj=0

через  точку A i. Н еголоном ное  подм н огообрази е  vF 5 коник о>£ =  0 
геом етрически  характеризуется  тем, что для него точка Aa является
180 *



характеристической точкой плоскости A aAzAv. (а, р, т, [х =  1, 2, 3 4;
а Ф р> р; р 4 р; х Ф р).

Д ери вац ионн ы е ф орм улы  построенного  канонического репера 
имеют вид:

d A i  =  C l  (DxAf +  (OaA j  -f- C i  м \ А 3 +  M i A u
<16)

dA 3 =  C3 м\Ап +  мгАи dA 4 =  Ci4 (DxAß,
где

CßX =  0, C f  — 2СІХ =  &

У равнения структуры  (2) при водят  к системе внеш них квадратичных 
д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений, совместность которой непосредственно 
следует  из теоремы (2) работы  [6]. Р еш ен и е  этой системы зависит 
от двух  ф ункций шести аргументов, что соответствует том у геом ет­
рическом у  факту, что семейство коник К (3, 6) сущ ествует  с п р о и з­
волом двух  функций шести аргументов.

И з систем уравнений (9), (10) и формул (16) вытекаю т с л е д у ю ­
щ ие предлож ения:

1) Н еголономная конгруэнция (подмногообразие T 2) коник 
M7 =  (D3 =  ша =  о)6 =  0 геометрически характеризуется  тем, что для нее 
ф окусы  коники С совпадаю т с точками ее пересечения с коникой Су. 
Д л я  этой конгруэнции точка At  является  трехкратным фокусом к о ­
ники С и характеристической  т очкой  прямой AiA3. О стальным ф о к у ­
сам коники С соответствует  строенное ф окальное  семейство (Dy =  0. 
П ричём, ф окальны е линии (Dy =  0 являются плоскими линиями, рас­
полож енны м и в плоскостях  коник С.

2) Н еголономная конгруэнция коник M1 =  ш3 =  шх =  W6 =  0 гео м ет ­
рически характери зуется  тем, что для нее ф окусами коники С яв-$
ляю тся точки ее пересечения  с коникой Ci и точка Al. Причем, 
точка At  является  двухкратны м  ф окусом , котором у соответствует  
ф окальное  семейство =  0. О стальны м фокусам соответствует  счет­
веренное • ф окальн ое  семейство Mj  =  0. Прцчем, ф окальны е линии 
(Dy =  0 являю тся плоскими линиями, располож енны м и в плоскостях  
коник С.

3) Д л я  неголономной конгруэнции коник ш* =  со3 =  (D4 =  (D5 =  О 
фокусы коники С совпадаю т с точками Ak. П ричем, точка  At я в ­
л яе тс я  ч еты рехкратны м  ф окусом , а точка A y- двухкратны м  ф окусом , 
котором у соответствует  ф окальное  сем ейство  (Dy=O. К асательная  
плоскость  к фокальной  поверхности  ( A y) совп адает  с плоскостью  
A yA 3A 4, а ф окальны е линии (Dy =? 0 на поверхности ( A y) являю тся  
плоскими лициями, располож енны м и в п л о ск о стя х  коник С. Д л я  
этой конгруэнции коник точка A i является  характеристической т о ч ­
кой прямой А /А 3.

4) Д л я  неголоном ной конгруэнции коник Co1 =  о)2 =  W4 =  (D5 =  0 
точки Ai яв л яю тся  трехкратны ми ф окусами коники С и х арактери ­
стическим и точками прямы х A f A 3.

5) На н еголоном ной  поверхности  (A 3) вв>з-о>4-<р5-о асим птотиче­
ские линии совпадаю т с линиями u)/(d3 = 0 .  П ричем, касательн ая  
к линии (D3 =  O со вп адает  с прямой A 3 Aj .

6) Д л я  н его л о н о м н о й  конгруэнции прямы х (А /А з)^= = ^^= ^= ^  
фокусы луча  совпадаю т с точками A i и A 3, а торсам и являю тся  л и ­
нейчатые поверхности  (Dfco3 =  0. П ричем , торсы  (Df=O вы рож даю тся  
в плоскости коник С, а касательны е плоскости к фокальным п о в ер х ­
ностям ( Af )  совпадаю т с плоскостям и A f A 3A 4.

181



7) Д л я  неголоном ной конгруэнции прям ы х Шз=шхг=(а^ 0 

один из ф окусов  луча  совпадает  с точкой A 3, а лин ей ч аты е п оверх ­
ности w/шз = . О являю тся  торсами. Причем, торсы  Ob == 0 в ы р о ж д а ­
ются в плоскости коник С.

8) Д л я  неголоном ной конгруэнции прям ы х ^AiA j w. = ф о ­
кусы луча совпадаю т с точками At и A 3, а торсы — с линейчатыми* 
поверхностям и (Ib O)3 == 0. П ричем, торсы Ob =  0 вы рож даю тся  в п л о с ­
кости коник С.

9) Д л я  неголоном ной конгруэнции прямы х (і4гА4)а>|-®а-сов-со -о 
(и =  у , 3; z =  x, 6) один из ф окусов  луча совп адает  с точкой  A i, 
а т о р с а м и  являю тся  линейчатые поверхности  Ob (I)4 =  O. П ричем, т о р ­
сы со? =  0 вы рож даю тся  в конусы с верш ин ам и  в Ai. Д л я  этой к о н ­
груэнции точка Ai является  характери сти ч еской  точкой  прямой A1A3.

Рассмотрим два  класса сем ейств  К (3,6). Семейства коник /( / (3 ,6 ) ,  
характери зуем ы е натуральны м и уравн ен и ям и  C36 =  О, сущ ествую т 
и определяю тся  с произволом  одной ф ункции шести аргументов. 
Они имеют сл ед у ю щ и е  характеристические  свойства- линия 
( АзIoo1=(о2=со̂«= (D4̂ co5=O я в л я ется  прямой линией, совпадаю щ ей с п р я ­
мой A3Ay-; линия (Ау)^-^=®3=а)4-а>‘5=о вы р о ж д ается  в точку; ко н гр у ­
энция коник со2 =  (O3 =  со5 =  ш| =  0 я в л я е т с я  голоном ной  конгруэн­
цией; н егол о н о м н ая  конгруэнци я  прямы х (Лу-Л3)Ші=ш3=оо4=со5=о в ы р о ж ­
дается  в линейчатую  поверхность , касательные плоскости к которой 
в точках Aj и A 3 совпадаю т с плоскостями Ay-A3A4 и A 1A2A 3 с о о т ­
ветственно.
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