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Определение потенциала в однослойном диэлектрике кольцевого 
сечения (длинная труба из диэлектрического м атери ала) ,  при з а д а н 
ном распределении потенциала на окружностях граничных поверхно
стей, непосредственно сводится к решению внутренней задачи Дирихле 
для кольца. В литературе [1] этот случай рассмотрен достаточно под
робно, решение записано в виде тригонометрического ряда и даны 
формулы для  определения его коэффициентов.

Д л я  двухслойного и трехслойного диэлектрика подобное решение 
задачи в литературе отсутствует и готовых формул для определения 
указанных коэффициентов нет, в то время как  в связи с конструиро
ванием и исследованием электростатических генераторов цилиндриче
ского типа и некоторой другой электрофизической аппаратуры, общее 
решение этой задачи приобретает определенный практический интерес.

В настоящей работе найдено распределение потенциала в каж дом 
из слоев трехслойного диэлектрика кольцевого сечения в общем слу
чае, т. е. при произвольном соотношении радиусов граничных поверх
ностей, электрических проницаемостей сред и произвольном виде ф унк
ций распределения потенциала на крайних граничных поверхностях.

Рассмотрим диэлектрик, представляю щ ий собой длинную трубу, 
состоящую из трех концентрически расположенных слоев из р азли ч 
ных диэлектрических материалов с электрическими проницаемостями 
вь е2, е2. Сечение такой трехслойной трубы показано на рис. 1.

П олагаем , что осевая длина трубы достаточно больш ая сравни 
тельно с внешним диаметром сечения, так  что поле можно считать пло
скопараллельным, свободные заряды  в диэлектриках и на разделяю 
щих их поверхностях отсутствуют, разделение потенциалов по о круж 
ностям крайних граничных поверхностей задано  некоторыми ф унк
циями

U1 -  т (г і; 0) и U 4 =  cP(г4; 0) (1)
Потенциал в каж дом из слоев диэлектрика определяется уравнением
Л а п л аса

Дс?(і) =  0, (2)
где і =  1, 2, 3 — номер слоя.

Р еш ая  уравнение (2) методом разделения переменных, получаем 
выраж ение для  потенциала в виде тригонометрического ряда [1]
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Рис. I.

ср(')(г; Ѳ) =  A0(i)lnr +  В0(і) +  2  [(AK(i)rK +  BK(i)i - K)cosk6 +
к - 1

+  (C K(i)rK +  D K(i)r~ K)sinkÖ]. (3)
Это решение справедливо для любого слоя.
Д л я  нахождения постоянных в уравнении (3) разложим в ряд 

Фурье граничные функции

П риравнивая коэффициенты при косинусах и синусах в уравнении (3). 
записанном для первого слоя ( і= 1 ) ,  соответствующим коэффициентам 
тригонометрического ряда (4), а коэффициенты при косинусах и си
нусах в уравнении (3), записанном для третьего слоя, соответствую
щим коэффициентом ряда (5), получим шесть уравнений.

При г =  T1 При г-=г4

Остальные двенадцать уравнений получаем из условия непрерывности 
потенциала и равенства нормальных составляющих вектора электриче
ского смещения на границах раздела диэлектриков.

U 1(Q) =  +  ' y  ' ( a J + o s k Q  +  l y ^ s i n k Q ) ( 4 )

и  4 ( 6 )  =  " - +  +  \ ^ ( « K ( 4 ) c o s k ô  +  ß K ( 4 ) s i n k 6 ) . ( 5 )

(Ю) 

( П )

( 9 )

57



При г =  r2
<P(1) I r =  r2 =  Z >  I r “ r2.

При r =  r3 
(12) cp(2) I r= r3 =  <P(3) I Г-Г;

(Jtp(I) I

r=r.
<jcp(2) (13)

d j )
dx X = X-

d+3)
3 dx

(14)

(15)
Ir—Гз*  I r= r2

П риравнивая почленно коэффициенты при синусах и косинусах, а 
такж е негармонические составляющие в уравнениях (12) — (15), полу
чим остальные двенадцать уравнений для определения постоянных. 
Эти последние уравнения получаются простыми, и мы их здесь не 
приводим. Р еш ая  полученную систему и вводя приведенные электри
ческие проницаемости

2 к
£12 = Ч + £ і )  - -  (S 2 —

£21 =  (S 2 + S i)  - -  (®2

£34 — (s2 + S3) - -  (S 2 —

е43 =  (S 2 + £з) -  ( S 2 -

1*2
Го Ѵ2к

2к

находим следующие значения постоянных при косинусах: 

Z W e 3 -  акО>Гі *

А Г  =

. \2к
(S2 +  sI )®43 +  (S2 — £l)S3 l ( z _ |

г З К С р   г  2К р  рг4 ^12-34 ■ r I w21-43

*К(4)Г4К (S2 +  е3 )®12 +  ( £ 2 — s3)s21
2к

- Z Z 1V s 2

Г4- К®12£ 34 —  I j  ”KS21 S43

Остальные постоянные при косинусах выражены через Ак(1) и Ак<3).
D (1) _  я (I)r К _  Д (I)r 2К. D (3) =  д (4)r К _  Л (3)r 2К.u K К 1I -rtK 1I > ljK К ‘4 ' 4K *4 >

-2К
A kO =  - Ѵк 2s,

В (2) =  — ° к 2

А к <|)Г22к(е 1, +  S1) +  ВкО(в2 -  S1)

Ak“ V k(s2 -  S1) +  BK<"(S2 +  S1)

Постоянные при негармонических составляющих записываются 
в следующем виде:

А0(1) =  - «о<4) -  «о(І)

In +  —S- In г4 — In
Го

О)
Ао(2) =  - г -  Ао(1); А0<3> =  Ѵ Ао(1>. Во01 =  V  -  A0fllInr1;C-O Co Zj

В0(2) =  А0(|)(1п г2 —An(l)lnr<.

Постоянные при синусах C1kW и DK(i) записывать отдельно нецеле
сообразно, так  как они очень просто получаются из соответствующих 
выражений для  постоянных при косинусах Ак(і) и BkW. Чтобы записать 
формулу для CkW, достаточно в выражении постоянной AkW (относя
щейся к тому же і-му слою) заменить а к(1) на ßKh), а а к(4) на ßK(4).
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Совершенно аналогично из постоянных Вк(і) получаются DK(i).
Д л я  двухслойного диэлектрика потенциал в каж дом слое такж е 

определяется выражением і(3) (і =  1, 2).
Д л я  определения постоянных в этом случае можно воспользовать

ся записанными выше формулами, заменив во всех выражениях г4 на 
г3 и приравняв 83 и е2.

Необходимо отметить, что быстрота сходимости ряда (3), опреде
ляющего потенциал, зависит в основном от формы кривых, задающ их 
распределение потенциала на крайних границах. Полученные форму
лы достаточно просты для расчета полей с применением математиче
ских машин. Они могут быть использованы такж е для оценки точно
сти приближенных методов расчета.
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