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При изучении статистики случайной среды с использованием ве­
роятностно-геометрической модели заполнения трехмерного простран­
ства системой выпуклых тел методом случайной секущей возникает не­
обходимость оценки моментов случайной хорды в телах заполнения
[1]. Д л я  практической цели обычно можно ограничиться первыми дву­
мя моментами.

В настоящей работе рассматриваю тся вопросы методики расчета 
моментов случайной хорды в выпуклом теле и приводятся оценки пер­
вого момента для  некоторых тел элементарной формы. Пусть имеется 
некоторое выпуклое тело T и множество случайных хорд /  в этом теле. 
Множество случайных хорд в свою очередь можно рассматривать  как 
порождение множества всех линий J в трехмерном пространстве R3i 
имеющих хотя бы одну общую точку с телом Т. В свою очередь, мно­
жество J есть подмножество множества всех линий в R3.

З ад ать  линию в R3 можно системой двух уравнений

П арам етры  р\, р2, qi и q2 образую т в совокупности параметричес­
кое пространство P множества линий. П араметрическое пространство 
P однозначно определяет множество линий в R3.

Элемент меры пространства Py инвариантный относительно груп­
пы вращ ений и перемещений в R3, определяется выраж ением [1]:

Д л я  расчета значений случайной хорды необходимо определить меру 
множества Р\  являю щ егося подмножеством P и соответствующего 
множеству линий Iy секущих данное тело Т. Формально это можно сде­
лать  путем решения системы

( 1)

dP =  (l  +  Pi2+ p 22) 2dp1dp2dqldq2. ( 2 )

(3)
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где F (х, у , z ) = 0  уравнение поверхности тела T, и исследованием об­
ласти, внутри которой корни системы Z i ( х и  У \ )  и Z 2 (х2, у 2)  веществен­
ны и различны. Равенство корней друг к другу соответствует множеству 
касательных к телу Т. Д лин а  хорды определится как  расстояние между 
корнями в R3. В результате среднее значение хорды определится вы ­
ражением

I= -L -Г IdP',
OT(P7) J  ’ (4 )

т(Р' )

где т(Р ' ) — мера параметрического пространства P ', соответствующего 
множеству случайных секущих. Аналогично определяются остальные 
моменты величины /. Величина меры множества P' определяется топо­
логическими свойствами тела Т. В частности, доказано, что для выпук­
лого тела поверхностью 5  [1]

m(P' )=— KS. , (5)
2

И спользовать описанную методику в общем виде для практических 
расчетов весьма затруднительно. Поэтому обычно прибегают к следую­
щему приему. Строят вначале подмножество секущих, соответствующее
некоторому выбранному направлению п. М ера этого подмножества, как  
нетрудно определить, равна

d F  = —L / 7 (n)du,(6)
2

где F (п)— площ адь проекции тела T на некоторую плоскость, перпен­
дикулярную направлению п, и do> — элемент телесного угла. Тогда пол­
ная мера множества секущих определится выраж ением

Ci I г*

m (P' )= \dF=-J - \F(n )d io=2r ,F .  (7)
2  „

Среднее значение хорды определится интегралом

I= Î L f  f ldF(n)du>.  (8)
MP')  2 j  j  

Нетрудно видеть, что

lldF(n)=V(9)

И

7 ( Л ) .  F(H) =  V9 ( 1 0 )

где V — объем тела и 1(п) — среднее значение случайной хорды на мно­
жестве секущих, параллельны х данному направлению п. Откуда с уче­
том (5) можно записать два важ ны х соотношения:
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где F — средняя проекция тела на плоскость в направлении п при в р а ­
щении этого тела относительно этой плоскости.

Вычисление среднего значения случайной хорды и ее моментов бо­
лее высокого порядка является  весьма сложным и трудоемким д аж е  
для тел элементарной формы. Однако в ряде случаев можно обойтись 
оценками указанны х величин. В частности, используя соотношения (10),
(11), (12), можно построить для среднего значения / ряд оценок для 
тел элементарной формы.

Пусть выпуклое тело объема V вращ ается  относительно вектора п 
и плоскости проекции, перпендикулярной к п. Тогда величины 1(п) и
F (п) будут меняться в зависимости от ориентации тела в пространстве. 
О днако произведение этих величин остается при этом постоянным и 
равным объему V, как  это следует из (10). Поэтому если возможно 
определить для данного тела наибольшее и наименьшее значения орто­
гональной проекции на некоторую плоскость (т. е. Fmax и L min ), то для 
I справедливо неравенство

В соотношении (13) равенство достигается для ш ара, у которого
L (n) = c o n s t  для  всех положений в пространстве относительно плоско­
сти проекций.

В качестве примера можно рассмотреть эллипсоид, для  которого 
Fmax = л а 6  и L min =лЬс  при полуосях, удовлетворяющ их условию 
а > 6 > с .  Д л я  такого эллипсоида из (13) имеем неравенство

Д л я  выпуклого тела произвольной формы можно построить ни ж ­
нюю оценку для I, используя следующий факт: для выпуклого тела пло­
щ адь проекции L в любом направлении удовлетворяет неравенству [2]

F1 max
< * < F

1 min
(13)

3

4 _  4
с <  /  <  а.

3
(14)

Д л я  куба с ребром а

соответственно

(15)

F 2< F t2+ F 22+ F 32, (16)

где Fi, F 2, F 3 — соответственно значения проекций этого тела в трех 
взаимно перпендикулярных направлениях. Откуда нетрудно получить 
нижнюю оценку для  7, а именно:



 v _ _____
V F Z + F A + F , 2

(17)

Равенство в (17) достигается для плоской фигуры, поэтому оценка
(17) тем точнее, чем более вытянуто тело относительно какой-либо из 
осей или направления.

Д л я  выпуклого тела объема V можно построить верхнюю оценку 
для среднего значения случайной хорды, используя замечательное п а ­
раметрическое свойство ш ара, которое заклю чается в том, что среди 
всех выпуклых тел данного объема шар имеет наименьшую поверх­
ность [2]. Тогда из (11) следует верхняя оценка для среднего значения 
случайной хорды выпуклого тела

(18)

где /0 — среднее значение случайной хорды в шаре объема V. О бъеди­
няя (17) и (18), имеем двухстороннюю оценку для значения L

Т а б л и ц а  1

Значение величин а, в , 
с (для эллипсоида полу­
оси, для параллелепипе­

да стороны)

Значение величи­
ны Г  (для эллип­
соида и для па­
раллелепипеда)

Значение величи­
ны I0 (для эллипсо­
ида и параллеле­

пипеда)

Среднее значение 
величины / для па­

раллелепипеда

а =  1, в = 1 , 0, 7737 1, 3333 1, 3333
с =  1 1, 106 1, 6349

1; 0. 75; 0, 75 0, 6247 1, 1006 1, 0908
0, 9370 1, 3661

1; 0,75: 0,25 0, 5121 0, 9615
0, 7682 1, 1933 0, 9230

1; 0,75; 0,5 0, 3078 0, 7631
0, 4615 0, 9472 0, 6316

1; 0,5; 0,5 0, 4444 0,8399
0, 6666 1,0342 0, 8000

1; 0,5; 0,25 0, 2909 0, 6666
0, 4364 0, 8276 0, 5714

1; 0,25; 0,25 0, 2321 0, 5291
0, 3481 0, 6567 0, 4444

/ ' < / <  + (19)

Приведем значение величины /о, соответствующее телам элем ентар­
ной формы. В частности, для  эллипсоида с полуосями а, й, с имеем

V (20)

для куба с ребром а

I0=

2 1
4 \-НГ - T

а (21)
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и дл я  параллелепипеда со сторонами а , b, с
2 1

Об эффективности полученных оценок можно судить по численным 
примерам из табл. 1.

Н а примере (табл. 1) параллелепипеда, для  которого / определя­
ется весьма просто из (11), видно, что истинное значение I при изме­
нении соотношения размеров тела может быть ближ е к T или /0. Если 
тело более вытянуто, то / ближе к V9 если все размеры  тела ближе друг 
к другу, I ближ е к /0. Если учесть, что вычисление значений I для  вы ­
пуклого тела является  весьма трудоемким и сложным, особенно это 
касается  моментов более высокого порядка, то приведенные оценки 
можно считать вполне удовлетворительными для  практических целей. 
Это особенно относится к величине /0, так  как  при изучении вероятност­
но-геометрических моделей случайных сред, как  правило, приходится 
прибегать к модели заполнения пространства ш арам и  [1]. Если ж е тре­
буются более точные оценки значений / и ее моментов, то они могут 
быть получены путем цифрового моделирования на Э Ц В М  геометриче­
ской модели пересечения случайной линией выпуклого тела. В этих 
зад ач ах  метод статистических испытаний является, очевидно, единствен­
ным универсальным методом.
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