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В настоящей статье  в трехмерном проективном пространстве р ас ­
сматривается многообразие К (1,5) — пятипараметрическое семейство 
невырожденных коник, плоскости которых образуют однопараметриче- 
)ское семейство. Это семейство коник существует с произволом одной 
функции пяти аргументов.  Обозначения и терминология соответствуют 
принятым в [1] — [4].

Поместим вершины Ai ( £ = 1 , 2 )  координатного тетраэдра {Аа} 
(а =  1, 2, 3, 4) в точки пересечения коники С с характеристикой ее 

плоскости, вершину A3 — в точку пересечения касательных к конике 
в точках A ii вершину A 4 — в произвольную точку проективного прост­
ранства,  не л еж ащ ую  в плоскости коники. При этом исключается слу­
чай касания коники С с характеристикой ее плоскости. Дери вац ион­
ные формулы репера {Аа } имеют вид:

dAß = o>ßAct, (I)
где сор формы Пфаффа,  удовлетворяю щ ие уравнениям структуры 
проективного  пространства

D 4  =  [«ТО]. (2)

Зд е с ь  и в дальнейшем условимся считать,  что у, к, і Ф  j \
к ф р ,  m, n, r =  ], 2, 3; тфга; т ф г \  га а, ß, т =  1, 2, 3, 4; X = I ,  2, 

3, 4, 5. По i,j ,  ß не суммировать! Уравнения коники С относительно 
этого репера  имеют вид

(х 3)2 — 2р.*1*2 =  0, л:4 = 0 ,  0. (3)
Формы

Щ,Io3it w4, ыз, <% — 2о)з — In 

являются  главными. Примем из них за базисные сл едую щ ие формы:

cbZ =  ші ,  ®а =  (Os (Oi , (O5 =  (О4.
P

Здесь  и в дальнейш ем используются обозначения  а =  - f  2, х = у ' + 2 .  
Остальные главные формы выразятся  через  базисные в виде

4 А 3 /-.35 Z . /л 35Oii = 0 ,  IOi =  Li (05, W3 =  COx +  Cj CO5,

CO« —  2 (0 §  —  d l n p  =  O k I O i .
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Характеристической коникой Cq [4] называется  такая  коника,  которая  
проходит  через  точку  A3 и характеристические точки коники С при 
Uh = ug =  U1 =  W5 =  0. Здесь  и в дальнейш ем условимся  считать,  что 
g + ,  /, q =  I, 2, 3, 4; g  ф Л, /,  q; к Ф  I, q\ І ф  q. О днопарам етрич е­
ское  семейство коник (¾ =  со3 =  w4 =  w5 =L 0 геометрически х ар ак т ер и ­
зуется  тем, что  для  него точки A3 и A i неподвижны. О днопарам ет ­
рическое  семейство коник W1 =  Co2 =  Wa =  ш5 =  0 геометрически х а р а к ­
теризуется  тем, что для  него точки Al9 A 2 и прямая  A3A 1 неподвижны. 
При выборе в качестве базисных форм их исключаются  случаи п р о ­
х о ж д ен и я  характеристических коник С/ через  точки A i и случаи  
полярной сопряженности  точек  Ai и A3 относительно х арактери стич е­
ских коник С*. Д и ф ф ер ен ц и р у я  внешним образом уравнения (4) ,  
обычным путем получаем с л едую щ ую  систему диф ф еренц иал ьны х  
уравнений внутреннего  локального  объекта  C1 [р9 а1, Cf}  [1]:

оіп р = TZk -  2тс|, 3а1 =  а1 ( +  — тс{),

о а =  a (+j — к і ) ,  о C f  =  CfiTi1i +  тс I — 2тс3), (5)

Sa5 -  ( і£  -  2тс3) ( a 3C f  +  a 4C f )  +  a 3* 2 +  a 4* 1 +  a 5 (тс3 -  тс4) +  2тс3. 

И з  этих уравнений непосредственно заключаем,  что величины р , aq,or qC
Ci являются  относительными инвариантами. Условие Ci =  0 х а р а к т е ­
ризует  семейства коник,  для  которых M =  A i9 где M  — точка ребра 
возврата огибающего  плоскости коник торса.  Условие а1 =  0 х а р а к ­
теризует  семейства коник,  для  которых характеристическая  коника 
С) вырож дается  в сдвоенную прямую AjA 3. Условие а* =  0 х а р а к т е ­
ризует  семейства коник,  д ля  которых характеристическая  коника  Cl
вырождается  в пару прямых AjA3 и A 1A 2.

Величины
_  + C f  _  C f  CTj )2 

' C f  ’ 7 /7 C f

являются  абсолютными инвариантами. Геометрически они х а р ак т ер и ­
зуются  через  сл ож ное  отношение четырех точек  следую щ им образом:

Bi =  (AiAj ; M S i3), Ei = -  2 ( A , + ;  /WSa3), (6)

где Shn — проекция  из точки A n на прямую AmA r одной из т о ч е к  
пересечения  коник С и Ch. Из  (6) вытекают сл ед ую щ и е  равенства:

(A1A3; S 42S 32) =  (A2A3; S 31S 41),

( A 1A 3; S 22S 12) =  (A2A 3; S 11S 21),

(A1A 2; S 23S 13) =  (AiA 3; SjjSij)2,

(A 1A2; AlS33) (A 2A 1; M S 43) =  (AiA3; SxjSv) 2,
справедливые для  общ его  семейства коник / 6 ( 1 , 5 ) .

Исключая  из рассмотрения случаи обращ ения  в нуль относи тель ­
ных инвариантов C f  и а 1, осуществим сл ед у ю щ у ю  фиксацию репера:  
C f —p =  — (Z1 =  I. Если учесть  ещ е условие эквипроективности 
(A 1A2A3A 4) =  1, то получим тс|з =  0. Формы Wß становятся главными и 
можно записать их р а з л о ж е н и е  по базисным формам в виде Wß =
=  Ф а , где C f  =  0.

Поместим вершину A4 репера [Aa) в точку пересечения  пл о ско ­
стей ап, где Cii — касательные плоскости к неголономным поверхно-
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стям,  которые описывают точки  S li, a — касательная  плоскость 
к неголономной поверхности,  которую описывает  точка  A 3 при

Ui1 =  O2 =  C U  =  O (Cx = Clx -  Cf).  ' (7)

При этом исключается  случай принадлежности всех плоскостей ап 
одному п уч ку  плосксстей.  Н еголономная  конгруэнция коник (7) гео ­
метрически характеризуется  тем, что д л я  нее точки Ai и S 13 являются  
точками огибающих семейств прямы х (AiA 3) и (S13A3) соответственно.  
Д ер и в ац и о н н ы е  ф орм улы  (1) полученного  канонического репера 
имеют вид:

dAi =  Ci WxAi -f- OiiAg +  Ci W5A3, dA4 =  C4 сохАа, 

dA3 =  2  (®t+2 +  Cfco5) Ak +  Сз COxA3 -f- Co5A 4,
к

где
Clx -  2 C f  =  -  1, C f  +  3 =  SfCf,

C 4 [V 2 Cl3C f  +  C3 ( 2 C f  - 1 - / 2  C f )  +  / 2  C f  (С5 +  ЗС1,5)] -  

-  (С5 -  С3)] C f  (С4 +  ЗСІ4) -  C f  ( C3 +  ЗСІ3) +  / 2  С3] =  О, 

C3 ( / 2  C f  C f  -  / 2  C f  -  C f )  +  ] / 2  C f  ( С 5 -  C4C f )  +  

+  ЗСз3СІ5+  C f d 3 +  3 C f  (Cl3 — Cl4)] =  О, 

C f C 4 -  C5 +  C3 =  О (Cx =  Clx -  C f ,  о, C f  ¥= 1).
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