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1. В [1] доказано, что комплексы окружностей в трехмерном кон­
формном пространстве обладают тремя, в общем случае различными, 
семействами каналовых поверхностей.

Ниже рассматривается вопрос о существовании семейств канало- 
вых поверхностей, проходящих через окружности комплексов в трех­
мерном евклидовом пространстве.

2. Рассмотрим в трехмерном евклидовом пространстве E 3 трехпа­
раметрическое многообразие окружностей, плоскости которых образуют 
ft-параметрическое, A =  1, 2, 3, семейство (комплекс {ft, 5}). Присоединим 
к каждой окружности этого комплекса_локальный ортонормированный 
репер (Л, е\ е2 е3) 9 начало А  и векторы eh е2 которого поместим в плос­
кости окружности. Инфинитезимальное перемещение репера определяет­
ся уравнениями:

dÄ =  <üaeai dea =  Va eb9 a, ft, с =  I, 2, 3. (I)
где

Vi  =CT- щ, (2)
и формы Пфаффа toa, Va удовлетворяют структурным уравнениям 
Картана [2]:

D u a =  K u ? ] ,  DVa =  [Va Vc]. (3)

Поместим начало А  репера в центр текущей окружности комплекса. 
Тогда уравнения этой окружности относительно таким образом выб­
ранного репера запишутся в виде:

(х1) 2 +  (х2) 2 +  2а0 =  0, х3 =  0. (4)
Систе_ма уравнений окружности, смежной к (4) относительно репе­

ра (Л, еІ9 е2, е3), записывается в виде:
(x1 + d x 1)2+  (x2 +  dx2)2 +  2 (а0 +  dcI0) =  0, (5)

x 3 +  dx3 =  0.
Требуя, чтобы уравнения (4) и (5) определяли одну и ту же ок­

ружность и определяя при этом дифференциалы dxa из условий ста­
ционарности [3]

dxa =  — xb Vb — о)« (6)
точки евклидова пространства, убеждаемся, что шесть форм Пфаффа 
(Di, со?, о)3, Ѳ° =  d a 09 /, / = 1 ,  2, являются первичными формами окруж-
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ности в Е.л. Три формы Пфаффа ш], ш3 определяют положение плос­
кости окружности в пространстве.

3. В дальнейш ем бу д ем  считать, что =  Ѳ£, — R 0° s  Ѳ3, cd* =  ш* 
индексы a, ß принимают h определенны х значений из чисел 1, 2, 3; 
индексы J , ß' принимают все оставш иеся значения из этой сов ок уп ­
ности чисел.

Так как рассматривается комплекс окружностей {Ih , 3}, тс среди 
шести первичных форм Пфаффа Ѳд имеется h линейно независи­
мых форм, определяющих положение плоскости окружности комп­
лекса. Пусть это будут формы ü)a. В качестве остальных (3-h) ли­
нейно-независимых форм комплекса примем формы Ѳа'. Тогда систе­
ма дифференциальных уравнений комплекса {А, 3} запишется в виде:

Л|г 0)ß, @a = ßßü)ß +  Cß'0L ‘ (7)
4. Имеет место следующая теорема.
Теорема. Комплекс окружностей {h, 3} в трехмерном евклидовом 

пространстве E z обладает А, в общем случае различными, семействами 
каналовых поверхностей.

Доказательство. Пусть комплекс {А, 3} отнесен к своему канониче­
скому реперу [4]. Задавая  два соотношения между независимыми фор­
мами соа , Ѳа'. мы цыделяем некоторое однопараметрическое подмно­
гообразие, проходящее через окружность комплекса. Если это подмно­
гообразие является семейством каналовых поверхностей, то две беско­
нечно близкие точки M и M f окружности лежат (при смещении окруж­
ности в каналовой поверхности) на одной и той же сфере с центром в 
некоторой точке

F =  A +  ре3, (8)
то есть

( M - F y, d M ) = 0 .  (9)

Положение произвольной точки M окружности комплекса будем 
определять с помощью угла ср, который образует радиус-вектор A M с 
осью е\.

M  =  А  +  R (еЛ cos ср +  е2 sin ср). (10)
Учитывая, что

d M  =  ех {Ѳ1 +  AR cos ср —  R sin  cprfcp —  Rcof sin ср} +
+  +  d R  sin cp -j- R cos <pc7cp -j- Rcd| cos cp} -j—

+  e3 {°>3 — R u 1 COS cp — Rco2 sin cp} (11)

условие (9) можно записать в виде:

R (Ѳ2 — poo2) sincp +  R (Ѳ1 — pcD^coscp +  рсо3 —  Ѳ3 =  0. (12)

Уравнения (12) должны удовлетворяться тождественно относи­
тельно ф. Следовательно, коэффициенты при эіпф, соэф и свободный 
член должны равняться нулю:

Ѳа — ро)а =  0. (13)

Подставляя значения со а' и Ѳ а из (7), будем иметь:

0а'— - рА|' со? =  0.

Cl' 0 ß ' + ß ß  CD^-pCD“ = 0 .  (14)
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Исключая из уравнений (14) отношение линейно-независимых форм 
Пфаффа, получаем уравнение

B l - - р .  . . B k

B t  . . . B hh - P
степень h относительно р.

Теорема доказана.
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