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Общие конгруэнции окружностей в трехмерном евклидовом прост­
ранстве принадлежат двухпараметрическому семейству плоскостей. Та­
кие конгруэнции окружностей, обладающие кратными фокальными 
точками, изучались в [1] и [2].

Представляет интерес рассмотрение конгруэнции, у которой плос­
кости окружностей образуют однопараметрическое семейство (конгру­
энции {1.2}). В [3] рассмотрены фокальные свойства такой конгруэн­
ции.

В данной работе изучаются конгруэнции {1.2} с кратными фокаль­
ными точками.

I. Основные геометрические образы, ассоциированные 
с конгруэнцией {1.2}

В трехмерном евклидовом пространстве E3 рассмотрим конгруэн­
цию окружностей, плоскости которых образуют однопараметрическое 
семейство (конгруэнцию {1.2}). Выбирая в качестве независимых фор­
мы Пфаффа о 1 и Ѳ° [4], систему дифференциальных уравнений этой
конгруэнции относительно канонизированного репера [5] запишем в
виде:

CO1 =  D1J Cl)! +  ГJ0 Ѳ°, OJ2 =  L21 cd1, ш| =  A31 CD1,
(1)

CO3 =  A0I CO1, ш3 =  Г, (J)1 +  L 0 Ѳ°.

Здесь: Г ю > 0 ,  в силу ориентации вектора е\ репера.
Замыкание системы (1) имеет вид:

+  [dr і0Ѳ°] =  (L0L 11 -  L21L0) К  Ѳ°],
[ r f / > ! ]  =  (L0L21 +  L 0L 11 - L 10L1) К  Ѳ°],

IrfA31CD1 ] =  (L0 +  L 0Af1) [о« Ѳ°], (2)
[^A01COi] =  (CT10 —f™ оА оіЛзі) Ьз ®°L

+  Idr0Qo] =  /V iA 31 K  Ѳ°].
Анализ системы (2) с помощью критерия Бахвалова [6] показы­

вает, что конгруэнции {1.2} существуют и определяются с произволом 2 
функций 2 аргументов.

Координатное подмногообразие © з =  0 является однопараметри­
ческим семейством окружностей, инцидентных одной плоскости. Харак-
82



теристические точки окружности в каноническом репере определяются 
в виде:

л ,
A o 1 ' АЮ

A 2 =  A - F - L e 1 -   L ^ .  (3)
IlO  1 10

Из (3) следует геометрический смысл инварианта F 10 как величи­
ны, обратной абсциссе характеристических точек окружности.

Обозначая через ds =  (F10Oo)JujI 0̂ элемент дуги линии центров 
окружностей подмногообразия <*>J =  0, получим:

к - %  (4)
1 ю

где k —  кривизна этой кривой.
Подмногообразие O0 =  0 является однопараметрическим семейст­

вом окружностей постоянного радиуса, так как dR =  — Ѳ°.R
Рассмотрим некоторые геометрические образы, инвариантно присое­

диненные к конгруэнции {1.2}.
1. Конгруэнция осей (Aei) репера. Один фокус этой конгруэнции 

совпадает с центром окружности и ему соответствует фокальное нап­
равление

<°з =  0. (-5)
Второй фокус совпадает с точкой

F =  T  +  A01Q1. (6)

Этому фокусу соответствует фокальное направление
(A t  +  Г  ]А0І) о>3 +  G0А0іѲ° =  0. (7)

Обозначая через рц абсциссу центра луча конгруэнции (Aei)1 в си­
лу формулы (6), получаем геометрическую характеристику инварианта 
Аоь

Лоі =  2р ц (8)

2. Конгруэнция осей (Ae2) репера. Один фокус этой конгруэнции 
совпадает с точкой

Я =  А +  + е ~• (9)
* О

и ему соответствует фокальное направление (5). Второй фокус опреде­
ляется формулой

F =  Л + U - W  (10)
31

Фокусу (10) соответствует фокальное направление
( A ,Aai -  A0S 1) Wl +  (G10A31 -  A01G0) Ѳ° =  0. (11)

3. Конгруэнция осей (Ae3). Эта конгруэнция является цилиндри­
ческой с собственным фокусом в точке

F  =  A - U i 3i (12)
-At
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которому соответствует фокальное направление

( Л і  Х^~) * 1  +  Г юѲ0 =  о. ( і з )

Обозначая через <р угол между осью е\ и касательным вектором к 
сферическому изображению конгруэнции (Ae3), получим:

A3i =  tg(p. (14)
4. Характеристика однопараметрического семейства плоскостей 

X3 =  0, содержащих окружности конгруэнции, определяется .уравнени­
ями:

X1 +  A3IX2 — A0I =  0, *3 =  0. (15)
5. Огибающая (Mi3) плоскостей х 2 =  0 совпадает с фокальной по­

верхностью, описываемой собственным фокусом (12) конгруэнции 
(Ae3).

6. Радиус-вектор текущей точки огибающей (M23) плоскостей 
X1 =  0 определяется в виде:

M 23 =  A  + ¾  + + - % +  (16)
* о Л * о >

Конгруэнции {1.2.} с кратными фокальными точками.

Напомним [3], что два фокуса Fi и F2 конгруэнции {1. 2} являют­
ся характеристическими точками (3) окружностей, инцидентных одной 
плоскости. Этим двум фокусам соответствует одно фокальное направле­
ние (5). Д ва  оставшихся фокуса

Q  =  T +  - L 8 [ ( Q i  -  A31A) J 1 +  (A01A31 +  A) J 2] (17)
L “Г Л 31

И

F 4 А  +  , д  2 [(Л 01 “Ь a BIa R  +  (A01A31 А) е 2\ , (18)
1 +  A 31

ГДе A  =  V R 2 (Ag! -(_ 1 ) _  Aqi t (19)
являются точками пересечения характеристики (15) с окружностью кон­
груэнции. Фокусу (17) соответствует фокальное направление

и (Аоі +  А ) “Ь A 1 (АоіАзі +  A)] +  F 10 (A01 +  A) Ѳ° =  0, (20)

а фокусу (18) — направление
[ A l  (А01 -  А ) +  A l  (А01А31 -  А)] CO] +  F 10 (A01 -  А) Ѳ° =  0. (21)

Рассмотрим некоторые классы конгруэнции окружностей {1.2}
с кратными фокальными точками.

1. Класс F i0 =  — существует, определяется с произволом 1 функ-
R

ции 2 аргументов и характеризуется совпадением фокусов F4 и F2.

2. Класс Fio =  -— i F 0 =  0 существует, определяется с произволом
R

5 функций 1 аргумента и характеризуется тем, что фокусы F1 и F2 сов­
падают, а поверхность, описываемая этим сдвоенным фокусом^ вырож­
дается в кривую. Так как F 0 =  O, то: а) конгруэнция осей (Ae2) явля­
ется цилиндрической (следует из (9); б) огибающая семейства пло­
скостей Xх =  D является развертывающейся поверхностью (следует из
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(16); в) плоскости x2 =  0 образуют однопараметрическое семейство, 
характеристикой которого является прямая

х хГл + Г 21 =  0, X2 =  O. (22)
Последнее утверждение следует из того, что формы со » (о| , со2,

определяющие положение плоскости I 2 =  O в пространстве, становятся
функциями одного параметра.

3. Класс R2 (1 + Л зѴ ) — Aoi =  0 существует, определяется с произ­
волом 1 функции 2 аргументов и характеризуется совпадением фокусов 
F3 и Fv  В силу (8) и (14) следует, что радиус окружности такой кон­
груэнции равен удвоенной длине проекции отрезка А Ц  оси е\ на каса­
тельную к сферическому изображению конгруэнции (Ae3).

4. Класс Aoi =  R, A3I =  O характеризуется тем, что характеристи­
ка (15) касается окружности конгруэнции в точке

A L =  А~+ ReI  (23)
Из системы (2) следует два конечных соотношения: Г0 =  0 и Lio =

=  — . Следовательно, точка (23) является счетверенным фокусом кон- 
R

груэнции {1.2}. Конгруэнция осей (Ae3) — бицилиндрическая. Этот 
класс существует и определяется с произволом 3 функции 1 аргумента.

5. Класс L i o =  ~  ’Аоі =  R  характеризуется тем, что фокусы L b
R

L2, L4 совпадают. Из четвертого уравнения системы (2) следует: 
L0A3I =  0. Если L0 =  0, то точка (23) является счетверенным фокусом. 
Если A3I =  O, то рассматриваемый класс существует и определяется 
с произволом 4 функций 1 аргумента. Касательная к фокальной кривой, 
описываемой строенным фокусом этой конгруэнции, располагается 
в плоскости окружности конгруэнции.

Отметим, что если фокусы L b L2, и L3 совпадают, то точка (23) всег­
да является счетверенным фокусом конгруэнции {1.2}.
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