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В этой статье изучается вопрос об оценке по модулю Е-функции 
М ак-Роберта [1] для комплексного переменного в области z >  0.

1. Пусть параметры Е-функции М ак-Роберта ([1 ] .  ctP- 200)
E  =  (а,,..., ар, I : P1,.., [z] =
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удовлетворяют следующим неравенствам:

Qi1 > . . .+ >  I p >  I , P1 ] > . . . ] >  pg;

F )  , p >  I ( I )

(2)
ap-q+1 <  Pt <  2ap_î +i <  2ap;

тогда для функции (I)  имеет место теорема.
Т е о р е м а .  Модуль Е-функции М ак-Роберта (1),  параметры кото­

рой удовлетворяют неравенствам (2), для > 0  меньше следующей 
суммы:
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании ([1 ] ,  стр. 201 (3) и стр. 72
(10), (12)) представим Е-функцию М ак-Роберта (1) кратным инте­
гралам

i

E [г] = Ip = - -----------------------    f  XР Г (р, —  ар_?+І)...Г (р —  ар)
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X  ( 1  — t ) "  ap~ l dt./ р - « - ! ! - '  ( I  —  1 C f s X

OO

X r * p - q - 1 е~т dr.. .  J  г/“*-1 +  U / j (4)

V U
Последний интеграл равенства (4) ввиду ([2], стр. 144) и ( [3 ] ) ,  

стр. 28) представим в виде суммы подходящей дроби и функциональ­
ного ряда:

‘ + у  --------------- mL b ---------------- 1 ;
ТО (äl)m +l Q2ra(2|) Q2m +2( + )  _

E [2] =  /р_, Г (a,) 1(1 +  -4
m - 1

2, = («*) =
Г ( CL +  ОТ)

(5)

o.xw . . . t  Г (а)
Модуль второго слагаемого правой части равенства (5) вычис-

V K p1 — i)...(pg -  i )ляется до конца и равен
а, («! — 1 ) . . . ( ¾ -  1) 

R e z ^ - O  в статье ([3], стр. 28) получено

ТО_ Hj  <  ТО
(aI)/72 + 1 I Q2m (z) Qÿm+2 (Z) j (ai)m-f2

ввиду того, что для

т = 1

1

(а і -  1):
(6)

Модуль первого слагаемого правой части равенства (5), если от­
бросить множитель Г(а і ) ,  равен модулю следующей Е-функции:

I p - 1 1 - (7)

Последний интеграл вида (5) функции (7) опять разложим в цеп­
ную дробь и представим двумя слагаемыми согласно равенству (5) и 
т. д. После р—^-кратной замены интегралов вида (5) двумя слагаемы­
ми согласно равенства (5) и полного интегрирования вторых слагае­
мых получим

i
O t i . . . clP - Q ds  =

J  _ Г (aP S l )  Г (Рі — gp-g-и) Г Z1 __ +..Лр-д + \И..Л у 1 
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(8)

так как последний интеграл левой части равенства (8) ввиду ([4 ] ,  
стр. 312 (3)) и ([5 ] ,  стр. 21) представляется подходящей дробью и ос- 
тактом в виде функционального ряда.

Модуль второго слагаемого равенства (8) вычисляется до конца 
и ввиду неравенств (2),  равенства (4), (ф5], стр. 24) и неравенств (12) 
равен следующему выражению:

2 ! Z j (pt ■ CLp_ q + \) P1 (р2 — 1).-.-(P̂r 1)

T i  = ---------------------------------------------------------------------------------------
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житель
Модуль первого слагаемого равенства (8), если отбросить мно- 

Г(«г).;.Г'(ар̂ +1)
 — — ——  , равен модулю следующей Е-функции

г  (Pi )

Iq-X PlZE ( a p_ Q + 2 , . . . ,  CLp4 I : P2, . . . ,  Pq '-'
V a i ,.. Cbp—q -у X

(10)

Внутренний интеграл функции (10) также разложим в цепную 
дробь и представим двумя слагаемыми согласно правой части равенст­
ва (8) и т. д. После q— 1-кратной замены интегралов вида (8) двумя 
слагаемыми и полного интегрирования всех слагаемых с учетом ра­
венств (8) и (9) окончательно получим равенство (3), что и требова­
лось доказать.

2. Докажем теорему о неравенстве многочленов.
Т е о р е м а .  Если корни многочлена Q2Zc+2 (2 ) разделяются корня­

ми многочлена Q2к (г), т. е.
Q 2k (Z) =  ( г +  P1M z f f t e),

Q2/C+2  (z) — (z +  OC1) . ..(z +  Я/c + l), к =  I, 2,... (11)
Po =  aI >> Pl ^  a2 ^  •••> (JK >  P8; ]> Gbc + 1 =  ßzc+l >  0,

то относительно этих многочленов имеет место неравенство
I Q2H+ 2  (г) I > . |  Q2k (z) 11 z +  a |, a ßi-.-ß««,

Rez Wо, Ctj >  a >  aÄ+1. (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Непосредственным вычислением нетрудно 
доказать, что неравенство (12) справедливо для двух множителей, т. е.
lz +  c | | z  +  d | > | z  +  a | | z  +  H  ab =  cd, 0 < a < 6 < d ,  0. (13)

Пусть ß ; - i > a > ß b  I =  I , . . . ,  к ’+ 1, тогда на основании неравенств
(11) и (12) получим следующие неравенства:

I 2 +  aI 11 2Ь a2 I +  I ~Ь Pi I 2 +
а, а1'-2
Pi

аі >
Qt1Qt2

T T
>  Ct;

2 +
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P l-Pz-I
aI - -aZ

2 +  Otj4-I j W l 2 Pz-.-Pk

0tZ +  2 - - - 0 t K  +  l

>
ot,...a;+i Pz--P k

P l- P / - .  P1-Pz-IOt 

P«-.P k

OCl+. 2»  • *a zc +  l
> P z (H )

2 +
be+1

2 +  «zc+1 I 2 +  Pzc—I I I 2 +  Pa; I»

I >  >  ^ ti
V a«+l

Перемножая левые и правые части неравенств (14) и сокращая 
обе части полученного неравенства на равные множители, мы получим 
необходимое неравенство (12), что и требовалось доказать.

3. Д ля Е-функции имеет место следующее рекуррентное соотноше­
ние:

£ ( aI,..., V  P1,— ,рв-:-2) =  Sk-I (2) +  R k-I(z) =
(IS)

=  Sk-I(z) +  ( ------- )  E  (otj +  к,.. . ,  Яр +  I Tp1 +. к,. .. ,  pç +  1 +  : z).
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Соотношение (15) легко проверяется путем подстановки ряда (1) 
вместо E -функций и сравнение коэффициентов в левой и правой частях 
равенства при одинаковых степенях z~n, где п =  к , / с + 1 . , . .. Если па­
раметры функции, расположенной в правой части равенства (15), удо­
влетворяют неравенствам (2), то формулу (3) можно применить для 
оценки этой функции, а это равнозначно оценке остаточного члена 
Rk-I (z)  частичной суммы S k - 1 функции (15).

Функция Ломмеля ([5 ] ,  стр. 50 (72)) представлена следующей 
функцией Мак-Роберта:

у - . E  [ L z J - P- , ' + ^ 1- J i ,  1 к і 1 ’

C T  (Z)=  - L  2  2  4
1 I + V

2 2
—  2 <  [А <  — 1, 0 <  V <  I ,  V +  р <  — 1. (16)

Ввиду равенств (3), (15), и (16) функцию Ломмеля можно пред­
ставить суммой отрезка ряда (1) и остаточного члена:

CT-W I - vCTJ U  I  1 
V 2

1

x

X

1 (2  к — 1 —  р):
+

г | 2 ( 2 к — р)
I -j- V —  р

+ Kh(
(17)

Например, в равенстве (17) для р, =  —2, ѵ =  0, г =  20, к =  9 ос­
таточный член A9 <0.00000000015.
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