
ИЗВЕСТИЯ
ТОМСКОГО ОРДЕНА ОКТЯБРЬСКОЙ РЕВОЛЮЦИИ И ОРДЕНА 

ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА им. С. М. КИРОВА

Том 228 1974.

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  О П Т И М А Л Ь Н О Й  П Е Р Е Д А Т О Ч Н О Й  Ф У Н К Ц И И  
С И С Т Е М Ы  С Т А Б И Л И З А Ц И И  Л Е Т А Т Е Л Ь Н О Г О  А П П А Р А Т А  

П Р И  Н А Л И Ч И И  В Н Е Ш Н И Х  С Л У Ч А Й Н Ы Х  В О З М У Щ Е Н И Й

А. А. ЧАПКОВИЧ

(Представлена научно-техническим семинаром кафедры 
гироскопических приборов и устройств)

Рассмотрим установившийся режим работы системы стабилизации, 
представленной на рис. 1. Среднеквадратическое значение выходной 
координаты системы стабилизации Gh определяется воздействием двух 
случайных помех на систему: помехи в управляющем сигнале n( t )  и 
возмущений от порывов ветра f( t ) .  Будем далее считать заданной струк
турную схему системы и элементы системы W\0(p ) f W \(p ) f W2(P)f 
W6(p )y W6(p )y W1(P)y IF8(/?), IF9(/7), а также характеристики помех. Как 
известно [1], дисперсия сигнала на выходе системы определяется выра
жением

f  IKJ1(Zw)I2S eW t M -  J (i)

В этом выражении S n(о) и Sy (Co)— спектральные плотности по
мех, a Khl (/©) и Ka3 (j©) — частотные характеристики замкнутой 
системы, и соответствующие передаточной функции имеют вид

W p. ,  (P)
K a 1( P )

1 + ^ р .с  .(P)
(2)
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где

w  ( ) _  Щ рЩ рШ рЩ рЕ А рШ рШ р і  (3)
р l +  tt71(p)U72(p)W'з(p)W'4(F)+¾^,1(p)U/2(F)W,зU)W75(p)W'6(p),

И

Kk(P)
Z z ^  W 10(P)W7(P)W

1 +  W7p c ( р )

= W  10(P)W 7(p)W M l - K l ( P ) I  (4)
Из рассмотрения выражений (1) и (4) видно, что влияние помех 

n( t )  и f ( t )  на величину а 2 противоречиво, и соответствующим выбо
ром корректирующих элементов системы W4(p), W6(p)  и W9(p)  можно 
добиться минимума среднеквадратического значения выходной коорди
наты системы. Наличие нелинейностей в системе весьма существенно 
влияет на ее точность. Поэтому учтем тенденцию к насыщению в эле
менте W3(p)  системы. Д ля дисперсии сигнала x ( t )  на входе элемента 
W3(p)  имеем

+ = f  И /(O)I2SnH  do)+ Г dû). (5)
О О

Передаточные функции системы, определяющие частотные характерис
тики K l  О'со) и Kfx,( j со), имеют вид

K l l( P ) = K l ( P )  1 - , (6)
W 3(P)W3(P)W7(P)W8(P)

K i ( P ) =  Q 1R R  . K l  (P). (7)
W 3(P)W3(P)

Проведем далее определение оптимальной передаточной функции 
замкнутой системы по минимуму среднеквадратического значения вы
ходного сигнала O h при учете тенденции к насыщению в элементе W8(p)  
системы, не накладывая ограничений на структуру корректирующих 
элементов W4(p), W6(p)  и W9(p).  Принимаем за искомую передаточ
ную функцию

K ( P ) = K l ( P ) ,
тогда

K l ( P ) = K ( P ) W 01(P),
F y2(P)=ZC(P)^0 2(P), -, (8 )

Fl(P)=UX02(P) [1 - K ( p ) W 01( p ) \

где

W M  =  W 3(P)Wb( P ) W A P W s i P l  
W  O2( P ) = W  M W  Ap)Ws(p) .

Как и в [2, 3], согласно методу множителей Лагранж а, составим 
функционал

Z= f  {\Kl(Y)\2SnY)+\Ki(HfS
О

+ p r a / “ )laS * (® )+ p K (/« ) ) l2S>(®)} <*■>, (9)
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где p — неопределенный множитель Лагранжа.
С учетом (8) выражение (9) перепишем в виде

I =  f  { F 01(/®)|2|/C(/<»)l2^ ® ) + |^ o , ( / œ ) l 2l l - K ( /® )W o i( /® ) T S /H +
О

+ P \ K ( j M ) \ 2S n( u ) + p \ W 02(ju>)\2\ K ( j u ) \ 2S f ( v ) }  d u .  ( 1 0 )

Образуем функцию сравнения /((/©) +Л(/со), близкую к /((/со), где 
г](/со)— произвольная вариация. Подставляем эту функцию в выраже
ние (10) и получаем

/+87= J {IlV01 (/о>)12|/С(/ш)+Tj(j +)|2S » +
О

+ F M(/<»)l2|l-[ /C (/® )+4(/«>)]V oi(/“>îlaS /(® )+
+ Р І ^ 702( /« > ) І 2 1 А ' ( / « > ) + ^ ( / ш ) 1 2 ^ ( о > ) + р | А Г ( / ш ) + - у і( / ш ) | 2 5 /г( ш ) }  ûf(0. ( 1 1 )

После соответствующих преобразований находим первую вариацию 
функции /  и представляем далее ее в виде

8 7 =  j  7 j ( — / u ) ) { 7 ( ( / ( o ) [ | W ' 0 1 ( / a ) ) l 2 5 n ( ü ) ) + p | l V 0 2 ( / ( ö ) l 2 S / ( ( u )  +

О

+  р5л(о>) +  |ИЛ02(/ш)+|и^01(/ш)р5 / (<о)] —1Û 02(/«»)PW01( —/о)^/«»)}^«»+

+  f  + 7 + ) { / ( ( - 7 + ) [ |  I V 01 ( / ® ) l 2 5 n ( a > ) + p | U 7 0 2 ( / ( » ) | 2 S / (cU) + p S „ ( ü) )  +
О

+  |V^02(/^)|2lV̂ 0l(/co)r2S/ (co) — lUL02(/o))[2V̂ 01(/^ )S / (co)} tfco.

Сумму в квадратных скобках можно представить в виде произве
дения двух сопряженных множителей

-Foi(7+)|25 „ (« > )+ p |ro2(/ü))|25 / («))+pSn(«>)+

+ I  \T 02(/«>)!2F oi( » | 2+ ( р ) = + 7 + ) + - 7 + ) .

Для вариации тогда получим
F 02(Zcd)I2 IV01 ( - / ( O ) S r (CD)

87 -  I  + - 7 + ) + - 7 + ) TC(Zw) + /+ )

+  I + 7 + )+ 7 + )
О

7 ( ( - 7 + ) + - 7 + )

Ф(—7+)
F o2(7+)IW01(/+ )+ ( (і)

'K/+)
dco.

J(0 +  

(12)

Представим далее 

ющих:

F q2(Zp)I2 Fn (-7+)++)
+ —7+) 

F o 2 ( 7+ ) | 2 F + “ / + ) + ( c d

как сумму двух составля-

+ —7+)
)То2(/со)|2ІѴоі( - 7 + ) + ( р )' 

+ —7+)
+

IH7 02 ( 7+ ) 12IT01 ( 7+)+((°)

. + —/+)
(13)

из которых одна составляющая

F q2(Z p )I2 ) Г 01( - / р ) + ( р )
'+ —/+)

имеет особые точки в верхней полуплоскости комплексной переменной, 
а вторая составляющая
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[W02( V) I 2W o f - h )  Sf V )

I *
à ff.

ЦГ*Т §вШ9о9§А

А - j  w)

в нижнеи полуплоскости. 
Аналогично представим

IW02(Zw)I2 Wol( V ) S fV )

H i О)
IiVo2(Zw)I2 IV01(Z(O)Uy(O))I HIV02(Zw)I2 IV01(Zto)Sy(O))

Ы 1

(14)
tKZ0O J+  1 L Ij(Zw) J -

Подставляя (13) и (14) в (12), получим выражение, которое при
водим к виду

8 / =  J' ѵ(—]'шШ — Zw) F(Zw)Ij(Zw) ̂ w-
о

Iiv02(Zto)I2 iv01( - Z w) s y(«o
— J 7JI- Zw) tK -Z w)

— I vJ (—Zw ) tV (—Zw )о

# Jj( V w)
|lVo2(Zw)|2lV oi(-Zw)F y(t»)

Ф(—Zw)

+  J  7J(Z0OtKZw) К (—Z0OtK -Z wV w-
о

J i v 02(Z w)I2 I V 01(Zw) V u))

d û ) ----

dco +

OO
— I 7I(Zw)Jj(Zw)

г“ г- M / -  J F o 2(Zw)I2 IV01(Zw) V u7) 
- J  7J(Iw) tKzw) [  ^ y -

dû) —

do). (15)

Интегралы j  7K - Z w) 'К“ / 03)
02(/ (А))12 01 ( / 0OS/CcoJ

и f 7J(Zw)Jj(Zw)
О

1K - Z w )
F o 2(Zw)I2IV01(Zw) F y(O))

do)

Jj(Zw)
do) равны нулю,

так как все особые точки подынтегральных выражений находятся в од
ной полуплоскости. С учетом этого (15) имеет вид

F o2(Z°OI2iv 01( -Z ( o) V w)
5/ — J  7î ( — Z w)Jj( — Zw ) TC(Zw)Jj(Z w) tK -Z w)

+  J  7J(Zw)1KZw) {TC (—Z0OtK -Z 0O —

dco.
IV02(Ztu) I2 IVp1 (/ü)) S y(to)

' K Z w)
(16)

Если функция K(jiù) является действительно оптимальной, то ва 
риация б/ должна быть равна нулю при любых вариациях тЦ/со). От
сюда следует, что выражения, заключенные в фигурные скобки правой 
части уравнения (16), должны быть равны нулю, т. е.

ZC(Zo))'KZw)
IlVo2( Z w)I2 1 У 01(-- Z w) S y(O)) 

J)(—Zto) =  0, (17)
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TowcK-4, 
f * .  Белиыског*. SI

   I , /  < . I 4 |"|и^02(/ш)|2ѴГ01(/ш) 57(u))-|
K i - H  И - П  -  [ ------------ ш -------------] _ = о .  (18)

Из выражения (17) получим, что оптимальная передаточная функ
ция системы определяется следующей формулой:

F o 2(Zo))! 2W 0J - ] * )  S M
K U  о) 2 - - Р7 CO ^ L<!>(/ ш) 'K - Z w) , (19)

Определив /С(/со), по выражению (8) определяем интересующие 
нас передаточные функции замкнутой системы.

Множитель Л агранж а р выбирается так, чтобы удовлетворить ус
ловию ограничения координаты x ( t )  на входе звена W3(p),  и при этом 
выходная координата системы будет минимальной для принятого зна
чения ограничения величины ахШ

Рассмотрим решение задачи при определенных спектральных плот
ностях помех и параметрах заданных элементов системы, полагая толь-

1ко для упрощения W 10(p) =
V

Тогда получаем

SfH  =

5 n ( tU) + ° 2

W 0Qp) =

а2_|_й2 +  си2
Я co4 + 2 ( u 2( a 2— Q 2) +  ( a 2+  Q 2 ) 2 ’

Ikc V

P 3 ( Fe P 2+2£c7'c P + 1 )
; W0Q p )—

P(F*P +  1)
Определим функции ф(/^) и ф( —/со):

ф(/си)ф( — /ш) =
R v 2 O1n —— ( GC2 - j -  Q2 -|- (U2 )TT

cu6[7'c«)4+o)2(« c F c -2 T c )  +  l][cu4+2<u2(a2- Q 2) +  (a2+ Q 2)2] 

. 2 L

+

+P
7 7Г V

І02(ТѴ CO2+ 1 ) ! + to2I f

+ P
а2 —  (a2+ Q 2+ + )

0)4+2+(*2- Q2) +  (<X2+ Q 2):
+

+
#2 rr ч2 L Lc V Qf —

TC

( Г 2 + + 1  )  [ TV + ® ’ ( 4 g  7 1 — 2 7 1 ) + 1  ] f 1 + + ’ ( у  ) 2 ]

(20)
COt

Ввиду сложности выражения (20), дальнейшее рассмотрение целе
сообразно провести, задавшись определенными значениями параметров 
заданных элементов системы и соотношением между дисперсиями 
помех:

O2n = 4  м2;а  =  0,3925; 
о2 = 1  м2/сек2; £2 =  0,78511/ сек;
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k c = 0 ,4 7 8 ; 1,37 сек;
Tc =  0,79 сек; 1 /= 7 8  м/сек;  

I c = 0 ,685 ; L = 1 4 0  м.

Д л я  случая р = 1  получаем:

где

Ф (/«*») L(/co)

Л ( /ш ) = 1,08(/0)+2,24)( (/(о)2+0,672/ш+0,378] [ (/ш)2+  
+ 2 , 1 2 / ( 0 + 1 ,28] [ ( / ( 0 ) 4 3 , 6 7 / ( 0  +  5,2] 1 ,44/(0+5,155];

£ ( / “ ) =  ( / ( 0 ) 4[ Г с ( / ( 0 ) 2 +  2£е Г  с / ( 0 + 1  ] [ (/(О)2+

+  2 a / ( o  +  a 2+ Q 2 ] [Tv ju> + 1 ] [ —  / ш  +  і ] .

(21)

fO

■CO

го

'30

V
ккЯ°> \ - \  а. \ о K(Ju)

0.1Ç
'6

ѴД ' 4  
-  \ К

<0

+ а + .

CO

Рис. 2

Находим далее выражения для

1^02(/“ )|2^ 0 і ( - / “ )^/((о).
(])(—/(О)

117 /• \ I 21 V7 / • \ с / \ — £ з Д (—/ о ) ) 2 + 2 а ( — / о ) ) + а 2 + 2 2 ]w 02(/<o)|2 U M - W S / W  тс
Ф(—/(о) 1,08 - C(Zco)

где
L .

(22)

С(/(о) = / (о ( 7 у ш + 1 )   ̂— /(0+1 j ( - / ( o + 2 ,2 4 ) [ ( - / ( o ) 2+ 0 , 6 7 2 ( - / ш ) +

+ 0 ,3 7 8 ][ (—/(о)2+ 2 ,1 2 ( —/(о )+ 1,28] ](—/(о)2+ 3 ,6 7 ( —/(о)+
+ 5 , 2 ] [ ( - / (о )2+ 1 , 4 4 ( - / ( 0 ) + 5 ,155].

Воспользовавшись методом неопределенных коэффициентов, раз
лагаем правую часть выражения (22) на простые дроби и выделяем ту 
часть этого выражения, которая имеет полюсы в левой полуплоскости 
комплексного переменного:
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Г,П7 п 412U7 ( ; „ К ^ 1  f e + La20,0266[6,495/«)+1] [1,015/0)+1]^1^02(/0))1^01(-/0))5 /0))1 __ к  7______________________________

*- Ф(-/<о) + 1 ,0 8 /0 ) ( ^ /0 ) + 1 ) ( + /0 ) + 1

(23)
Используя выражения (21) и (23), получим по (19) искомую функ

цию KQai) и далее выражения для частотных характеристик замкнутой 
системы. На рис. 2 построены логарифмические амплитудно-частотные 
характеристики замкнутой системы для случаев р = 1  (характеристи
ки а) и р =  5 (характеристики б).

Характеристики на рис. 2 позволяют определить среднеквадрати
ческое значение выходной координаты системы стабилизации и соот
ветствующее среднеквадратическое значение координаты на входе зве
на W3(p)  при разных значениях р. На рис. 3 представлены зависимости 
дисперсий O2hp O2hp а2 и CJ22 от уровней помех о2 и о2 для случаев 
р = 1  (графики а) и р =  5 (графики б).

Рассматриваемый подход позволяет найти оптимальную переда
точную функцию системы стабилизации, если не учитывать ограниче
ния на структуру и параметры корректирующих элементов системы 
стабилизации. Однако определение искомой передаточной функции про
водится при обычно накладываемом ограничении k ( t )  =  0 при где
k ( t ) — импульсная переходная функция системы с передаточной функ
цией К (р)  [3].
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