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Общие комплексы окружностей в трехмерном евклидовом про­
странстве принадлежат трехпараметрическому семейству плоскостей. 
Однако представляет интерес рассмотрение таких комплексов, плоско­
сти окружностей которых образуют семейства меньшей размерности по 
сравнению с размерностью самого многообразия окружностей. Такие 
комплексы окружностей рассматривались в [1] и были названы вы­
рожденными. В трехмерном проективном пространстве вырожденные 
комплексы коник изучались в [2 ] .

В данной работе в трехмерном евклидовом пространстве рассмат­
риваются комплексы {2.3} (комплексы окружностей, плоскости которых 
образуют двухпараметрическое семейство), расслаивающиеся на цикли­
ческие системы ([3], стр. 107). Устанавливаются некоторые свойства 
таких комплексов.

1. Замкнутая система дифференциальных уравнений комплекса {2.3}, 
с каждой окружностью

(X')* + (X2)2- R *  = O9 X3 - O  (1)

которого ассоциируется локальный канонический репер (Л, еи е2, е3), 
[1], может быть записана в виде

=  ГИЦ  +  Г10Ѳ°,

CO2 =  Г2/0>3, «>3 =  Г(Н0>3,

ш? = Г 0Ѳ° +  Г|(4 ,  (2 )
[ДГігй4] +  [ДГ10Ѳ ° ] = 0 ,
1д г 2/<4] = о , . [ A r W l = O ,
[ДГуѲ0] +  [ДГ;(»з] = O ^

где ГІО> 0  вследствие ориентации вектора », репера, Ѳ° =  — 
w‘ =  Uilи (г, у, к  =  1, 2; по к  — не суммировать!)

ДI о; =  —  Гцк си, -I- u)j,

ДГ, , = Cirn -  Г120)? +  T1W3 -  0)3, дг0 =  <*Г0,
ДГ12 =  d r  J2 — Г, ,(и I -f- Г2«)2, ДГ, =  d r  х — T2Wf,
ДГ10 = r f r i0+  г„«.2, дг2 =  <аГ2— Гі<в‘ +<Dj, (j)
ДГ21 =  ^Г21 -  Г22«>? -  T1W1 +  Г0ГИѲ°,
ДГ22 =  d rо2 — Г21ш' -  T2W1 +  Г0Г12Ѳ° -  to3.
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Предполагается, что формы Пфаффа и/, u>«, (a, ß =  1, 2, 3) удов­
летворяют условиям кососимметричности и структурным уравнениям 
Картана ([4], стр., 137— 138).

Комплекс {2.3} расслаивается на о о 1 конгруэнций
6о>] +  сѲ° =  0, (4)CD 3

если уравнение (4) вполне интегрируемо, то есть
[Dco, (о] =  0. (5)

Полагая
da  =  а^й з +  (23Ѳ 6,

db =  b, 4  +  bzB \  (6)

de =  с(.о)з +  с3Ѳ°,
из (5) получаем условие

(ô3 — C2 +  аГ0) а — (а3 — C1 — 6Г0) b
— (^ 1 — а2 +  Zzrl +  ЬГ 2)с =  0 (7)

расслоения комплекса (2.3) на конгруэнции (4).
2. Окружности голонохмной конгруэнции со =  0 комплекса {2.3} об­

разуют циклическую систему, если эта конгруэнция допускает о о 1 
поверхностей, ортогональных ко всем ее окружностям. Рассуждая 
известным способом ([3], стр. 107—108), получаем:

R2 [со3о)і ] +  [ в 0«)1] =  0 (mod ш),

/?2 [со3со|] +  (Ѳ°й>2) =  0 (mod со), (8)
R 2 [ c o je o 2 ] +  [ с о + 2) =  0 ( m o d со).

Из (8) с учетом системы дифференциальных уравнений (2) следует, 
что

ДГ12 — ЬГи + CR2Vqq = о,
а Г 22 -  6Г21 -  c/?2rg, =  0, (9)

a I  101'22 -  6 Г 10Г 21 С ( R ~  T 11T 22 Г I2I 21 ) == 0.

Анализ уравнений (7) и (9) показывает, что произвольный комплекс
{2.3} не расслаивается на циклические системы.

3. Имеет место следующая теорема. Т е о р е м а .  Если комплекс ок­
ружностей {2.3} расслаивается на однопараметрическое семейство кон­
груэнций (о =  0, окружности которых образуют циклические системы, то:

1) либо одно из семейств каналовых поверхностей этого комплекса 
является семейством трубчатых поверхностей;

2) либо радиус окружности такого комплекса есть среднее пропор­
циональное между расстояниями от центра окружности до центров его 
фокальных сфер.

Д о к а з а т е л  ь с т в о .  Комплекс окружностей {2.3} обладает двумя, 
в общем случае различными семействами каналовых поверхностей [5]. 
Система дифференциальных уравнений для нахождения семейств кана­
ловых поверхностей и абсцисс р центров фокальных сфер [6] комплек­
са {2.3} имеет вид:

( Г и - p ) « ) 1 + Г 12о) ! + Г 10Ѳ° =  О,

Г2і«4 + ( Г 22- р) со§ =  0, (10)

р(Г ^О )Ц -ІІ2О >1)-Ѳ О =  0.
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Абсциссы р центров фокальных сфер этого комплекса определяются 
из уравнения

( VюП)і — 1 ) р2 +  [T11 +  Г22 +  Г10 (Го2 Г21 — Гоі Г22)] P +  Гі2V21 — T11 T22 =  0.
( И )

Если условие сформулированной теоремы выполняется, то система 
уравнений (9) должна иметь решения, отличные от нулевого. Из ус­
ловия

I12 V11 R T l 2
det Ѵ22 V21 R T h =  0 (12)

— I i 0 V о о г іоГ 2t Д3 + ГцГ22- г12г21
следует, что либо

Г „ Г а2 - T 12E 21 =  0, (13)
либо

/?2(1 - -T10 111) +  T11E22 -  Г12Г21 = 0 .  (14)
Пусть имеет место условие (13). Тогда из (11) следует, что один из 

центров фокальных сфер комплекса совпадает с центром окружности 
комплекса. Подставляя значение р =  0 в (10), убеждаемся, что семей­
ство каналовых поверхностей, огибающее эту сферу, определяется 
уравнениями

VllCoJ +  Ѵ12со* =  0, Ѳ° =  0. (15)

Так как Ѳ° =  R d R , то (15) является семейством трубчатых поверх­
ностей.

Пусть теперь выполняется условие (14). Тогда уравнение (И )  
можно представить в виде

р2 _j_ 1 11 +  Г22 +  Г10 (V02 Г21 ~  Voi Г22) р g 2 =  0 (16)
Vio Voi — 1

Из (16) следует, что |pt | |р2 | =  R2i то есть справедливо второе из у т ­
верждений теоремы.

Заметим, что если условия (13) и (14) выполняются одновременно, 
то, как следует из (11), при ЯФО  среди каналовых поверхностей ком­
плекса {2.3} имеются вырожденные.
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