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ИНСТИТУТА имени С. М. КИРОВА

О Б Щ И Е  С П О С О Б Ы  Р Е Ш Е Н И Я  О С Н О В Н Ы Х  Р А С Ч Е Т Н Ы Х  З А Д А Ч  
НА П О В Е Р Х Н О С Т И  ЗЕМНОГО С Ф Е Р О И Д А

Б. Ф. КРУТОЙ

(Представлено научным семинаром кафедр маркшейдерского дела и геодезии)

1. Введем обозначения:
B if Li — геодезические широта и долгота точки і земного сфероида;: 

Aik — геодезический азимут в точке і выравненной (геодезической)* 
кривой Г ік, проведенной на сфероиде через точку і и сосед­
нюю точку к\

SiK — длина выравненной кривой Г ік между указанными точками і, к.
Тогда о с н о в н ы м и  р а с ч е т н ы м и  з а д а ч а м и  на поверхности 

земного сфероида могут быть названы нижеследующие три задачи:
а) П р я м а я  з а д а ч а  ( Z = I ,  к =  2). Даны B u L u Лі.2, S1.2 ; най­

ти B 2, L 2, Л 2.ь
б) О б р а т н а я  з а д а ч а  ( Z = R a :  =  2). Даны B u L1 и B 2, L 2; найти 

A  і.2, Л 2.1, S1.2.
в) П р я м а я  з а с е ч к а  (Z =  1,2; к =  3). Даны B u L u Л 1.3 и B 2, 

L2, Л 2.3. Найти B s, L 3, а также Л 3.1, $і.з и Л 3.2, S2.з.
2. Для решения первых двух задач предложено более десятка 

частных способов [1, 2, 3], пригодных для расстояний $і.2 не более 
1000—3030 км, и один общий способ, принадлежащий Бесселю,—для 
любых расстояний S1.2. Что касается способа А. М. Вировца [4], т о на  
основании исследований Н. А. Урмаева [5] и А. В. Буткевича [6] его 
нужно считать лишь некоторым видоизменением того же способа 
Бесселя.

Ниже предлагается еще один общий способ решения первых двух 
задач, в котором вопрос о возможных соотношениях между исход­
ными и определяемыми величинами рассмотрен с надлежащей полно­
той. Выведенные здесь выражения применяются затем для решения
третьей задачи.

3. В основу нового способа положен свод трех дифференциаль­
ных уравнений первого порядка с переменными коэффициентами, опре­
деляющий выравненную кривую Г ік сфероида:

I ) Af dB  -R O.dL — cos A ds  -j- O.dA =  O

2) O.dB  -f- rdL  — sin A d s  -f- O.dA =  O (1)*

3) O .dB  +  sin BdL  +  O .ds — I MA  =  O

и вытекающее из этого свода известное уравнение Клеро 
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à—  sin A =  v =  пост.  (2 )
a

Здесь M 9 r суть радиусы кривизны меридиана и параллели в пе­
ременной точке С заданной выравненной кривой Г , выходящей из С 
под азимутом А.

4. Используя указанную совокупность равенств (1), (2), получим 
после некоторых преобразований следующие окончательные выраже­
ния, решающие первые две основные расчетные задачи на земном 
сфероиде:
I <Р2

іч Г d jI) rI-Sij2 =  а [X I

т i 
А

(1 — k 2 sin2 Ср) 3/2 

2.1
2) 5 1.2 =  аѵ Г ] / ~  ^ V L e se 2 AdA:

J V  sin2 А — v2
Л1.2

T2
3) + A L u2 =  +  C -  2- . 'J  (1 — m2 sm2cp) у 1 —k- sin2cp

Ti 
А  'Л 2.1

4) ALu2= f] / SinM - g V
J  V  S i n M - V 2
+  .2

5) 2.АЛі.2 =  arc sin [2v2( l — e2)sec2 — ( I — 2e2v2)] | ;
B 1

5а)2-ДЛі.г =  arcsin(l — 2s inM i.2) — arcsin(l — 2 ^ 2S inM ii2);

6) ctg A  12  =  TO2CosTO1 — V1 cos B1 C o sA d li2 _  - C o s A d b2 _
V1CosTO2S in A d ii2 sin A d  1.2

, Af  ToicosTO2— IZ2 CosTO1 C osA di 12 ( l :g )—cosAd
I ) —  C t g  / I  2.1 —  -----------------------------------------------------------------— ----------  =   '---------------

Vr2CosTO1SinAdii2 S in A d i i2

. . av   vlZ,
8) S in d b2=  =  V l - +

1.2

cos F 1

n \  . л/  a v  /----------------- V t Z 29) Sm d  2.1 =  -------- =  V  l — e2 4 - ;
r 2 CosTO2

10) L 2 =  L 1 + AZ,i,2; 11) d 2.i =  A r2.1 +  180° =  ( d j i2 +  A dii2) i  180°.

В равенствах (3) введены обозначения:

(3)

1) V =  V l  +  TO2COS2TO ;

ON r I• л r  COS TO1 S in d j l22) v =  — - s i n  d  Ii2 =  V I +TO2  p   =  vi.2;
Cl \

J — I __
3) * = I T = T = T T =  =  txiTO 4> x2 =  I ,. =  ^TOV I — £ V2 I — v2
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5) k2 =  ¢ + 2  =  £2| 2; 6) m2 =  1:-2 =

cos B i7) sin <p =  т sin B; 8) g
V1 cos B-

9) e U  ; 10) e '2 = “* - *
(4)

a2 b2
^  i +  I 1 если cp2 >  cPi И ' 2. і > А і . 2)

1 — 1 , если cp2 <  cpi (Qr2.\ <  Q 1.2)

a  и b — большая и малая полуоси земного сфероида.
Свод (3) обладает двумя примечательными особенностями:
а) равенство (3.1) для Si.2 имеет тот же вид, что и известное вы­

ражение для длины z  1.2 дуги меридиана;
б) величины s 1.2 и Д Д .2 выражены не только через широту В

в текущей точке С выравненной кривой А .2, но и в зависимости от
азимута А  кривой Г\,2 в той же текущей точке С.

5. Рассмотрим применение свода (3) для расчетных целей.
Интеграл (3.1) решается обычным разложением в ряд по степе­

ням k2(k2 <  е1 =  0,0066934).
Интеграл (3.3), после разложения в ряд по степеням k 2, решается 

по способу, предложенному в 1935 году проф. В. П. Ветчинкиным в [7].
Интегралы (3.2) и (3.4) являются эллиптическими интегралами 

общего вида, и их решение проще всего получить численным интег­
рированием по способу Гаусса или же разложением числителя 
(Sin2Q — е2ѵ2)1,г в ряд по биному Ньютона.

Рабочие выражения, вытекающие из свода (3) и их применение 
для решения прямой и обратной задач, а также другие используемые 
здесь соотношения, даны в приложениях 1 , 2 .

6 . Для нахождения F 3 и ДД.з, ДА.з в третьей задаче —прямой за ­
сечке—решаем последовательным приближением уравнение

ср2

7TД7,1.2 -Y j.ДА 1.3 — +  Д/,2.3 — v1.3Rl.3 J t
rfcp

Ѵ2.3Ц2.3

w+3Sin29 ) jQ i- - / ^ 13sinZcp 
<pl

ф2
d<l>

( I  —  “2 .3S i n —ф ) C T I —  £ 22 .3S i n 2<!>
фі

1(5)

где Viy., JAj.у, Ej0;т 20 находятся согласно (4 .2 )-(4 .6 ) ,  а 9  и ^ связаны
соотношением

sin Sin <р, (6)
Ti .з

в котором тіу. подсчитывается по (4.4).
Действительное решение прямой засечки на сфероиде при разной 

постановке условия этой задачи дано в приложении 3 .
7. Заметим, что приведенные эллиптические интегралы 3 рода 

/7(<р, k, от2), входящие в (3.1), (3.3) и (5), содержат в силу (4.5) и (4.6) 
только две независимые переменные. Поэтому указанные интегралы 
могут быть представлены в виде таблиц с двумя входами, наподобие 
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приведенного эллиптического интеграла 1 рода +(cp, k).  Наличие та­
ких таблиц существенно облегчит решение предлагаемым способом 
всех трех указанных выше основных расчетных задач на сфероиде.
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У с л о в и е  з а д а ч и :  даны B u L u S\.2; найти В.,, L2, і.

I. О п р е д е л е н и е  B 2 

I ) V  =  YI +  + 2COs2 B 1 — из геодезических таблиц.

_ч . ------------ cos B 1 sin А 1.2 , ,  2
2 )  у  =  Y l  X e ' 2 R  ; 5 )  =  —  <  е 2 ;

P 1 т-

1  —  е2
3 ) Ia =  ! / T - = zV ; 6) sin Cp1 =  T S i n ß ;

У  1  —  <? V

1  —  U 2 V 2  1
4) T̂  =  - L  — > 1 ;  7) та2 =  — R -  Y  1 ;

1 - - - -  V “  T 2

п /—aM/ %  п
8 )  C o  =  I  +  V  ( -  1 ) А  © M x - /  2  Coixk2Y

X=I ^ X=I

П р и л о ж е н и е  I
Р е ш е н и е

прямой задачи для выравненной кривой F b2

п /-3/Л/ 2Х \ п
- « І І І Ы  k 2̂9) C2tt=  R    ft2X =  Z j (« =  1,2,... ,л);

хГО 2 ‘ 11

п

10) ср2 —  Cp1 =  Дер (.г =  R *-2 -  ( s in  2мсРг -  sin 2«cpj );

И ) Cp2 =  Cp1 +  Дсрі.г; 12) sin B 2 =  —— sin cp2.
T

В с л у ч а е ,  если  Дсрі.г мало ,  то B 2 вы числ яется  так:

11 а) Д5"і .2  =  (tg B ic tg  (O1) S y u2-E E l  (Дер'2, 2 — S B 2ц ) "  -
2 P

1 KtgiB1 Ctgcp1) Д? 3 — Д£3 ] " ;
6  P2

12 а) B2 =  B 1X  S B 1.г P =  206264.8.

II. О п р е д е л е н и е  L,.2

п п.

I) т)- S L m  =  vu. ^ ^ ( Y
X=O X=O

2) L2 =  L 1 +  ALi .2;
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Здесь:

a) g+)  =  ( -  I ) «  б) Ф(Х) =  Г %

Ti

Sin2Xcp rfcp

т2 s in2cp

в) m  =  g № M -
М ножитель T j=  +  1, если <р2 >  ? ь  т] =  — 1, если <р2 < сРі-

Из (б) значение Ф(О) =  E(O) найдем прямым интегрированием* 
а для F(K) при Х > 0  будем иметь следую щ ее общ ее выражение:

F(X) =  E(X) [S(X -  1 ) -  Ф(Х — 1 )] =  Е(ш +  I ) [ S Y)  -  Ф(со)],
(to =  X 1 = 0 ,  1, 2 ,...,/г),

где

a) D(X) = SY)
т ( -  Dx+i( > )  V =  ( - i OOT2

е2£2(Х-1)

б) S(O) =  tp2— ? ,;
Т2

к
2«Л

CO
в) S ( X -  I) =  S(U)) =  J  sin2“? d ?  =  Д _ Д ( ? 2—®t) +

+

fi
<o-i !2u)\

I b __S (  I )XX " / [sin 2(ü) — x)?2 — Sin 2(u) x)cpj I
22“ »“ ° CO-XU) --  X

(ù =  X — I =  I, 2 I .

О тсюда для VtX +(X) получим последовательно:
V
Iv

I) vfj.+ ( 0 ) = -— у" i  — e2[arctgpZ, — arctg/?Zj] =  vp ф (O) =  P  (O)

Vp +(O) —2) vp+ (l)  =  — vp—— (?2 — cp,) +  —  =  2

 - P Y  1 - в г(®2—Ti)M
3)vp+(2) VtX

16
e 2k 2

= P( D

I
(<?2— Tl) _ '+ ( Sin 2t?2— Sin 2?, )

+  J e 2 P ( I ) = P  (2) 
4

4) vp + ( 3 )  =  —  vp------
16

+  J y  (sin4 ^2 -sin4<pi)ой
и т. д., причем: ______

i
3/8(?2 — Ti) -  — (sin 2 Cp2 — sin 2 Cp1 )4  

4

+  +- e2 /? (2) =  +  (3) 
6

a) p  =  У  I — от2; _ б) Z =  tg®
Если ? 2 — T1 =  а Ті.2 мало, то ѵр+(0) следует  вычислять так:

I a) ѵр+(0) =  J -  у  j _  J *  arc t g  Р sm  А 91-2
IV

V
Iv

= + у \ - е 2 a r c t g

COS?) C0S?2 — /J2Sin?! Sin? 2  

р  sin A? 1.2
COS A? ! . 2 — OT2Sln Cp1 Sin T2
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III. О п р е д е л е н и е  Л 2.1

I) sin А '2.1 = V  I —
v I/,

cos B 1

2) Л 2.1 =  Л '2.1+180° =  (Л 1.2 +  АЛ1.2) +  180°.

Если Л '2.1 близко 90° или 270°, но (D2 — B 1) велико, то вместо 
Л '2.1 вычисляют АЛ 1.2:

3 ) g  =
V-, cos D 1
W1 cos D2

4) 2 .АЛ1.2 =  arc sin( I — 2s inM ,.2) — arc s in ( l  — 2 2 s in2 Л 1.2).

Если (D2 - D 1) =  AD1.2 мало, то вместо Л '2.і можно такж е вычис 
лить ДЛі.2:

2. АЛ", о = P
sin 2 Л 1.2

. . COS 2Л 1.2 .1 +  ---------------- s 4
2sin2 2Л i1.2

I +  2cos2 2 Л 1.2
6 sin4 2Л 1.2

где 5) s =  2 (g 2 — I) SinM 1.2
П р и л о ж е н и е  2

Р е ш е н и е
обратной задачи для выравненной кривой Гь2

У с л о в и е  з а д а ч и :  даны B u L 1 и B 2, L2; найти А 1.2, Л 2.1 и 5і.2. 
П е р в ы й  с п о с о б  о п р е д е л е н и я  A  і.2 и Л 2.1 (при 51.2 >  1000 км).

П реж де всего решаем 2 приближениями уравнение (см. при­
лож ени е  1):

п  п

‘4  A D  1.2 =  ѵіх 2  F(K) =  VjJ. D ( O )  +  v[j. 2  D -(X ) =
X-O X=I

T T l в  1 -  г 2 [arc tg  p t2 — arc Xgpt1] +  vIaZjD(X)

У 1 - е - arc tg
p sin В.

J c o s 2D2 — p 3
П

S  F(x>-

arc tg

SX=I

p  sin B 1
Y  COs2D 1 —

+

-J- VU

(*)

X=I

есть малостьотносительно неизвестного р,  причем сумма Vjx^D(X)
X=I

порядка е2.
Начальное достаточно точное значение азимута Л і.2) входя 

щ его  в вычисление величины ѵ, находим из соотнош ений:
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I cos M
I) tS —  («'2.1 +  «1.2) =  -------------------      t g _ JT~

sin - L - ( B 2 - B 1)

1 S i n  - + ( ß 2 +  ß l )  Д I

2) tg — («'2.1 -  04.2) = -------- ?------------------ tg —+  ,
C0S - R ( R 2 - R 1)

которые решаем относительно а1>2 и затем полагаем а+2 =  A f j .  Соот­
ветствующие приближенные значения неизвестного р  и величин vjx, 
k 2 и R(O) определим тогда из выражений:

1) р Y  i - =  COS B 0 X  Sin Л (|°2 cos B i =  /?<°>;
V Î >2 4.2ТО V

V

Iv2) vLt =  ~йтРУ 1 —е2 ; 3) =  2 sin B 0;

4) R(O) У \ - е 2м
M

1.2

(O)при P = P
Улучшенное значение p(s+v неизвестного р  в итоге s-ro прибли­

жения найдем так:
H

а) «TC =  [Vt iV R ( X ) I W - Y i-AL1.
X=I

б)
d w (s)

dp
■ . 1 L  ( h -  t .)  

i - р '

(S)

d<70)(s)
в) p(s+V— p  Y)------------w'ySK

dp

Решив уравнение (*), вычисляем затем ѵ, Л 1.2, Л 2.1 , причем для 
величины V из (1) будем иметь обратно:

4) V
У ( \ - е 2) + р 2 ‘

П р и м е ч а н и е .  Если между концевыми точками 1 ,2  выравнен­
ной кривой Г \,2 находится ее вершина О, то уравнение (*) нужно 
представить в виде

п п

7] .ALj  2 =  0](AL 1.0 + A L 0 .2 ) =Vjx 2  ßi.o(ft) +  Vjx 2  Fou(I)  +  TjTC, (**)
X=O X=O

вричем широта B 0 точки О определяется выражениями:

' " - / т5) sinß, 1  —  V 2 __  1

— TOv m  =  I I — p 2

6) cos B 0 =  y  I — m 2 =  p .
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cos U  (В; +  В,)  .
I) tg - Ц « ' 2Л +« ,. ,)  = ____ 2___________ t Т О +  =  Т О  Отсюда наи-

2 . 1 2 2 I ти «1.2 и а ,.2
sin - ( B 2 - B 1)

В т о р о й  с п о с о б  о п р е д е л е н и я  A b2 и А2.1 (при Sb2 ООО км)

I Sln - ( -^ 2  +  Rl) ДІ Д
2) tg —  ( а ' 2 . і  -  а , л ) =    Л  tg  - ф

cos J ( B 2 - B 1)

в отдельнос­
ти.

е2
3) Q = ------------------  ( V isin В., — V2 sin B 1);

Sin Д L l2

4 )  «2.1 =  a W i і  1 8 0 °  =  («1.2 +  Д « і .г )  i  1 8 0 °

гч • cos  B 2. , . cos  R 1 . . .
5) S i n a li2=  --------- — sin Д L l2= ------------------- S i n A L 122

s i n a i .2 s i n a 2.i

6) C t g A 0K2 =  c t g « 1.2—  Q -
IZ1CosR2 ’

7) CtgA024 =  c tg a2.i — Q cos B 2
V2CosB1

8) A  1.2 =  - + ( 3Y 2)2 SinAr2COS2R 1 ( J o s  A r 2 -  + ~ t g  Ri

9) T O i =  - + ( 3V2)2slnY -Icos2R afcosA 2.! -  + - t g R2
b p  \  4  P

10) A 1.2 — A° i.2 +1.2

11) А2.1 =  A°2.1 — +2.1

О п р е д е л е н и е  5/2

Вычисляем v, т, P1 L2, cpb y2l C0 и C2u (1 1 =  I, 2,...,a) — как в пря­
мой задаче.

п

10) $і.2 =  С + і Ч ф г  — tP i ) +  a Ix S c 2u (sin 2 — sin 2 ср,)
И=|

П р и л о ж е н и е  3 

Решение прямой засечки на сфероиде

Возможны 2 постановки этой задачи: общая и частная.
О б щ а я  п о с т а н о в к а .  Даны геодезические координаты D1, L1 

и B 21 L2 лучей з Л \ . 8і 3 Л 2.з с точек 1,2 на определяемую точку 3. 
Найти геодезические координаты D30 L3 точки 3.
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Ч а с т н а я  п о с т а н о в к а  — предполагается, что задан также з а ­
секающий угол у8 при определяемой точке 3, а расстояния Si.3> s2t3 
не превышают 300 — 400 км.

А) Решение для общего случая (при любых расстояниях $і.з, S2.3) 

Написав при L 1C L 2 основное соотношение
п п

7 ] . A L i . 2  =  Т ] . А L 1 3 — 7] • A Z z 2 .3 =  1 л ( Х ) ~  Ѵ2.3Н*2.3 2  Q - з ( ^ )
X=O X=O

и преобразуя его согласно приложения 1, приходим к уравнению

У  1 -
ѵ 1.3

.ІѴі.ЗІ
arc tg р из s in  B 9

V ( I - P 2u3) - S i n - B 3
a r c t g P2.3 sin

V d  - P i 3) - S i n 2B3

d )

+  [ѵкзршз 2 F l -3V) ~  ѵ2.з!а2.з ^ D 2t3(X)] +  S (D3) — W= O
X=I X=I

с неизвестным B 3, причем поправочный член e(ß3) есть малость по­
рядка е2, а свободный член w  определяется выражением:

W =  7 j . A L i . 2  -  + 1 — ^ 2 Y  arc tg D2.3 Sin D2
Ь.ЗІ J ( I - D l 3) - S i n 2D 2

Dиз sin D,vIt3—  arc tg  — г-------
I Vi J  J ( I - D l 3) - S i n 2D 1

(2)

Уравнение (1) решаем способом последовательных приближений 
и с этой целью основной член cD(D8) в отдельных приближениях 
представляем в виде

Ф(В3) =  Ф ( В Г 1)) =  Ф(ВФ)  +  d  =  1,2,...«), (3)

где cD(Dfs)) найдено из предшествующего приближения, SDjQ — новое 
неизвестное, а

1) Ф'(В3) =  ( 1 - е 2)CosD3
рт ) sec- срз

1.3
р х  ) Secd <Ь

2.3

I +D  I-Stg2T8 1+D 2.3 tg2%

2) sin Cp3 =  х1і3 s in  D8 3) sin б3 =  X2t3 sin B3.

Начальное значение Djj0* широты D8 берем с карты.
Б) Решение для частного случая (при заданном угле Y3)

cos B1 sin Ai30) і =  1,2 =  л ,  n; 1) ѵі3 =
V i V  1— е 2

2) CtgZl3tl cos Y3

ѵ1.3

ѵ2.3

V l . S
CSCT3

3) ctg Л3-2 =  — ---- cos Y3 CSCY3
v 2.3

Поверка: Л3.і =  Л 3.2 +  Ys

i l l



4a) Sin3S 3 -  slnM» -  ;
Sin2A3/ — £ 2ѵ2/з

46) COS3S s ■ (I -  e») Ѵ*и
sin2 d 3i — V2i3 

SinM 3i — ѵ2ІЗ
( I  — + ) v 2/з

I cos 4 “  ~ ß,) I
5) t g —  A L =     tg -  U . ,O * 1 9 /3

sin + (T O 3 +  Bi)

где ДЛ = A  - A  + 1 8 0 '
iZ Zi i Z -

Поверка: AL — =  AL t
1.3 2.3 I»!

Примечание.  Если длины S1 3, S2 3  превышают 250—400 км, то при особо точных 
вычислениях нужно в разности Д+3, входящие в (5), вводить соответствующие ма­
лые поправки.


