
В последнее время наблюдается всплеск инте�
реса к конформно инвариантным моделям в одно�
мерном пространстве. С одной стороны этот инте�
рес обусловлен исследованием различных аспектов
AdS/CFT соответствия. Несмотря на значительный
прогресс в понимании AdS/CFT дуальности [1], со�
держательные примеры AdS2/CFT1 соответствия
практически неизвестны. В этом контексте изуче�
ние конформно инвариантных моделей в одном
измерении и установление взаимосвязи с теориями
поля в двумерном пространстве анти де Ситтера
представляет значительный интерес.

С другой стороны конформная группа опреде�
ляет изометрии метрики пространства анти де Сит�
тера и модели частиц на таком фоне автоматически
являются конформно инвариантными. Поскольку
геометрия анти де Ситтера описывает область
вблизи горизонта событий целого класса экстре�
мальных черных дыр (см., например, обзор [2]), в
работах [3, 4] было высказано предположение о
том, что конформная механика может обеспечить
определенную информацию о квантовых свойствах
черных дыр. Данная идея интенсивно развивалась
в ряде работ [5–10], где, в частности, была постро�
ена и исследована конформная квантовая механи�
ка на пространстве модулей системы статических
черных дыр в четырехмерном и пятимерном про�
странствах. В этом контексте также привлекатель�
но выглядит гипотеза Гиббонса и Таунсенда [4], со�
гласно которой N=4 суперконформное расшире�
ние одномерной модели Калоджеро [11] в пределе
большого числа частиц способно обеспечить ми�
кроскопическое описание экстремальной черной
дыры Райсснера�Нордсрема вблизи горизонта со�
бытий. Построение лагранжевой или гамильтоно�
вой формулировки для N=4 суперконформной мо�
дели Калоджеро представляет собой открытую
проблему [12–15].

Отдельное направление исследований посвяще�
но изучению одномерных (конформно инвариант�
ных) моделей в контексте теории интегрируемых си�
стем и точно решаемых моделей квантовой механи�
ки (см. классические обзоры [16, 17]). Наиболее при�

стальное внимание привлекли различные модифи�
кации модели Калоджеро и их разнообразные физи�
ческие применения (см. монографию [18] и цитиру�
емую там литературу). Подробное обсуждение одно�
мерных систем в контексте современной теории ка�
либровочных полей приведено в работе [19].

Целью настоящей работы является изучение
общей структуры конформно инвариантной кван�
товой механики в одномерном пространстве. В
частности, исследовано поведение конформной
системы общего вида относительно унитарных
преобразований, генерируемых конформной алге�
брой. Построено унитарное преобразование, по�
средством которого любая конформно инвариант�
ная квантовая механика в одном измерении может
быть преобразована в свободную систему, с нело�
кально реализованной полной конформной сим�
метрией. В практических вычислениях использо�
вание такого преобразования позволяет суще�
ственно упростить анализ спектра и построение
волновых функций, а также предлагает принципи�
ально новый метод построения суперсимметрич�
ных расширений.

Рассмотрим квантовую механику n частиц в од�
номерном пространстве, определяемую операто�
ром Гамильтона общего вида1

где mi – масса и pi – оператор импульса i�ой части�
цы, U – потенциал взаимодействия исходной кон�
формной квантовой механики.

Класс конформно инвариантных моделей вы�
деляется наложением коммутационных соотноше�
ний алгебры Ли so(1, 2)

[H,D]=iH, [H,K]=2iD, [D,K]=iK, (1)

где D и K – генераторы дилатаций и специальных
конформных преобразований в стандартной реа�
лизации [20]:
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1 В данной работе используется естественная система единиц ( =1) и стандартное координатное представление .i ip i
x
∂= −

∂



Первое равенство в (1) подразумевает ограниче�
ние на вид потенциала взаимодействия

которое в дальнейшем мы предполагаем выпол�
ненным.

Простейшим примером конформно инвариант�
ной модели в одном измерении является система n
невзаимодействующих частиц. Соответствующий
гамильтониан обозначим символом H0.

Рассмотрим унитарное преобразование наблю�
даемых

где в качестве оператора G выберем произвольный
элемент конформной алгебры

G=αH+βK+γD,

α, β, γ – произвольные вещественные постоянные.

Используя формулу Бейкера�Хаусдорфа

находим, что операторы H', D', K' являются линей�
ными комбинациями исходных H, D, K, при этом
соответствующие коэффициенты представимы в
виде бесконечных рядов по α, β, и γ.

Наложение условия

γ 2=4αβ,

позволяет оборвать ряды на конечном (третьем)
шаге и приводит к значительному упрощению

(3)

В частности, выбирая коэффициенты в следую�
щем виде:

αβ=1⇒γ=–2,

отображаем исходный гамильтониан в генератор
специальных конформных преобразований K.

Как уже отмечалось ранее, гамильтониан систе�

мы невзаимодействующих частиц

и операторы (2) реализуют представление конфор�
мной алгебры (1). Для данного представления мож�
но рассмотреть оператор

где λ, σ, δ – произвольные вещественные постоян�
ные, и построить преобразование, аналогичное (3).
В частности, следующий выбор коэффициентов:

λσ=–1, δ=2,

позволяет отобразить оператор K в гамильтониан
H0 свободной системы.

Применим суперпозицию указанных преобра�
зований к операторам H, D, K и наложим дополни�
тельное условие на коэффициенты

βλ=–1⇒λ=–α.

В итоге имеем унитарное преобразование

H→H0, D→D, K→K+α2eiG0UeiG0.               (4)

Таким образом, предъявлено унитарное преоб�
разование, посредством которого любая конфор�
мно инвариантная одномерная квантовая механи�
ка может быть преобразована в свободную систему.
Отметим, что специальные конформные преобра�
зования реализованы в ней нестандартным и, в
частности, нелокальным образом.

Полезно подчеркнуть, что стационарные со�
стояния ψ конформного гамильтониана H могут
быть построены в терминах оператора обратного
преобразования V–1 и стационарных состояний
свободной системы ψ0 (см., например, работы
[21–23], где в этом контексте обсуждается модель
Калоджеро)

ψ=V–1ψ0.

Покажем, что построенное преобразование не
зависит от выбора размерного параметра α, кото�
рый не фиксируется изложенным выше формализ�
мом. Принимая во внимание явный вид операто�
ров G и G0

и коммутационные соотношения (1), которые вы�
полнены как для H, так и для H0, находим

откуда следует желаемый результат

Наиболее интересным физическим примером,
иллюстрирующим общие рассуждения, приведен�
ные выше, является модель Калоджеро [11], описы�
вающая парные взаимодействие n тождественных
частиц, расположенных на вещественной прямой

(5)

где g – константа связи. Детальный квантово�меха�
нический анализ процессов рассеяния для модели
(5) был проделан в работе [24]. В частности, было
установлено, что процесс рассеяния n частиц с
асимптотическими импульсами (k1,...,kn) приводит
только к перестановке возможных ki без изменения
их значений (отметим, что гамильтониан (5) инва�
риантен относительно группы перестановок тож�
дественных частиц). Асимптотические волновые
функции системы до и после рассеяния отличается
только на фазовый множитель. Иными словами,
рассеяние в системе (5) выглядит так же, как и рас�
сеяние в системе n невзаимодействующих частиц
(в этом контексте см. также монографию [18]).
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В заключение отметим, что предложенное пре�
образование может быть использовано для постро�
ения суперсимметричных обобщений исходной
конформной механики. Для этого достаточно по�
строить суперсимметричное расширение свобод�
ной системы, возникающей в результате преобра�
зования (4), и применить к нему обратное преобра�
зование. Мы надеемся, что данный метод окажется

эффективным при построении N=4 суперконфор�
много расширения модели Калоджеро.
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