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В ы в о д  v  - у р а в н е н и я .  Релятивистская связь м еж ду фазовой и 
групповой скоростями частицы Itv=C1 позволяет высказать предположе
ние, что поскольку фазовая скорость и определяет собой волновые
свойства частиц, описываемые обычным уравнением Шредингера (мы
будем называть его также a -уравнением), то групповая скорость ѵ 
также должна определять эти волновые свойства и также должна  
дать свое волновое уравнение (мы будем называть его г^-уравнени- 
ем) [ 1].

Обычное уравнение Шредингера можно вывести из уравнения 
для „модулируемой“ волны, распространяющейся с фазовой ско
ростью и

1 д2 ФА ф =  — I - .  (1 )
а 2 . d t 2 ' ;

Ä *  2 т-E
Из функции ф можно выделить множитель e h ,г д е  со= ^ 

берется из соотношений для свободной частицы

 h тиѵ  _  тс2 _  E
тѵ  ’ h h h

и сохраняет свою форму и для связанных систем. Здесь E —полная реля
тивистская энергия частицы.
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Дифференцируя ф (г, t) =  ф (г) е , получим

Д ф ( г ) + + +  H O  =  O, (2 )
h2

E
где р =  . Подставляя вместо импульса р  его нерелятивистское зна-

и
чение р 2 =  2 т0(Екл — V  (г)),  будем иметь обычное уравнение Ш ре
дингера

А ' И Ч +  8 % °  ■ ( £ « » -  ТО(г))ф(г)=0. (3)
Il2
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B выражении e h , так как E ^ m 0 с2 Е Е КЛ , множитель е 
поскольку он фигурирует во всех членах уравнения, отбрасывается;

и остается множитель е
ѵ - у равнение получается из уравнения для „модулирую щ ей“ 

волны, распространяющейся с групповой скоростью ѵ

=  ( 4 , .
V 2 d t 2

Здесь также можно выделить временной множитель, в частности 
/ I LLt  4тг E

в виде e h . Здесь 2  =  д есть частота модулирующей волны

и E  является нерелятивистской энергией. В отличие от предыдущ его  
случая для свободной частицы длину волны де Бройля связываем 
с групповой скоростью ѵ:

~  _ h 2 Tz 2 Tz m v 2 А Ti E
а ~ v Т\ T ----------  * —  —   — -----------

m v2 T h h

Для связанных частиц такое выражение для Q будет только в част
ных случаях. Для ѵ 2 берем обычное нерелятивистское соотношение

V2= TL (Е - 1/(х)).
171

Таким образом в одномерном случае и для временного множителя
. AtzE  f

в виде е 1~Д получим

ж * ) +  t w = 0 . (5>
h?  ( Е - Ѵ ( х ) У К 1

Это уравнение и будем называть ^-уравнением.
В отличие от и - уравнения в ѵ- уравнении на классической гра

нице (где Е = Ѵ ( х ) )  коэффициент при <]> обращается в бесконечность. 
На этой границе ']> - функция ѵ  - уравнения обращается в нуль. Для  
свободной частицы, для которой Ѵ (х )= 0 ,  оба уравнения формально 
совпадают, хотя одно из них исходит из „модулируемой“ волны, д р у 
го е — из „модулирующ ей“.

Д алее мы рассмотрим задачу об атоме водорода с точки зрения 
и-уравнения.

s - с о с т о я н и я  а т о м а  в о д о р о д а .  'У-уравнение для s -состояний 
атома водорода запишется в виде

æ R2 dR 8
W E T 3  I  * 7 L T L  А - ° -  ( 6 )d r  г  d r  h  2

g Q  ffiL? о
Введем обозначения-------------- A=   > 0 ; B = --- > 0 ,  тогда

/г2 E



R " J  —  R'----------- + - R = O (7)
I - T O

:или

Rr/~j— —- R' Y  —  -R = O , (8)
+ I —X

r V
если x = — . Заменой R =  —  приводим уравнение (8 ) к форме 

В x

( 1 - х )  у"+).  XV=O1 (9)

+Hx
где а= А В ~.  Это уравнение решается заменой у —£ . + (;) ,

j  J6 -- ç

Ы'- 2  у  TM'Jkri= 0. (10) 

Решение этого уравнения ищется в виде ряда T j= E am-'". Коэффици-тп
енты ряда связаны рекуррентной формулой

«„+1 =  2  7 Ÿ —  А (11)
п (t t-j— I )

Ряд обрывается при

2 | / / г е —X=O .

Отсюда
Х =4 (12)

, 8 X rn e iТак как / . = A B r = ---------------------- , то получаются обычные значения для
h- E

энергетических уровней атома водорода

E = - - + m eE . (13)
/г  /г

Собственные функции для s - состояний будут иметь вид

2пЕ,jLr

Rn — — ~ • e • от» a rn ( I +
En r —  \

Ѵ , . і м + ' Г  ( I V

m = l

Первые три функции изображены на рис. 1 ( / ^ 0 ) .
И н т е р п р е т а ц и я  с о б с т в е н н ы х  ф у н к ц и й  s -  с о с т о я 

н и я .  Из рис. 1 видно, что обычная вероятностная интерпретация 
^собственных функций здесь не годится, так как функции в точке 
г =  0 обращаются в бесконечность и обрываются на классической гра
нице для данного энергетического состояния. По характеру функции 
Rn можно толковать как своеобразные квантовые потенциальные 
функции. Полная б - функция должна включать и временной множи
тель. В отличие от обычной квантовой механики этот множитель 
долж ен быть действительной величиной.
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Таким образом можно считать, что в 5 - состоянии электрон дви
жется вдоль радиуса от протона до классической границы и в о зб у ж 
дает особую сферическую (электромагнитную?) волну, которая, исхо
дя от протона, доходит до классической границы и отражается о б 
ратно. Поскольку электрон непрерывно взаимодействует с этой вол
ной, его движение вдоль радиуса будет сложным колебательным 
движением. Наличие этой волны и предупреждает „падение“ электро
на на протон в s - состоянии 1R

Сферическая симметрия волны обусловлена сферической симмет
рией кулоновского поля протона. Так как скорость в о л н ы «  т. е. 
волна является „медленной“, то атом водорода в s - состоянии похож, 
на высокочастотный сферический резонатор с „нагрузкой“.

Рис. 1

Хотя скорость волны меняется от точки к точке вдоль радиуса, 
частота ее должна быть, очевидно, одной и постоянной. Эта частота 
должна определяться средними значениями волны де Бройля À и ско
рости г  (усреднение по координате г)

г

!) Решение i f j если удовлетворяется рекуррентная формула (11), может
содержать или бесконечное, или конечное число членов. Ho решение с бесконеч
ным числом членов, а значит и с бесконечным числом нулей, не имеет физическо
го смысла. Решения же с конечным числом членов могут быть интерпретированы 
только что описанным путем, т. е. ^-функция должна изображать систему стоячих 
волн типа электромагнитных волн в высокочастотном резонаторе. Функция R n должна 
иметь конечное число нулей, а эго требование и выражается в требовании обрыва ряда: 

—
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Усредняя À и г, получим дня s - состояний атому водорода  

г _  б f_ /  2TO“  * .

2 ’ К  Л  ' T  ’ Г" - 2 £ '

О),™ =
4 tcF

h
(16)

В данном случае получается такое же выражение для частоты 
как и для свободной частицы.

О б о б щ е н и е  на с л у ч а й  в р а щ а т е л ь н ы х  с о с т о я н и й .  
Случай вращательных I - состояний атома водорода должен описы
ваться двумя уравнениями. Первое уравнение будет описывать сф е
рическую волну, только теперь с двумя сферическими граничными 
поверхностями в соответствии с двумя крайними значениями радиуса 
Lmax И Гmjn классической задачи Кеплера для электрона в поле про
тона. Второе уравнение должно описывать азимутальную волну, воз
буж даем ую  вращательным движением электрона в направлении ко
ординаты '9 в шаровом слое между сферами радиусов rmax и rmjn. 
Первую волну мы будем называть Г/ - волной, вторую волну—
ср-ВОЛНОЙ.

У р а в н е н и е  д л я  г/ - в о л н ы .  Частоту г/ - волны находим по 
отношению

T — G1  A «  Г  -------  ------ —  .

В данном случае

Xr=

г . Illin
h Ç dr h~ 

T T l j f max «min) J  f  — 2

2 _ I — V I  — з2
f  max fmin J f TTl 2 з

r max

—  C r d r =  j /
im f

Отсюда

~ 2 E ( l -  / r = Y )  7 h
Здесь

,2

T _  p 4 тс E  (I — -Ji —г2)ЕКв,г — "• • — ; wKe>r =    . ( I / )

r me3 2 c

rmin — — ( 1—S). (18)

Уравнение для ^-волны получим из выражения

+  ТО+- V  TO=O ; (19)
Vr

ТО— часть оператора Лапласа, независящая от углов. После подста
новки



4 теL V  . ,, -, 2 ( p t  e 2 pi
= --------------------и Vr =  г* =  —  ! L + -------------— -и -

h т \ г 2т г  ~

будем иметь

d  R dR  , т̂е 171 E (1 |/ 1—£-)  q (20)
dr- г  dr

2

У р а в н е н и е  д л я  cp - в о л н ы .  Из соображений симметрии мож
но принять, что ср - волна на данном радиусе должна идти с постоян
ной скоростью, не зависящей от ср. Поэтому

-  h —  ■ 4 г. E9 2те р і
, — A9=   ; Г CS =  ГС?; шкв, 9 =  — -— - =    —  • (21 )

mr  ср h h mr1

Уравнение для ср - волны получим из выражения

CO/
+  =  (2щ

Таким образом

1 б2+, , I cos H 6 % 1 д 2+  ,
/'2 Sin2 O бср2 г 2 sin О 6 И ' г 2 6 0 2

8 тс- //г 6 =  0 _ / 2 3 )
/г2

Как обычно, полагаем Ф9 =  Ѳ (Ѳ)-Ф (<?) и получаем два уравнения

rf- Ф
= —  OT2 Ф;

d f

м  о ,  d -  О rfe . /  //г2 \  _ -
( 1 “ х )  - I F Z - 2 x Z Z  + ( - I = ? ) 0 - 0 ' <24>

где X=COs О; а = — - = / ( / + 1 ) ,  |///| /. Решениями уравнения

для ср - волны будут присоединенные функции Лежандра

Іт! с[\т\
P R ( X ) = ( I - X 2) V -  . - V —  P  (X). (25)

ах і,И|

Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  д л я  г -в о л н ы. Если рассматривать урав
нение для г /-волны само по себе, то оно будет уравнением на соб
ственные значения с двумя параметрами. Решение его будет слож 
ным. В нашем случае задача облегчается тем, что значения пара
метра р-  находятся независимо из уравнения для ср-волны.
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Запишем уравнение (20) в форме 

d? R, 2  dR
- W - 0, (26)

Yr- г Yr , С
г г2

где _____
. 4 = -  8 Ѵ ^ Г ( 1 - / 1 - , Ѵ  ß = _ _ £ i > 0 ;  C =   > 0 .

A2 E 2отЕ

Г V
Введем переменную х  =  —  и сделаем замену R =  —  , тогда

ß  X

у"-  +    (27)
(х  — X1) (х  — X2)

Здесь I = A B 2, X 1 = L ( 1 —е), X2 =  L  ( 1 + е ) .  Очевидно, решение
2 2

уравнения будет  обрываться в точках х  =  X2 и X =  X1. Заме-
Y i x

на у = е  . Ti приводит уравнение к виду

( X - X 1) ( X - X 2) T1; +  2 + I ( X - X 1) ( X - X 2) %  +  A [X1X2 — х] Т)=0. (28)

При переходе х х 0, X2-^l получим, очевидно, снова уравнение (10). 

Обозначим: X2— x = z ;  х —х , = а —z ; Oi=X2- X 1, тогда
z (a—z ) + - 2 + I  z ( U - Z ) I z E l ( X l - Z ) I i = O .  (29)

Выделим множитель (а— г  ), чтобы обеспечить обращение в нуль 
функции г) при X = X 1: T1=  (а—z)  W(Z)f тогда

z ( a — z) W " —2z[1 - г У К а -z)]W' +  [ ( 2 | / Т —X) ] IF=O. (30)

Функцию W  берем в виде ряда W = T lb m Z w- Ряд начинаетсят
с  т =  1, чтобы обеспечить обрыв решения на второй границе х = х 2.

Для коэффициента ряда получаем трехчленную рекуррентную  
формулу

Ьщ+1 (tn +  \)  т а + Ь т [ ~ т і т — 1 ) - 2 ( 1 +  у \ а )  т + 1  х \ \ +  (31)

+ Ь т- і  [2 т —Ц = 0 .

Если обозначить отношение =  J3m-  и +т -1  — - ~ т , можно по-
Ь т Ьт — і

лучить формулу в следующем виде

У =Z----*т—1

2 | Л  т —À

[Ix?,—ш (т— 1) —2 (1  +  і Д а ) о т ] [ н ---------------a m U r t + ] ) ------------------- j

(32)



или

 —     (33)i i « 9/И-+1 а1 i -7-ni ; am+2
i Y  amT I V

где
о    2  j A  CT-

/гг
дх - — m (ni —1 ) - 2 (1  +  j / y a )  m 

am (m-f-1 )
a x 2— m (m— IJ- 2 (I + | / X  ») m

(34)

Для первых двух коэффициентов получим связь в виде

2 , 1+ j / D - y ^
2 а х ’

Для нахождения À (а, значит, и Zr) получается трансцендентное 
уравнение.

Для проверки наших рассуждений можно вычислить функции 
Rn.i, пользуясь рекуррентной формулой (31 ) и известными выраже
ниями E  через п и р ? через L Результаты вычислений приведены 
на рис. 1 (Функции, для кеторых / + 0 ) .

Выводы

г»-уравнение дает возможность построить новую физическую карти
ну атома водорода. Хотя в смысле математической гибкости едва ли 
метод ^-уравнения может конкурировать с уравнением Шредингера, 
однако новый подход к задачам квантовой механики может дать и 
новые результаты.
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