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Предположим, что в двумерной, многосвязной вообще, замкнутой 
области Z)(2)=Z H 2f Z задано уравнение Гельмгольца

[Д+/г2]«(х,у) д2 . д2
ду2

с краевым условием смешанного вида

к2 u ( x , y ) = f ( x , y )

p(x ,y)+q{x,y)—
дп

«(СТУ) \r = h(x ,y).

(1)

(2)

на границе Г  (рис. 1 в [1]). Здесь постоянная, и(х,  у ) — про­

изводная по единичной нормали п границе Г, a f(x,  у) и h(x,  у) — 
заданные функции, причем так как |п |  =  1, то

. ди д и д х  д и д у  , ди ,,
Î ) — =  — — +  — 0 ;  2 ) —  =  c o s

дп д х  дп ду дп дп д х (3)

3) U —  C0S(y п )  =  U  : ДГ. 4) ДГ2— / + Л
дп  ѵ/’ ду ' ’ [ д х 2 )

+  ( d j Y
ду I

Тогда ввиду линейности оператора [ Д = 6 2] для уравнения Гельм­
гольца (1) с краевым условием (2) может быть поставлена соответст­
вующая с п е к т р а л ь н а я  задача:

определить наборы (спектр) собственных значений и собственных 
функций w(x, у) оператора [Д + й 2], удовлетворяющие в области 

Z)<2> = Z H 2f  Г  требованию

[Д + k 2\w (x ,  у) = rKw(х, у) (4)

и однородному краевому условию



на границе Г. Решение указанной задачи способом Фурье, изложенным 
в [2], невозможно, так как коэффициенты р ( х ,  у )  и q ( x f у )  краевого 
условия (5) зависят и от х, и от у .  Поэтому мы решим данную задачу 
по способу наименьших квадратов, который позволяет, кроме того, оце­
нить точность полученного решения в любой точке области / ) (2)= £ И 2>+  
+ Г .  Сущность предлагаемого решения, которое мы разобьем на не­
сколько последовательных ступеней, заключается в следующем.

1. Представим искомую функцию ш(х, у )  ее приближенным выра­
жением ф(х, у ) — конечным разложением по г  опорным взаимонезави- 
симым функциям фѵ (х, у),  так что ,

w(x , у) » ф ( х ,  у) =  у , (6)
V=I

где Cv — неизвестные коэффициенты.
Зададим теперь на границе Г некоторое число у равномерно распо­

ложенных точек M T = 1M (Хр у у г ) .  а в области D(2) зададим равномерно 
некоторое число а точек M s = M  (х5, ys) (рис. 1 в [1]). Затем для 
Y точек M r  подсчитаем краевое условие (5), а для о точек M s подсчи­
таем равенство (4), исходя при этом из приближенного представления
(6) для искомой функции W  ( X i у )  и взяв у + о  =  м > г .  Мы получим в 
итоге свод из уравнений

H SV=I

2 ) 2
V=I

Р(ХГ, Уг) +  q (x r , Уг) —
дп

<р»(* гy r ) c ^ — s r

( Г =  1,2...,т)
&  , а 2

д х 2 ду2
А2)ф>(**,У*)— h f 4( x s, ys)

(S=  1,2,...,а)

(7)
Cv S5,

I

в котором Sp, S5— некоторые ошибки, вызванные неточностью пред­
ставления (6) для искомой функции w ( Xi у ) .

Введем обозначения

и р(хг ,  Уг) +  q(xr, уг) дп
<рЛ*г,Уг) — й-гч— г,

д х 2 ду2

3) фѵ(^, у5)=Фіѵ=фѴ.

(8)

Тогда мы приведем свод (7) из у + а = ®  уравнений к более сж а­
тому виду

Г
1 )2  ЯгѵСѵ= гг,(/-=1,2,...,7)

V=I
(9)

T
2) (bSyC V ̂ ф̂ ѵСѵ ) =  ̂ 5, (s =  1,2,..., g) •

t V=I
Частный свод (9.1) состоит из y алгебраических уравнений первой 

степени, Частный же свод (9.2) состоит из о алгебраических уравнений
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второй степени, так как содержит члены Zcp5V Uv, где Z и Uv— неизвест­
ные. Поэтому, имея в виду решение свода (9) из у + а = с о > г  уравне­
ний по способу наименьших квадратов, мы должны предварительно 
найти приближенные значения Z0, CiI для указанных неизвестных Z, Uv. 
Одновременно можно подсчитать соответствующие приближенные зна­
чения W0 (х, у )  для собственных функций w ( x 9 у )  оператора [Д + й 2].

2. Предполагая, что выполним расчет Z0, ci следующим об­
разом. Выделим из частного свода (9.2) какие-нибудь г уравнений, в 
итоге чего у нас образуется свод

2 (& * ѵ -> < Р х ѵ )С ѵ = о, (*=1,2 ,.. . ,  г), (10)
V=I

из г алгебраических уравнений второй степени без свободных членов и 
с r-j-1 неизвестными Z, U1, U2, ..., с т. Имея в виду приближенное пред­
ставление (6) для w (х9 у ) ,  мы ставим задачей найти из, свода (10) та ­
кие значения для г коэффициентов Uv в (6), чтобы

I Ci I -f-1C21 + . . . + 1 C r I 0. (11)

Так как свод из г уравнений (10) однороден относительно г неизвест­
ных Uv, то требование (11) будет выполнено, если определитель

ftxv-Х ф XV |і  свода (10) равен нулю

I бхѵ— Хфхѵ| 1 =  0 ,  ( x , v = l , 2 , . . . , r ) .  ( 1 2 )

Ho определитель |бхѴ—Хфхѵ|і после его раскрытия есть многочлен 
r -й степени относительно Z. Следовательно, условие (12) может быть 
записано еще так

|6xv-X<fcv|î =  i ;  ^ = 0 ,  (1 3 )s=0

то есть условие дает алгебраическое уравнение r -й степени относи­
тельно неизвестного Z.

Решая уравнение (13), найдем г его корней Z5, некоторые из кото­
рых могут быть кратными. Поэтому число п р а з л и ч н ы х  корней Zp 
может быть и меньше, чем г : п ^ г .  Так как эти различные значения Zp 
неизвестного Z получены из частичного свода уравнений (10), то мы 
будем считать их приближенными и потому обозначим через Zp .

Вставим далее в свод уравнений (10), не содержащий свободных 
членов, найденные п различных корней Zp уравнения (13). Обозначая 
через Uvp= CiP, с% с% значения неизвестных иѵ, соответствующих 
заданному M 9 запишем итог подстановки п различных корней Zp 
в свод (10) следующим образом:

а)  V  (ftxv—Zßq>xv) u?p = 0  или б) V ftxv Uvp =  Zß 2 TxvUvp , (14)
V=I V=I V = I

(x =  1,2,..., г; ß = l , 2 , # < r )  
что представим также в матричном виде

a) (ft(rr)— Zpcp(rr))U()ri).p =0(гі) или б) ft(rr)C(°ri)-p= Zp9 (rr)U(*rij.p , (14*)
( ß = l , 2... ,# < /* ) .
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Отсюда видно, что в итоге указанной подстановки мы получили связ­
ку из п ^ г  сводов уравнений вида (10), причем в каждом из этих сво­
дов вместо неизвестного À подставлено одно из его различных при­
ближенных значений X0 £ л ь Х2

Так как каждый из п сводов уравнений, входящих в связку (14), 
состоит из г однородных уравнений относительно соответствующих г 
неизвестных с%— с% , с % с 0,, то одно из этих неизвестных оста­
ется произвольным. Поэтому мы примем, что в каждом своде одно­
родных уравнений из связки (14) и при заданном X0 последнее неиз­
вестное w ° ß = l .  Тогда остальные г— 1 неизвестных с% C n . ,  
для заданного X0 определяется вполне однозначно своим ß-м сводом 
из г— 1 уравнений, так что вместо (14) мы будем иметь

2 ( Ь ѵ -х ° ф „ )  с% + ( ь п ?  9, , ) = 0 , D =  1;
V=I

(15)

(X =  1, 2, ..., т 1 ; ß = l ,  2, п < г ) .

Полученный описанным выше способом набор из г \ п  чисел счр 
образует вообще разнобокую матрицу с°гп) .

о
С(гп)~

0 0 
W n  W i 2  - • • . . c°ß — •Cu
о а W21 C 2 2 •• • . . C 2 ß . • • ■• • W20Z1

0 0 Wvl Wv2 • • • • •  W ? ß ------------ C0Dvzz
, c%=\,

0 0 Wrl СГ2 • • C0r  - • .r°Urn

(16)

которая обращается в равнобокую матрицу C0rr), ,когда п =  г. Если 
каждый столбец с°, , с % c°ß,..., с% матрицы с^ГП) считать век-

—отором с, , то эта матрица запишется более сжато так:

1) с0, =

C0ß
С%

о о\ о /—О — О “0 -O4— W(rl)-ß > 4) С(гп) — (Wi , C2,..., Wß,.., Cfi) (16а)

На этом основании связку (14) из п ^ г  сводов уравнений (10) можно 
представить еще в следующем векторном виде:

а) ( В - ф Ф ) с * =  O3, б) Gc0=X3Фс\,

( ß = l ,  2, ...,

где В и Ф — линейные операторы, соответствующие матрицам Ь(ГТ) 
Ф(гг) в некоторой отсчетной опоре, *

(14**)
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3. Предположим далее, что из решения уравнения (13) мы полу­
чили ровно г приближенных собственных значений X0x ^ A 0b T02, X0r 
оператора [A-Jk2]. Вставляя затем найденные г различных T0x в 
связку (14), определим из нее г векторов c°ŒC°b C02, с° , принад­
лежащих этим Xx . Тогда равенство (6) даст нам ровно г прибли­
женных представлений W x (х, у) для собственных функций w(x, у) 
оператора [A-Jk2], так что вместо (6) мы получим следующее уточ­
ненное выражение:

w ( x , y ) £ w x(x ,y)æw°x(x , y ) =  2 > ( х , у ) .  (I")
Ѵ=Л

(X = I, 2, r).

4. Предположим теперь, что из уравнения (13) мы получили толь­
ко / г < г  р а з л и ч н ы х  приближенных собственных значений X0 ŒZ°b 
Z02, Xn оператора (Д + £ 2). Если мы вставим найденные п различ­
ных A0 в связку (14), то мы определим из нее только п соответствую­
щих векторов C0 = C 0 j с°п • Для подстановки же в представле­
ние (6) для собственных функций w(x , у) нам нужно ровно г незави­
симых векторов с ° . Следовательно, не хватает еще г— п каких-то не­
зависимых векторов g° , которые мы назовем п р и с о е д и н е н н ы м и  
и образуем следующим образом.

Прежде всего, ясно, что для каждого др -кратного корня Ap урав­
нения (13) мы можем построить описанным выше путем только один 
вектор с° вместо дз необходимых независимых векторов, которые мы 
обозначим через C^a G ^ p 1 > с% > • • • » с° . • Если положить C01 =  с° 
то все dp независимых векторов с \  для заданного Ap можно постро­
ить многими способами. Например, решением свода из др независи­
мых векторных уравнений следующего частного вида:

В Cpx =  А °0с°і+ Oc02+  0 с°з+  * • • +OCß.dß-i +  Оср.а'
Bcp2 = Icp i+  А ,Фс°2+  0с°з+ • • * +  0cp.öß—i +  0 ср.д
0 ¾ =  Oc01+  1 с% + % Ф с% +  • • • + O c0 öß-1+ O c0 öß (18)

ßCß.öß= OCßi+Oc02+Oc°3+ • • • +  1 Cß.dß-1+  A°0C°.f7ß,

где В и 0 — линейные операторы, соответствующие матрицам + о  и q+r)
Решение первого из векторных уравнений (19) довольно затрудни­

тельно при большом числе составляющих с°Ьѵ, ѵ= 1, 2, ..., г, может 
быть выполнено обобщенным способом вращения и будет изложено в 
отдельной статье. Ho если вектор C01 найден, то остальные др— 1 век­
торов C0a определятся, очевидно, так:

^ = Ч 0 - Ь ? Ф ) в" 1& = ( Я - - Ь р Ф ) в" 1с® . (19)
( а = 2 ,  3, д? ).

Выполнив определение согласно (18) и (19) всех 
д}-\-...,дп основных C6= L i  и пРисоеДинеьных CjL =  C62 > Ls + P
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векторов и вставив их в представление (6) для собственных 
функций w(x, у) оператора [Д+ L 2], получим расчетное выражение для- 
конечного набора (x, y ) æ w ( x ,  у) того же вида (17), что и ранее. 

Однако если выражение (17) записать в матричном виде

^ (П )(-Х ,у ) =  C(Vr) ф(гг)(хс,у) (17*)

и учесть, что

С ( г г ) — [  с ( т )  С(г.т— я ) ]  —  [ J ,

где cjm) и C(r.r-n)—f(r.r-n)— матрицы основных с V  и присоединенных
с®т = / ? т, ( у = п + 1 ,  н + 2 ,  г) коэффициентов, то равенство (17) запи­
шется более развернуто так:

W(r\)(X,y) = (пт)

Л - п .
Ц(П)(х,у) = С(«г)Ф(П)

Ï-0LJ (г-я.г)ф(П) _
(17*.1)

Отсюда вытекает следующее уточненное представление для да* (х,

Г
щ ( х > у)

ѵ=1
( x = l , 2 , . . . , ß  п)

(X, у) = 2 / ? ѵ С р ѵ ( х , у )
V=I

(х =  / | + 1 - , л + 2 , . . . , т , . . . , г ) .

(17.1)

5. Перепишем теперь свод уравнений ошибок (9) в более развер­
нутом виде, вытекающем из уточненных представлений

1) ÀŒÀ1, À2, 2) Qv=Qvx, (ѵ, х = 1 ,  2, ..., г) (20)

для неизвестных À и Qv. Тогда свод (9) более полно запишется так:

I ) а г vQvß —
V=I

г — 1,2,...,7 
S - - 1,2,. ..,з

2 )  (L5vQvß tLsvQvßU)— 5̂ß>
V=I

(ß = l ,2 , . . . , t f< r ;  o > r ,  Y +  a ^ c o > r + l )

(21)

или в матричном виде
1 )  CL(V ) C ( r n )  =  s Ofrt)

2) b(ar) C(rn) ф(аг) Q(rrt)̂ (rtrt)r=::£(art)* 
(П<Г; а > я ,  Y+a =  0 > r + l).

(21*)

Таким образом, свод уравнений ошибок (9) является в действитель­
ности связкой (21*) из 2п сводов уравнений, причем для заданного +  
в своде (21 *. 1 ) содержится у уравнений, а в своде (21 *.2) содержится 
о > г  уравнений. Следовательно, у + а > г + 1 ,  то есть для каждого +  
число уравнений (21*), равное у + а  =  со, будет больше числа т + \  со­
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ответствующих неизвестных Xß, с ^  . Поэтому решение связки (21*) из 
2п сводов уравнений нужно выполнять по способу наименьших квад­
ратов, что дает также возможность оценить надежно точность опреде­
ляемых из этих уравнений собственных значений Xfi и собственных 
векторов Cp =  с ßi оператора [ A + k 2]. Кроме того, мы сможем оценить 
тогда и точность определяемых согласно (19) присоединенных векто­
ров с [Ш , а =  2, 3, ..., dß для собственных значений Xfi кратностид$. 
В заключение оценим по способу наименьших квадратов точность опре­
деляемого согласно (17) конечного набора w x (x, у) собственных функ­
ций w (х9 у) оператора [ A + k 2].

6. Приступая к решению по способу наименьших квадратов связ­
ки (21) из 2п сводов уравнений, представим неизвестные Xfi9 с^- в (21) 
следующим образом:

1) ß̂ — Ap —f-oXß, 2) £vß= cvß-f-ocvß, (22)

где Xß, Cvß — ранее найденные приближенные, но достаточно точные 
значения для A,ß, cvß . Поэтому поправки ô +  8 с будем считать на­
столько малыми, что их квадратами (бАз)2, (öcVßv)2 и произведениями 
8Xß, oa,ß можно пренебречь. Вставляя тогда представления (22) для 
Xß, cvß в уравнения (21) и учитывая только что сделанные замечания, 
получим

г

1) V  ar L  Су§-\-Жг$ — £rß
, V=I

2 )  2  [Z’ävOCvß- 1(фіѵCvß)5Fß—(x“<Piv)8c,ß]+/aJp=eJp, (23)
v=l

(г= 1 ,2 , . . . ,7 ;  s = l , 2 , . . . ,3 )

(0 = 1 ,2 ,...,га+/-; o > r ,  7 + a > m + l )

где обозначено

I) V  а г + % = ж г ?,2) 2  f&CTß— (флѵС°р)Х”] (24)
V=I V = I

Введем дополнительные обозначения

I) BXp=Tjp, 2) §cvp=Vß, 3) Ѵ ф +  =  - Piß. (25)
v=l

4 )  Ap <ps„ =  q V  , 5 )  F v  — L = g s ? •

Тогда совокупность уравнений (23) запишется в следующем сж а­
том виде:

г

I ) Uf v?vß~f~HfCrfi- ̂ Tfi >
T 1 r (26)

2) +  g sv 'Dfi-tPSfi7Ifi + FFisfi =  S5ß ,
V=I

( г =  1 ,2 , . . . ,7 ;  5 =  1 ,2 , . . . ,a)

(ß =  1 , 2 a <r ,  7 +  о ^ ш > Г + 1 )

или матрично
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I )  n (V )U n)A^(Tfn) — (2 6 * )

2 )  A  а+(ГАІ ) A a  (Jn)yIinn) +  ̂ /(ал)— +ai) ,
(/7<Г; o<f, T +  a =  ü)>r+l),

г д е  r\(nn) — д и а г о н а л ь н а я  м а т р и ц а . Е сл и  теп ер ь  в (2 6 * )  в в ед ем  о б о з н а ­
чения

I )  g + j  j  =  А(1+а-Г) . — А(о).г) , 2 )  R ”I j =  ß (T-f3.rt) =  В(шМ) ,

3 ) Г  +<?•«)“ К(ш.п) , 4 )  [ < / ^ 1 =  £(т-и.«) “ :s(to.Ai) » (27 )
L ш (*л) J L £(*rt)J

то с в я з к а  (2 1 )  из 2 п  с в о д о в  у р а в н е н и й  п р и м ет  с л е д у ю щ и й  о к о н ч а т е л ь ­
ный вид:

А(оиг)ё(г/г )+#(ц)/г)0](«л)+/С(со«) =  (̂ц)/г) > Cto +  ̂ ) .  ( 2 1 — 28)

Т ак  как  в м а т р и ч н о м  у р а в н е н и и  ( 2 1 — 28)  п р е д п о л а г а е т с я ,  что  
с о - г > г - н  и о ) - / г > д - / г ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  с о > м ,  то эт о  м а т р и ч н о е  у р а в н е ­
ние р е ш а е м  п о д  у с л о в и е м  Г а у с с а

2  S a L ( ^ i ) = Q 2T=HaHM., (2 9 )
ß=l

t
о т к у д а  в ы т ек а ю т  д в а  м а т р и ч н ы е  у р а в н е н и я  [3 ]  ;

AjrafA i сиг)+Аі) +  А(Гш)В(шП)У](пп )А Al  Гон )К(ип) — О(ГАі) ,

Bffico) A (сиг)̂ (ГАі) +  D(rta>)D((oAi)Y](rtAl) +  D(Aicu )К(оіП) — O(AIrt) (3 0 )

д л я  о п р е д е л е н и я  д в у х  н е и з в е с т н ы х  м а т р и ц  1 {ГП) и у]{пп) . Е сл и  ввести  
о б о з н а ч е н и я

I) A(A-O0)A (со/*) =  P  (гг), 2) A(A-Cu)D(CDrt)- (D(AIcu)A(Cor)) =  D(Air) > (3 1 )

3 )  D(AKu)D(Cort)-R(tin), 4 )  А (ГШ)/<(си«) =S(Tn) i 5 )  В(П1й)К(ШП)— Г (««)>

то м а т р и ч н ы е  у р а в н е н и я  (3 0 )  з а п и ш у т с я  б о л е е  с ж а т о

Р(гг)ѣ(т) +D(rrt)Y](ttrt)+S(rrt) =0(rrt) ^32)
D(rtr)̂ (rrt) +  ̂ (ZIrt)7I(ZIrt)+ F (nn) — O(rtrt).

Н а й д я  о т с ю д а  м а т р и ц ы -п о п р а в к и  g (r/î) и ^(«л) , п о д с ч и т а е м  з а т е м  с о ­
г л а с н о  (2 5 )  и (2 2 )  н у ж н ы е  н ам  о с н о в н ы е  м атр и ц ы  \ ( ПП) и q.rn)-

1) \ п п ) ==\пп)  +  гі(пп) — \пп)  +  °к(пп) у 2 )  С(гп)= С(т)-\~Ѣ(т)=  C(m)~\~G С(ГП).

Н а  это м  о п р е д е л е н и е  по с п о с о б у  н а и м е н ь ш и х  к в а д р а т о в  осн о в н ы х  
м а т р и ц  F(AIAi) и C(ATi) з а к а н ч и в а е т с я .

7. Р а с с ч и т а в  м а т р и ц у  С(Гп) с о б с т в е н н ы х  в ек то р о в  C ß = £ ( %  д л я  
св я зк и  у р а в н е н и й  ( 2 1 * ) ,  вы числим  з а т е м  с о г л а с н о  (1 9 )  с о о т в е т с т в у ю ­
щ и е  п р и со е д и н е н н ы е  векторы  Cßa , а  =  2, 3, ..., др д л я  т ех  с о б с т в е н н ы х  
з н а ч ен и й  Fß о п е р а т о р а  [ A + F 2] ,  к о т о р ы е  и м е ю т  к р а т н о ст ь  . Т еп ерь  
мы м о ж е м  н а п и с а т ь  у ж е  ут о ч н ен н ы й  по с п о с о б у  н а и м е н ь ш и х  к в а д р а -
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тов полный набор w x (x, y) ,  ( A = l ,  2, r), значений для собственных
функций w(x , у)  оператора (Д+А2), который получится при замене

* Q *
в (17) приближенных С(Хѵ) на уравненные Cxv .

г *
w ( x , у) (  wx(x,y) =  ̂  фѵ(^у). (17а)

V=I

Ясно, что в том случае, когда все г корней Lp уравнения |&(гг>— 
—Лф(ГГ) | = 0  простые, то расчет согласно (19) всех г— п присоединен­
ных векторов Cpа отпадает, и мы сразу после решения связки уравне­
ний (21) переходим к расчету набора собственных функций w ( x t у) 
согласно (17а).

8. В заключение определим средне-квадратические разбросы 
m 2(Lp) и т 2[wx (х, у )] ,  найденных по способу наименьших квадратов 
собственных значений LpH собственных функций Wx (х , у) оператора 
[А + * 2].

Обобщая известные правила оценки точности в способе наимень­
ших квадратов ([1], [3]), вычислим прежде всего средне-квадратиче­
ский разброс ц2 для совокупности из /г<г величин L^ и г - п < г - г  ве­
личин c Vß , задаваемых посредством у + а  =  со уравнений ошибок (21). 
Мы найдем, что

Q2
V  р(Р)2 j е(1ш) с(̂ 1)ß=l

t o ./Z —  ( г .TlAfi-Ti) OTtl-  ( r + l ) w

V1 I V  I V  -U  ̂Л  2 j oT J '2 *ß=l\r=l s=l I
[(D — (r  + l ) ] w (33)

Далее вычислим средне-квадратические разбросы m 2(Lp) и 
т 2(с,р),  (ѵ = 1 ,  2, ..., г; ß = l ,  2, ..., n ^ . r ) .  С этой целью перепишем 
пару матричных уравнений (32) в виде связки из п пар уравнений, 
соответствующих различным ß =  1, 2, ...,

F )  D t )  
d W r Z , }

откуда следует, что
t(ßT 6(/-1)

t(ß)Ь(г1)
(ß1A m ) .

O(P)■VoT (ß)
1 («DJ

rIinl).

n(ß) r)(ß) E(Tr) D(Tti )

Ѵ Г '  .  p i ß )
(«/■) A(/Z«)j

-1 o(ß) b(r 1)
y(ß)7  («D'

Ol Ji) 
0(¾)

J ß )  S ( P )  7rCrr) °(л/г)
I(P) Л(Р) (Ttl) P (nn)_

Тогда

I) m2(cvp)=(j.2 V  , 
( ѵ = 1 , 2 , . . . , Г ;

2) m2(Xß) =  (A2p(/2ß.r+ß
i=l,2,...,/t<r)

'o(ß)-J (Cl )
7’(ß)J  («DJ

(32)

(33)

(34)

Теперь мы должны подсчитать средне-квадратические разбросы 
Tn2(Cpah), ( 6 = 1 ,  2, ..., г), составляющих с ßa.o, для присоединенных 
векторов Cpа, принадлежащих некоторому собственному значению
Lp кратности др . Согласно (19)

Сра= ( В — 1 р Ф ) а- 1Сри Cpи =  Cp9 ( а = 2 , 3 , . . . Д з ) , (19)

или в матричном виде
За

с(г1) — (Ь(г.т) *ßT(rr))a lC(rl)— d (rr)C(rl)-p (19*)
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Cfta. , = с Г  = 2  d i ßv % ,  ( S = I , ! . : + ;  ß = l , 2 , . . . , r a < r ) .  ( 1 9 * * )
v = l

и в составляющих

Отсюда по общему правилу расчета средне-квадратического разброса 
trip функции F ( x u X2, Xj , х г) от г неизвестных x  j , связанных
уравнениями ошибок, получим

т2(с,а.+=\і2 V  (ic„rfôvrffix)3a. (35)
vA=l

ß =  l,2,..., w < r ; a = 2 ,3 , . . . ,d ß).

Подсчитаем, наконец, средне-квадратические разбросы 
m 2[wx (x, y)]  j найденных по способу наименьших квадратов значений 
w x (х, у) для собственных функций w(x ,  у) оператора [Д+ é 2]. С этой 
целью в уточненном представлении (17.1) для собственных функций 
Wx (X1 у)  оператора [Д+&2] заменим приближенные с% и cjLv=? / ? т на 
их уравненные значения cVß и / ѵг Кроме того, учтем выражение (19) 
присоединенных коэффициентов é+.ô га /йт через основные коэффи­
циенты c vß , которые мы запишем в более удобном виде

а) ./+ d ^
Ô=1 Ô=1

(ѵ=1,2,...,Г; 7 =  /1+1, w + 2 ,. . . ,r ) .

Здесь с+ — составляющие тех основных векторов Ci из полной их со­
вокупности Cß, ß =  1, 2, ..., w, которые участвовали в расчете согласно
(19) соответствующих присоединенных векторов Cßa = / т .

Теперь мы можем записать представление (17.1) для собственных 
функций W x ( х ,  у )  в следующем развернутом виде:

r *
w , {X jN) =  У  Cru фѵ(х,у)

V= 1
(*=  l,2,...,ß,..*,n ) (17-2)

г * I г * \ г
U y )  = 2  wT?. Ѵ с + ф ѵ + у )  U v  CTô+(A,y),

0=1 \ѵ  =  1 J 0=1
(x =  W +l, /7+2 ,.. . ,7 ,. ..,r)

где при подсчете w y (x, у) изменен порядок суммирования и введено 
обозначение

г
фб(*y,ѵ) — d§vфѵ (*Y,y). (37)

V=I

Пз полученного представления (17.2) для W x (х, у) найдем по общему 
правилу, что

а) m2[^ß (+ y )]= [x 29(V )(A:,y)7cfrr№(ri) (x,y),
( ß =  1,2 , . . . , /1< г)  (38)
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6) m2[Wf(x,V)] =  J»2<l»(lr)(JC,yWrrJ^rl)(jf,y).
( y = « + 1 ,  л + 2 , . . . , г )

Здесь Jtjrf) — значение матрицы Я(Гг> для того собственного значе- 
ния ApG Хь X2, Tn, с помощью которого был вычислен согласно (19) 
принадлежащий ему присоединенный вектор сра = / 7.

Ha этом заканчивается решение поставленной задачи предложен­
ным способом и оценка точности для полученного таким путем реше­
ния. Рассмотренный способ без всякий осложнений может быть при­
менен к решению и оценке точности более общей спектральной задачи

I) L(x, у)и(х, у) = O 9 2) P (х9 у)и(х, у)fr=  0 (39)

с произвольными линейными дифференциальными операторами L(x, у), 
Р(х, у) и функцией и(х, у), не зависящими от времени t.
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