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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. Современное развитие беспилотных летательных аппа-

ратов,  в  частности  квадрокоптеров,  связано  с  необходимостью решения  задач,

направленных  на  повышение  точности  и  устойчивости  управления,  снижение

влияния возмущающих факторов и обеспечение надёжности функционирования в

условиях реальных полётов. Одним из ключевых направлений является совершен-

ствование методов управления движением и ориентацией аппарата при наличии

конструктивных и эксплуатационных ограничений, а также внешних и внутрен-

них возмущений.

В настоящее время квадрокоптеры находят широкое применение в различ-

ных сферах: мониторинг инфраструктуры, доставка грузов, медиа и развлечения,

поисково-спасательные операции и др. При этом успешная реализация перечис-

ленных задач во многом зависит от точности работы системы управления (СУ) и

качества измерений датчиков. Бесконтактные двигатели постоянного тока (BLDC-

моторы), широко применяемые в конструкции квадрокоптеров, вносят в систему

измерения  помехи,  спектральный  состав  которых  существенно  отличается  от

классического гауссовского шума. Эти возмущения осложняют работу системы,

особенно при выполнении высокоточных манёвров, и могут приводить к сниже-

нию устойчивости контуров управления.

Дополнительную  сложность  при  управлении  квадрокоптером  вносит

конструктивная асимметрия.  Даже незначительные различия  в  характеристиках

двигателей,  несущих элементов  рамы или датчиков,  а  также смещение  центра

масс (например, вследствие расположения аккумулятора), приводят к несоответ-

ствию математической модели объекта управления. Это отрицательно сказывает-

ся на динамике квадрокоптера и повышает вероятность возникновения колебаний.

Традиционные линейные методы управления, включая PID-регуляторы, в подоб-

ных условиях показывают ограниченную эффективность, поскольку их корректи-
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рующего действия недостаточно для компенсации вибрационных возмущений без

применения методов фильтрации, в частности фильтра Калмана (ФК).

В связи с этим актуальным представляется исследование контура управления

креном и тангажом квадрокоптера с учётом не только гауссовских шумов, но и

вибраций, порождаемых BLDC-моторами. Такой подход обеспечивает более аде-

кватное описание динамики системы и служит основой для решения задач в про-

странстве фазовых поверхностей. В рамках этого направления рассматриваются

законы управления на основе скользящих режимов и оптимального быстродей-

ствия, направленные на повышение робастности и быстродействия СУ квадроко-

птером. 

Научная проблема заключается в отсутствии комплексного подхода к синтезу

СУ в пространстве фазовых поверхностей, обеспечивающего одновременный учёт

спектральных  характеристик  вибрационных  возмущений,  порождаемых  BLDC-

моторами, и конструктивной асимметрии квадрокоптера. В то же время недоста-

точно разработаны методы синтеза регуляторов для каналов управления, объеди-

няющие оценку вектора состояния с использованием ФК, робастность, присущую

методу скользящего режима (SMC), и высокое быстродействие, характерное для

оптимального управления на основе принципа максимума.

Таким образом, актуальность диссертационной работы обусловлена следую-

щими факторами: высокой практической значимостью задачи управления квадро-

коптером  в  условиях  воздействия  вибрационных  возмущений,  порождаемых

BLDC-моторами, и конструктивной асимметрии корпуса, а также недостаточной

разработанностью гибридных регуляторов, сочетающих оценку вектора состояния

(с использованием ФК), робастность метода скользящих режимов и быстродей-

ствие оптимального управления. Решение этих задач соответствует современным

требованиям к развитию теории автоматического управления, повышению надёж-

ности беспилотных авиационных систем и расширению сфер их применения в

промышленности и научных исследованиях.
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Решению поставленной задачи в смежных областях науки посвящено значи-

тельное  число  исследований.  В  области  моделирования  и  управления  полётом

квадрокоптера  можно  отметить  работы  отечественных  авторов,  среди  которых

Красовский А.Н., Рутковский В.Ю., Визильтер Ю.В., Зеленский В.А., Павловский

В.Е., Шавин М.Ю., Масленников А.Л., Баранов О.В. и др, уделяющие внимание

вопросам построения динамических моделей и стабилизации движения. Зарубеж-

ные исследователи, такие как Beard R.W., McLain T.W., Chung S.J., Schoellig A.P.

и др, активно публикуют результаты в области управления многороторными лета-

тельными аппаратами с использованием классических методов. Исследования в

области оптимального управления по критерию быстродействия, а также методов

SMC, активно ведутся с 1970-х годов. В отечественной науке можно выделить ра-

боты таких исследователей,  как Фельдбаум А.А.,  Емельянов С.В.,  Уткин В.И.,

Клюев А.С., Колесников А.А., Осипов Ю.С., Соловьёв А.В. и др, уделявших вни-

мание  методам  решения  данной  задачи  и  разработке  алгоритмов  управления,

обеспечивающих минимальное время ПП и устойчивость системы. 

В целях практической реализации надёжной и воспроизводимой СУ квадро-

коптером целесообразно  использовать  современные  методы анализа  динамики,

основанные  на  математическом  моделировании,  что  позволяет  синтезировать

контуры стабилизации крена и тангажа. На основе математической модели может

быть построена комбинированная система управления,  в  которой классические

PID-регуляторы дополняются элементами, реализующими принципы оптимально-

го управления или SMC. При подтверждении эффективности предложенного под-

хода становится возможным разработать методику настройки регуляторов, ориен-

тированную на реализацию на микроконтроллерных платформах с ограниченны-

ми вычислительными ресурсами.

Целью диссертационной работы является разработка и экспериментальные

исследования методов и алгоритмов управления контуром крена квадрокоптера. 

В связи с поставленной целью должны быть решены следующие задачи:

• Анализ проблем управления динамикой квадрокоптера.
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• Исследование математической модели BLDC-мотора для определения пере-

ходной характеристики электромагнитного момента на валу.

• Разработка математической модели квадрокоптера с учётом моментов на ва-

лах двигателей и конструктивной асимметрии. 

• Построение  фильтра  Калмана,  учитывающего  сигнал  управления,  спек-

тральные возмущения и асимметрию конструкции. 

• Синтез алгоритма построения фазовых траекторий, включая скользящий ре-

жим и оптимальное  управление  по быстродействию на  основе  принципа

максимума для управления креном квадрокоптера;

• Аппаратная реализация предложенных алгоритмов на микроконтроллерной

платформе. 

Методы исследования. В работе использовались анализ математических мо-

делей основных элементов системы и исследование её функционирования в раз-

личных режимах  моделирования.  Для  верификации  полученных  моделей  была

разработана  экспериментальная  установка.  Численное  моделирование  проводи-

лось в среде Python, а экспериментальные испытания – на лабораторном стенде с

применением языка C++.

Достоверность полученных результатов диссертационной работы подтвер-

ждается экспериментальными исследованиями, проведенными как на компьютер-

ных моделях, так и на специально разработанной физической установке. Получен-

ные в диссертации результаты и выводы согласуются с данными, представленны-

ми другими авторами.

Научная новизна:

1. Предложена  математическая  модель  квадрокоптера,  позволяющая  учиты-

вать  влияние  спектральных  составляющих  электромагнитного  момента

BLDC-мотора  на  показания  инерциальных  датчиков  и  конструктивной

асимметрии корпуса на динамику полета.

2. Предложена модификация каскадного PD-PI-регулятора,  в которой управ-

ляющий сигнал  разделен  на  постоянную и вариативную составляющие с
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учётом ограничения скорости его изменения, что обеспечивает корректное

использование  регулятора  совместно  с  фильтром  Калмана  и  повышает

устойчивость  системы  при  действии  вибрационных  возмущений  и

конструктивной асимметрии.

3. Разработан алгоритм, формирующий фазовую траекторию для объектов 2-

го  порядка,  обеспечивающий  согласованный  переход  от  оптимального

управления по фазовой поверхности вне области равновесия к линейному

PD-управлению внутри этой области, что обеспечивает сохранение быстро-

действия и робастности системы, а также минимизацию колебаний при воз-

действии возмущений.

Практическая  ценность  работы. Полученные  результаты  подтверждены

как теоретическим моделированием, так и экспериментальными испытаниями на

действующем  квадрокоптере,  что  свидетельствует  об  их  работоспособности  и

пригодности для практического применения. Разработанные методы и алгоритмы

целесообразно использовать  при изучении лётных характеристик и проведении

лабораторных  занятий  со  студентами,  а  также  при  совершенствовании  систем

управления  квадрокоптерами  сторонних  разработчиков  с  целью  повышения

точности оценки состояния и устойчивости к вибрационным и конструктивным

возмущениям.

Реализация и внедрение результатов работы. Разработанная эксперимен-

тальная платформа для исследования  контуров управления креном и тангажом

внедрена в учебный процесс и применяется в рамках лабораторных работ по кур-

сам,  посвящённым  методам  настройки  PID-регуляторов  с  использованием

фильтра Калмана в отделении электроэнергетики и электротехники Томского по-

литехнического университета, а также в Томском государственном университете.

Предложенный  подход  к  построению  фильтра  Калмана  применён  в  системах

управления  давлением  повышающих  насосных  станций,  разрабатываемых  в

«НПО ВЭСТ» (г. Томск, РФ). Акты о внедрении результатов работы приложены к

диссертации.
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Основные положения, выносимые на защиту:

1. Предложенная  математическая  модель  динамики  квадрокоптера  в  канале

крена,  учитывающая  момента  переключение  потокосцепления  на  валах

BLDC-моторов  и  конструктивную асимметрию,  обеспечивает  повышение

адекватности описания объекта управления по сравнению с известными мо-

делями, что подтверждается присутствием спектра смоделированных вибра-

ционных помех в данных натурных экспериментов.

2. Предложенный алгоритм синтеза фильтра Калмана, использующий сигнал

управления, разложенный на постоянную и вариативную составляющие во

вложенной  структуре  PD-PI-регулятора,  обеспечивает  оценку  угла  крена,

угловой скорости, углового ускорения и позволяет снизить среднеквадрати-

ческое отклонение оценок по сравнению с классическим ФК приблизитель-

но в 3,5 раза − в режиме низких оборотов двигателей и на 24,3% – в режиме

высоких оборотов, повышая тем самым точность и достоверность информа-

ции, используемой для построения СУ на фазовой плоскости.

3. Разработанный алгоритм формирования фазовой траектории переключения

для объектов второго порядка на основе метода оптимального управления

по быстродействию или скользящего режима, интегрированный с линейным

PD-регулятором,  обеспечивает  высокое быстродействие  переходного  про-

цесса  или  робастность  системы  стабилизации  крена:  работоспособность

сохраняется  при десятикратном отклонении параметров модели от  номи-

нальных значений, в установившемся режиме автоколебания отсутствуют, а

по сравнению с традиционными алгоритмами достигнуто снижение средне-

квадратического отклонения оценок на 28-39 % и уменьшение интегральной

энергоёмкости сигнала управления на 45 %. 

Апробация  результатов  работы. Основные  результаты  диссертационной

работы докладывались на следующих конференциях: 

III Всероссийская с международным участием молодёжная конференция «Бу-

таковские чтения», г. Томск, ТПУ, 2023 г; Всероссийская школа молодых учёных
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«Цифровизация, декарбонизация и децентрализация современной электроэнерге-

тики», г. Севастополь, СевГУ, 2024 г; IEEE 25th International Conference of Young

Professionals in Electron Devices and Materials (EDM), г. Алтай, 2024; IV всероссий-
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Публикации. Основные результаты исследований отражены в 12 публикаци-

ях: 5 статей в научных журналах и изданиях, рекомендуемых ВАК, из которых 3

статьи в журналах, индексируемых в базе данных Scopus; 6 статей в сборниках

трудов международных и российских конференций; 1 свидетельство о государ-

ственной регистрации программ для ЭВМ.

Объем и структура диссертации. Диссертационная работа состоит из введе-

ния, четырёх глав, заключения и двух приложений. Полный объём диссертации

составляет 154 страницы, включая 65 рисунков и 9 таблиц. Список литературы со-

держит 133 наименования.

Во введении обоснована  актуальность  темы диссертации,  сформулирована

цель  исследований,  определены  решаемые  задачи,  указаны  научная  новизна  и

практическая ценность результатов работы.

В первой главе выполнен анализ проблем управления каналами крена и тан-

гажа квадрокоптера, обусловленных нелинейностью и межканальной взаимосвя-

зью его динамики. Рассмотрены классические методы синтеза систем управления.

На основе выявленных ограничений обоснован предлагаемый подход.

Во второй главе рассмотрена математическая модель BLDC-мотора для опре-

деления  переходной  характеристики  момента  переключения  потокосцепления.

Данный момент влияет на показания датчиков. Предложено включить его в мате-

матическую модель, а также учитывать конструктивную асимметрию корпуса при

построении общей модели квадрокоптера.
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В третьей  главе  проведён  синтез  линейной системы управления  каналами

крена и тангажа с предложенным PD-PI-регулятором.  Для обеспечения работы

контура при воздействии гауссовских шумов и спектральных составляющих по-

строен фильтр Калмана. Дополнительно проведено исследование методов управ-

ления на основе фазовых траекторий, включая скользящий режим и оптимальное

управление по быстродействию на основе принципа максимума.

В  четвёртой  главе  представлены  результаты  экспериментальной  проверки

предложенных подходов, а также выполнен их сравнительный анализ как между

собой, так и с классическим подходом, принятым в качестве эталонного решения.
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Глава 1. ОБЗОР И АНАЛИЗ ПОДХОДОВ К ПОСТРОЕНИЮ СИСТЕМ

УПРАВЛЕНИЯ КАНАЛАМИ КРЕНА И ТАНГАЖА КВАДРОКОПТЕРА

В данной главе  рассмотрены особенности  управления по каналам крена и

тангажа квадрокоптера, приведены основные характеристики объекта управления

и представлена структура системы автоматического управления, обеспечивающей

устойчивость полёта. Проведён анализ существующих методов синтеза регулято-

ров − от классических PID-алгоритмов до современных подходов, основанных на

методе скользящего режима и оптимального управления по быстродействию на

принципе максимума. Представлен подход к синтезу системы управления квадро-

коптером, предложенный в данной диссертационной работе.

1.1 Анализ  динамических  свойств  квадрокоптера  и  проблем

управления ориентацией в каналах крена и тангажа

1.1.1 Анализ состояния исследований в области управления квадроко-

птерами

Управление беспилотными летательными аппаратами, в частности квадроко-

птерами, остаётся одним из активно развивающихся направлений в области авто-

матического управления в настоящее время. Квадрокоптер – это много роторный

беспилотный летательный аппарат с четырьмя несущими винтами, закреплённы-

ми  на  симметричной  раме  в  конфигурации  типа  «X»  или  «+»  [1].  Благодаря

конструктивной простоте,  способности к вертикальному взлёту и удержанию в

стационарной позиции, квадрокоптеры находят широкое применение в различных

прикладных задачах,  включая  аэрофотосъёмку,  технический мониторинг,  поис-

ково-спасательные операции и научные исследования и.т.д [2-4].

В последние десятилетия наблюдается активное развитие научных исследо-

ваний, посвящённых динамике и СУ квадрокоптера, что подтверждается значи-
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тельным  количеством  публикаций  в  отечественной  и  зарубежной  литературе.

Анализ современной литературы подтверждает, что управление квадрокоптерами

остаётся активно развивающимся направлением, охватывающим широкий спектр

задач – от математического моделирования и построения систем стабилизации до

траекторного слежения, обработки сенсорной информации и адаптации к внеш-

ним возмущениям. В частности, в работах [5-12] подробно рассматриваются прак-

тические аспекты функционирования таких аппаратов, включая реализацию алго-

ритмов управления в условиях реальных полётов и воздействий внешней среды.

К  числу  наиболее  разработанных  направлений  исследований  в  области

управления квадрокоптерами относятся:

• разработка математических моделей динамики полёта [5, 6];

• синтез алгоритмов стабилизации положения и ориентации [7, 8];

• методы фильтрации и оценивания вектора состояния [9, 10];

• разработка адаптивных и робастных регуляторов [11, 12].

Динамика  квадрокоптера  описывается  системой  нелинейных  дифференци-

альных  уравнений  с  шестью  степенями  свободы  (6-DOF),  включающими  три

координаты поступательного движения и три угла ориентации. Управляющие воз-

действия формируются за счёт изменения скоростей вращения четырёх электро-

двигателей (ω1, ω2, ω3, ω4), что позволяет генерировать подъёмную силу для каж-

дого мотора (fi) и создаёт моменты по трём осям: крена (θ), тангажа (φ) и рыска-

ния (ψ) [13]. 

Ориентация квадрокоптера задаётся  в виде углов Эйлера,  определяемых в

связанной с аппаратом системе координат, тогда как его поступательные переме-

щения описываются в инерциальной системе, связанной с землёй. Для учёта вза-

имного преобразования между этими системами координат используются матри-

цы поворота и кватернионное представление ориентации, что позволяет избежать

сингулярностей  при  вычислениях  и  обеспечить  корректное  описание  про-

странственного движения [1,  4]. Связь между системами координат учитывается
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при формализации кинематических и динамических уравнений, представленных

на рисунке 1.1.
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Рисунок 1.1 – Системы координат, используемые для описания пространственного
движения квадрокоптера

1.1.2 Проблемы стабилизации углов крена и тангажа в управлении квад-

рокоптера

Управление ориентацией квадрокоптера является одной из ключевых задач в

построении систем автоматического управления квадрокоптера. Наиболее критич-

ными с точки зрения устойчивости и управляемости выступают каналы крена и

тангажа,  так  как  именно они определяют пространственную ориентацию аппа-

рата, а также обеспечивают его движение относительно горизонтальной плоско-

сти. Нарушения в этих каналах приводят к дестабилизации полёта, отклонению от

заданной траектории и снижению способности к компенсации внешних возмуще-

ний.

Результаты управляющего  воздействия,  прикладываемые  по  каналу  крена,

оказывает влияние не только на соответствующую ось, но и вызывает отклик в

динамике тангажа и рыскания. Подобная межосевая взаимосвязь обусловлена ги-
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роскопическими  моментами,  инерционными  перекрёстными  связями,  а  также

конструктивной асимметрией рамы [14].

На практике асимметричное распределение массы, возникающее, например,

при  установке  подвесной  камеры,  несимметричном  размещении  аккумулятора,

манипулятора  или при изменении конфигурации полезной нагрузки,  оказывает

существенное влияние на динамику полёта и точность управления квадрокопте-

ром [15].  Такие изменения приводят к смещению центра масс и перераспределе-

нию моментов инерции, что нарушает согласованность управляющих воздействий

и может вызывать дрейф, колебания либо снижение устойчивости полёта, вплоть

до потери управляемости квадрокоптера. Несмотря на значимость указанных фак-

торов, во многих публикациях их влияние либо игнорируется, либо рассматрива-

ется в упрощённой форме, что существенно ограничивает применимость соответ-

ствующих алгоритмов управления в условиях реальной эксплуатации [5-8].

Существенная нелинейность проявляется и в аэродинамике винтов: тяга и со-

здаваемый момент зависят квадратично от частоты вращения и зависят от взаим-

ного расположения воздушных потоков. В результате реакция аппарата на управ-

ляющую команду определяется текущим режимом полёта и состоянием среды.

Дополнительные трудности создают внешние возмущения: порывы ветра, сдвиги

воздушных масс около препятствий, эффект близости земли или стен  [16]. Все

они формируют непредсказуемые моменты и силы, требующие быстрой компен-

сации.

Не меньшую роль в точности управления играет ограниченность информа-

ции из инерциальных измерительных датчиков (IMU). Гироскопы обеспечивают

измерение угловых скоростей, однако подвержены шумам и дрейфу [17]. Акселе-

рометры регистрируют линейные ускорения, включая компоненту силы тяжести,

при этом их показания искажаются при вращении объекта, в частности из-за влия-

ния  центробежных  составляющих  [18]. Сигнал  IMU  содержит  как  широкопо-

лосный стохастический шум, обусловленный внутренними шумами датчиков, так

и узкополосные гармоники, возникающие из-за вращения моторов и резонансных

15



свойств  конструкции  летательного  аппарата  [19],  что  приводит  к  снижению

точности оценки состояния.

В работах [20,  21] экспериментально зафиксированы узкополосные пики в

диапазоне 100-300 Гц, обусловленные работой BLDC-моторов и передающиеся на

корпус летательного аппарата. Эти колебания накладываются на измеренные зна-

чения угловых скоростей и ускорений, искажают фазовую ошибку и влияют на

качество работы управляющего алгоритма. Особенно это критично для регулято-

ров, чувствительных к производным (например, при построении фазовой поверх-

ности).

Для подавления возмущений, влияющих на точность управления, на практи-

ке применяются как методы частотно-селективной фильтрации, так и алгоритмы

оценки состояния. Узкополосные вибрации подавляются notch-фильтрами как в

проектах Betaflight, ArduPilot, широкополосный шум - низкочастотными фильтра-

ми. Для объединения данных датчиков и учёта смещений применяют комплемен-

тарные  фильтры  [22]  и  различные  реализации  ФК  [23].  При  проектировании

фильтрационной схемы необходимо согласовывать частотные и фазовые характе-

ристики,  обеспечивая  минимальные  задержки  и  предотвращая  возбуждение

контура остаточными резонансными колебаниями. Избыточная фильтрация при-

водит к снижению быстродействия системы, тогда как недостаточная - к проник-

новению шумов и возмущению контура управления.

Как отмечено в работах [24, 25], динамика исполнительных механизмов квад-

рокоптера ограничена временем нарастания момента,  задержкой в работе элек-

тронного регулятора скорости (ESC-преобразователя), наличием насыщения и ги-

стерезиса. Эти ограничения приводят к запаздыванию в отклике и особенно за-

метных в канале крена при агрессивных манёврах.

Таким образом управление каналами крена и тангажа квадрокоптера ослож-

няется нелинейностью динамики, ограничениями датчиков и исполнительных ме-

ханизмов,  внешними  возмущениями,  изменчивостью  параметров  модели  и

конструктивной асимметрией корпуса. Учёт совокупности этих факторов необхо-
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дим для построения эффективной системы управления, обеспечивающего требуе-

мую устойчивость и точность в реальных условиях эксплуатации.

1.2 Анализ системы автоматического управления квадрокоптера

Существует  множество  исследований,  посвящённых  системам  управления

квадрокоптером,  которые  представляют  ценный  источник  решений  для  разра-

ботки и оптимизации алгоритмов управления [26-30]. Полученные в этих работах

подходы позволяют эффективно повышать управляемость квадрокоптеров в раз-

личных прикладных задачах и условиях эксплуатации.

Исторически развитие теории управления квадрокоптерами прошло несколь-

ко этапов. На ранних стадиях замкнутые контуры стабилизации реализовывались

преимущественно с использованием аналоговых регуляторов, которые обеспечи-

вали управление ориентацией объекта с помощью PID-алгоритмов. С развитием

цифровых бортовых контроллеров и увеличением вычислительных возможностей

стало возможным внедрение более сложных методов, включая оптимальные и ро-

бастные  алгоритмы  управления.  В  современных  САУ  применяется  широкий

спектр решений: от простых для любительских квадрокоптеров (например PX4,

Betaflight) до высокопроизводительных платформ профессиональных автопилотов

(ArduPilot, DJI и др.), обеспечивающих интеграцию множества сенсорных данных

и выполнение сложного планирования траектории полёта.

Оптимизация  лётных  характеристик  квадрокоптеров  действительно  пред-

ставляет собой одну из центральных задач в области современных систем управ-

ления беспилотными летательными аппаратами. Эта проблема приобретает осо-

бую актуальность в условиях растущих требований к автономности, точности и

энергоэффективности дронов, особенно в приложениях, связанных с длительны-

ми миссиями, а также в сценариях, где критически важны быстродействие и манё-

вренность. В рамках классического подхода к оптимальному управлению задача

формулируется как поиск управляющего воздействия, минимизирующего задан-
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ный функционал качества на конечном или бесконечном временном интервале.

При этом необходимо учитывать не только нелинейную динамику квадрокоптера

– описываемую уравнениями движения в шести степенях свободы, – но и физиче-

ские  ограничения:  максимальные  и  минимальные  значения  угловых  скоростей

вращения двигателей, насыщение исполнительных механизмов, а также возмож-

ные возмущения внешней среды и погрешности измерений со стороны инерци-

альных датчиков, GPS или визуальных систем навигации.

Для решения подобных задач применяются как аналитические методы, так и

численные и прикладные схемы. При этом на этапе синтеза критически важно

учитывать ограничения исполнительных механизмов, дискретизацию сигналов и

оценку состояния. Дополнительно для повышения качества управления использу-

ются наблюдатели внешних возмущений и прямые компенсирующие сигналы для

учёта гироскопических перекосов и лёгкие адаптивные блоки для компенсации

изменения массы и ограничений интегральной части регулятора, а также тщатель-

ная настройка фильтров для сохранения фазового запаса при наличии цифровых

задержек.

В настоящее время для управления квадрокоптерами применяются различ-

ные методы, выбираемые в зависимости от конкретных задач и условий эксплуа-

тации. Наиболее широко используются PID-регуляторы [31-34], методы линейно-

го квадратичного регулирования (LQR/LQG)  [35-37],  прогнозирующее управле-

ние по модели (MPC) [38,  39], а также адаптивные и робастные схемы, включая

H∞ и SMC [40-43]. Кроме того, находят применение регуляторы на основе нечёт-

кой логики и интеллектуальные алгоритмы управления [44-47].

При управлении нелинейными объектами, такими как квадрокоптер, обычно

используют каскадную структуру контуров, которая обеспечивает устойчивость

как по ориентации аппарата, так и по его стабилизации [48]. Общая структура кас-

кадной системы управления представлена на рисунке 1.2, где показано взаимодей-

ствие внешнего контура, отвечающего за формирование траектории, и внутренних
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контуров,  обеспечивающих стабилизацию углового  положения и  высоты аппа-

рата.

Контроллер по 
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ы
числение скорости  

вращ
ения роторов
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модели  
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Рисунок 1.2 – Структурная схема каскадной системы управления квадрокоптером

1.3 Анализ  эффективности  классических  PID-регуляторов  в  задачах

управления квадрокоптером

Пропорционально-интегрально-дифференциальный  (PID)  регулятор  –  один

из самых распространённых алгоритмов управления благодаря простоте и эффек-

тивности. Его работа основана на трёх звеньях: пропорциональном (реакция на

отклонение), интегральном (устранение статической ошибки) и дифференциаль-

ном (упреждение будущих отклонений для повышения устойчивости) [49].

Существует  множество  разновидностей  и  модификаций  PID-регулятора,

представленных в [50-53]. На практике задачу регулирования чаще всего решают

с помощью PI-, PD- и PID-регуляторов, которые благодаря простоте настройки и

высокой надёжности остаются доминирующими схемами управления. Оптималь-

ный подбор коэффициентов PID-регулятора обеспечивает улучшение ПП при воз-

действии как управляющих, так и возмущающих сигналов, одновременно повы-

шая  запасы  устойчивости  синтезируемых  систем  и  тем  самым  гарантируя  их
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надёжную работу [54]. Структурная схема системы управления с PID-регулятором

приведена на рисунке 1.3.

Рисунок 1.3 – Структурная схема системы управления с PID-регулятором

PID-регулятор работает, вычисляя ошибку между заданным и фактическим

значениями и затем используя три компонента Kp, Ki, Kd для корректировки управ-

ляющего сигнала.  Классическое уравнение PID-регулятора задаётся  следующей

формулой [55, 56]:

u(t )=K p e (t)+K i∫
0

t

e(τ)d τ+K d
d e (t)
  d t , (1.1)

где u(t) – результирующий управляющий сигнал; e(t) – ошибка в момент времени

t;  Kp,  Ki,  Kd – коэффициенты пропорционального, интегрального и дифференци-

ального компонент.

В  системах  управления  квадрокоптера  PID-регуляторы  остаются  наиболее

распространёнными и часто используются в качестве базового элемента каскад-

ной схемы управления. Такая архитектура предполагает наличие нескольких вло-

женных контуров, где выход более медленного внешнего контура задаёт опорные

значения для быстродействующего внутреннего уровня.

Внешний контур, опираясь на стабилизированную динамику, решает задачи

позиционирования по координатам  x,  y и высоте  z. Его регуляторы работают на

более низкой частоте, используя данные GNSS/GPS, барометра и оптического по-

тока. Выходные сигналы определяют целевые углы крена и тангажа для внутрен-

него контура [57]. 
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Внутренний контур стабилизации реализуется на основе PID-регуляторов с

высокой частотой обновления и управляет угловой динамикой квадрокоптера –

креном,  тангажом и рысканием.  Используя данные IMU через  фильтрацию, он

демпфирует колебания,  компенсирует быстрые возмущения (например, порывы

ветра) и точно отслеживает угловые команды внешнего уровня. Структурная схе-

ма каскадных PID-контуров показана на рисунке 1.4.

Рисунок  1.4 – Структурная схема системы управления квадрокоптером

Для многоконтурных систем на практике чаще используют методы последо-

вательного расчёта,  выполняя настройку параметров регулятора по модальному

оптимуму [58, 59] или по симметричному оптимуму [60, 61].

Метод модального оптимума представляет собой аналитический подход к на-

стройке параметров регуляторов, основанный на выделении доминирующих инер-

ционных звеньев в динамике управляемого объекта и подгонке коэффициентов

характеристического  многочлена  замкнутой  системы.  Основное  преимущество

метода заключается в наличии явных выражений для вычисления коэффициентов

регулятора  (Kp,  Ki, Kd), что позволяет оперативно получать удовлетворительные

приближённые  значения  без  необходимости  применения  ресурсоёмких числен-

ных процедур оптимизации.
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В системах, характеризующихся наличием медленно реагирующих динами-

ческих звеньев, модальный оптимум обеспечивает удовлетворительное качество

переходного процесса, включая умеренное перерегулирование и приемлемое вре-

мя  установления,  что  делает  данный  метод  особенно  удобным  в  инженерной

практике. Он применяется преимущественно к системам второго порядка, для ко-

торых можно явно задать желаемую форму корней характеристического уравне-

ния. Как правило, регуляторы, настраиваемые по критерию модального оптимума,

содержат одно интегрирующее звено, обеспечивающее первый порядок астатизма

по управляющему воздействию и, как следствие, устойчивое устранение статиче-

ской ошибки при ступенчатом воздействии.

Модальный оптимум не всегда гарантирует требуемые показатели в частот-

ной области (например, необходимые запасы по фазе и амплитуде), поэтому часто

требуется последующая численная корректировка параметров. Для системы, на-

строенной по методу модального оптимума,  типичные показатели качества  со-

ставляют: пиковое перерегулирование около 4,3 %, а время переходного процесса

примерно равно четырём наименьшим постоянным времени объекта [59].

Метод симметричного оптимума применяется преимущественно при синтезе

регуляторов для высокопорядковых систем, включающих несколько последова-

тельных инерционных звеньев. Основной целью данного подхода является обес-

печение сбалансированного частотного отклика с улучшенными амплитудными и

фазовыми запасами устойчивости, что особенно важно для систем с развитой вну-

тренней динамикой и потенциально ограниченными частотными характеристика-

ми исполнительных механизмов [62].

В отличие от модального оптимума, симметричный оптимум требует более

сложных процедур аналитического или численного расчёта, что может затруднять

его применение при быстром параметрическом синтезе в инженерной практике.

Тем не  менее,  он даёт  более  надёжные характеристики по устойчивости  и  ро-

бастности в широком диапазоне частот.
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На практике целесообразно использовать симметричный или модальный оп-

тимум как средство получения первичного приближения параметров регулятора.

Дальнейшая настройка, как правило, осуществляется с применением численных

методов оптимизации и имитационного моделирования,  что позволяет  согласо-

вать параметры системы управления с конкретными требованиями к устойчиво-

сти, качеству ПП и частотной робастности.

1.4 Скользящий режим в задачах робастного управления нелинейными

системами

Скользящий режим (sliding mode control, SMC) представляет собой класс ме-

тодов дискретного или непрерывного управления, который характеризуется вво-

дом дискретного управляющего сигнала, способного приводить систему к задан-

ной фазовой поверхности (скользящей поверхности), после чего динамика систе-

мы сводится к движению по этой поверхности [63-65]. Основное преимущество

SMC заключается в его устойчивости к параметрическим неопределённостям и

внешним возмущениям, что делает его особенно ценным в задачах управления ле-

тательными аппаратами, включая квадрокоптеры.

К числу фундаментальных авторов, внёсших значительный вклад в развитие

теории SMC, относятся Уткина В.И. [63, 66, 67] и Емельянова С.В. [64, 68, 69], где

было обосновано использование дискретных  управляющих воздействий для обес-

печения инвариантности движения системы относительно заданной гиперплоско-

сти в фазовом пространстве. Исследования в этом направлении активно развива-

лись на протяжении последующих десятилетий и привели к появлению множе-

ства модификаций метода, включая адаптивные, высшего порядка и интегриро-

ванные схемы.

Динамика управляемого объекта в большинстве работ описывается в виде не-

линейной системы [70]:

ẋ (t)= f ( x( t) , t )+g ( x(t) , t )u(t)+ξ(t ) , (1.2)
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где x (t)  – вектора состояния системы, f (.)  – вектор собственных динамик, g (.)

–  матрица управления,  ξ( x ,t )  – возмущения и неопределенности в параметрах

системы.

С целью обеспечения  устойчивой асимптотической  стабилизации системы

x (t) → 0 или слежение за желаемой траекторией x (t) → xd (t) несмотря на наличие

ξ( x ,t )  в  f (.) ,  g (.) .  Для  этого  вводится  функция  скользящей  поверхности

s (x, t), определяющая гиперплоскость в фазовом пространстве:

s(x , t )= dn−1

 d t
e(t)+λ n−1

d n−2

d t
e(t)+...+λ1 ė(t )+λ 0 e(t ) , (1.3)

где: e( t )=x(t)−xd ( t )  – вектор ошибки состояния, λi>0  – коэффициенты, задаю-

щие желаемую динамику на поверхности.

В случае стабилизации объекта второго порядка, можно использовать более

простой вид:

s=λ e(t )+ė( t)=0 . (1.4)
Большинство  современных  исследований  в  области  управления  квадроко-

птерами с использованием скользящего режима ориентировано на стабилизацию

ориентации (углы крена, тангажа и рыскания) и позиционирование центра масс

аппарата в пространстве.

Базовый закон управления с использованием дискретной функции переклю-

чения:

u(t )=ueq(t )−K sign (s(t )) , (1.5)
где ueq – эквивалентное управление, обеспечивающее движение по поверхности, K

– коэффициент  усиления.  Такой  подход  демонстрирует  высокую устойчивость

при наличии внешних возмущений (ветровых нагрузок, колебаний конструкции).

В [71] предложен адаптивный вариант, в котором коэффициенты λ и K в ре-

альном  времени  подстраиваются  под  изменения  инерционных  характеристик

квадрокоптера. Это особенно важно в задачах с переменной нагрузкой.

В [72] исследуется применение скользящего режима к трёхмерному слеже-

нию: фазовые поверхности задаются по ошибкам положения и ориентации, а син-
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тезированный терминальный SMC обеспечивает устойчивое высокоточное слеже-

ние при внешних возмущениях и помехах в измерениях (вплоть до отказов сенсо-

ров), что подтверждено модельными испытаниями.

Формирование скользящих поверхностей является ключевым этапом синтеза

управления. В работах [73,  74] показано, что выбор формы поверхности суще-

ственно влияет на переходные процессы.  Нелинейные и экспоненциальные по-

верхности ускоряют спад начальной ошибки и сокращают время входа в режим

скольжения, что особенно важно для инерционных объектов, таких как квадроко-

птер.

В работе [75] используется декомпозиция по временным масштабам, что поз-

воляет независимо настраивать быстрые (угловые) и медленные (позиционные)

подсистемы. Такой подход удобен, когда оси имеют различное время отклика и

требуется раздельная настройка контуров.

Одна из известных проблем скользящего режима – так называемое chattering,

возникающее из-за высокочастотного переключения управляющего сигнала. Это

явление не только ухудшает точность управления, но и приводит к механическим

нагрузкам на исполнительные органы, что особенно критично в системах управ-

ления квадрокоптерами. В [76] рассмотрены практические сглаживающие аппрок-

симации переключателя SMC: замена sign (·) на  saturation/гиперболический тан-

генс, а также гистерезис в управляющем канале для снижения эффекта chattering.

В [77] анализируются скользящие режимы второго порядка (в т.ч. super-twisting),

позволяющие уменьшить частоту переключений и повысить устойчивость к изме-

рительному шуму. Кроме того, в [78] показано, что сочетание SMC с ФК (для по-

давления шума IMU и сглаживания оценок) сохраняет робастность SMC при од-

новременном росте точности слежения.

Непосредственно задача управления креном квадрокоптера с использованием

скользящего  режима  рассматривалась  в  работах  [79-81]. В  [79]  сформирована

скользящая поверхность для канала крена с учётом ограничений по углу и насы-

щения актуаторов;  показано быстрое восстановление при отклонениях порядка
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± 300. В [80] устойчивость исследована при случайных возмущениях − ветровых и

измерительных шумах IMU,  моделируемых белым гауссовским шумом.  В [81]

предложен адаптивный закон управления с динамической подстройкой коэффи-

циентов усиления по уровню возмущений, что снижает чувствительность к шу-

мам и улучшает переходные характеристики.

Таким образом, несмотря на наличие ряда исследований, направленных на

устойчивое управление креном с использованием скользящего режима, влияние

вибраций  от  двигателей  как  структурированного,  периодического  возмущения

практически не анализируется.  В большинстве случаев такие воздействия либо

упрощаются до стохастических моделей, либо полностью игнорируются, что сни-

жает применимость предложенных методов к реальным аппаратам.

1.5 Анализ  оптимального  управления  по  быстродействию  на  основе

принципа максимума

Существуют разработанные решения задачи быстродействующего управле-

ния для стационарных систем, описываемых моделями второго и третьего поряд-

ка, что подробно исследовано в работах [82-86]. Для систем второго порядка кри-

вая переключений обычно строится на этапе синтеза  с  использованием метода

«обратного движения», предложенного Фельдбаумом А.А. в 1960-е годы [86]. В

случае систем третьего порядка задача существенно усложняется: требуется опре-

делить и аппроксимировать двумерное подпространство переключений, на основе

которого затем строится соответствующая кривая (поверхность) переключения.

Решение задач оптимального управления относится к области вариационного

исчисления и широко освещается в ряде монографий и научных статей [87-89]. В

таких постановках динамика управляемого объекта, как правило, описывается си-

стемой  дифференциальных  уравнений.  В  частности,  для  многих  технических

объектов используется модель второго порядка, отражающая взаимосвязь между

управляющим воздействием и изменением состояния системы:
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 d 2 x
d t 2 =u , (1.6)

где  u – управляющий  параметр,  который  должен  удовлетворять  условию

|u(t )|≤K  (K > 0).  В  рамках  формализма  принципа  максимума  Понтрягина

рассмотрим преобразование уравнения (1.6) в эквивалентную систему дифферен-

циальных уравнений второго порядка:

{ d x1

 d t
=x 2 ,

d x2

 d t
=u ,

(1.7)

где x1=x , x 2= ẋ  – фазовые координаты. 

Постановка задачи заключается в определении управления, которое обеспе-

чивает максимально быстрый переход фазовой точки системы из произвольного

начального  состояния  x (t0)=x0 , ẋ(t 0)=0  к  заданному  целевому  состоянию

x (t end)=0 , ẋ (t end)=0 .  В  качестве  начального  состояния  рассматривается  любая

точка фазового пространства системы.

Построим функцию Гамильтона  Н̄ (Ψ , X , U )=ψ1⋅x2+ψ2⋅u  с учётом накла-

дываемого ограничения на управление имеем:

u(t )=K .sign (ψ2(t )) , (1.8)
где  sign  –  знаковая  функция,  принимающая  значения  (−K , K )  и  далее

ψ1(t ) ,ψ2( t )  можно получить из системы уравнений:

{ dψ1

 d t
=0 ,

dψ2

 d t
=−ψ1 ,

решением  которой  будут  функции  ψ1(t )=C1 ,ψ2(t)=−C 1⋅t+C 2 ,  где  С1 ,С 2  –

произвольные константы.

Тогда уравнение (1.8) принимает следующий вид:

u(t )=K .sign (−C1t+C 2) . (1.9)
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Следовательно,  оптимальный закон управления носит кусочно-постоянный

характер и, благодаря свойству монотонности ψ2(t) , имеет не более одной точки

переключения. Далее определяется момент переключения t1  и длительность ин-

тервала стабилизации  t end  на основе заданных граничных условий. Стоит под-

черкнуть, что выражение

u(t )={−K если t0<t<t 1 ,
K если t1<t<t end ,
0 если t>tend ,

 (1.10)

является оптимальным решением и описывает значение управления u(t )  при за-

данных начальных и конечных условиях. 

{x1=
1
2 K t2+ s1t+ s2

x2=Kt+ s1

 или x1=
1

2 K
x 2

2+s* ,

где s*=−1
2 K

s1
2+s2  – произвольная постоянная. Аналогично при условии u (t) = –K,

фазовые траектории системы (1.7) представляют собой параболические кривые,

которые могут быть выражены в виде:

x1=
−1
2 K

x 2
2+s** .

Предположим, что оптимальное управление формируется двумя постоянны-

ми воздействиями. В этом случае фазовая траектория системы представляет собой

кривые параболического типа, что иллюстрируется на рисунке 1.5.

Рисунок 1.5 – Семейство оптимальных фазовых траекторий
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Момент времени переключения наступает тогда,  когда фазовая траектория

пересекает кривую, представленную выражением

x1=
−1
2 K

x 2⋅|x2| .

Время  t end  определяется  при  условиях  x1(t end )=0  и  x 2(tend )=0 .  Соответ-

ственно, алгоритм вычисления управляющего воздействия в любой точке траекто-

рии может быть выражен следующим образом:

u(t )=sign ( x1( t)+
x2(t)⋅|x 2(t)|

2 K ) . (1.11)

С учётом в начале x1=x , x 2= ẋ , управление (1.8) теперь представлено в виде 

u(t )=sign ( x(t )+ ẋ( t)⋅|ẋ(t )|
2 K ) . (1.12)

Подробное описание данного подхода приведено во многих известных рабо-

тах, в частности в [87,  88]. Важно подчеркнуть, что функцию знака sign (.) кор-

ректно применять только в фазе переходного процесса. После достижения устано-

вившегося  состояния  оптимальное  управление  должно  быть  равно  нулю.  Для

учёта  этого  требования  вводится  зона  нечувствительности  в  фазовом  про-

странстве, внутри которой управляющее воздействие принимается равным нулю.

Таким образом, окончательный закон оптимального управления принимает вид:

u(t )={ K , если (( x ( t )+ ẋ(t)⋅|ẋ (t)|
2 K

−λ)>0) ,
0 , если (|x(t )+ ẋ (t )⋅|ẋ(t )|

2 K |< λ) ,

−K , если ((x (t)+ ẋ ( t )⋅|ẋ(t)|
2 K + λ)<0) ,

(1.13)

где λ – зона нечувствительности.

Выражение (1.13) может служить основой для построения алгоритма управ-

ления, оптимизированного по быстродействию, для системы, описываемой дан-

ной моделью.

29



Выводы к главе 1 

• Выполнен обзор современных исследований в области динамики и управле-

нии квадрокоптерами. Рассмотрено влияние конструктивных и эксплуата-

ционных факторов на устойчивость и точность системы управления, вклю-

чая смещение центра масс, изменение инерционных характеристик, насы-

щение  исполнительных  органов,  ограниченность  инерциальных  измери-

тельных модулей, а также наличие широкополосных и узкополосных шу-

мов, обусловленных вибрациями BLDC-моторов.

• Проанализированы существующие подходы к  синтезу  систем управления

квадрокоптером, включая PID-регуляторы, методы оптимального управле-

ния, а также робастные и адаптивные схемы.

• Рассмотрен  метод  SMC,  характеризующийся  высокой  устойчивостью  к

неопределённостям  и  эффективностью при  управлении  квадрокоптерами.

Однако его применение сопровождается эффектом  chattering –  высокоча-

стотных колебаний управляющего сигнала, что особенно критично при на-

личии шумов и вибраций.

• Рассмотрен подход к решению задачи оптимального управления по быстро-

действию  на  основе  принципа  максимума.  Показано,  что  данный  метод

обеспечивает формирование управляющих воздействий, минимизирующих

время перехода системы в заданное состояние, и может быть использован в

качестве основы для синтеза фазовых поверхностей при управлении объек-

тами второго порядка.

Таким образом, обзор литературы и анализ существующих методов управле-

ния демонстрируют необходимость разработки методов построения фазовой по-

верхности управления креном квадрокоптера с явным учётом вибрационного воз-

действия от двигателей и конструктивных симметрии.
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Глава 2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ

МОМЕНТА В BLDC-МОТОРЕ И КОНСТРУКТИВНОЙ АСИММЕТРИИ

НА ДИНАМИКУ КВАДРОКОПТЕРА

В данной главе исследуется математическая модель BLDC-мотора, на основе

которой выполнен анализ характеристики переходного процесса момента. Показа-

но, что в данном процессе возникают спектральные составляющие, которые ока-

зывают прямое влияние на показания датчиков квадрокоптера. Построена матема-

тическая  модель  квадрокоптера  с  учётом  спектральных  составляющих  и

конструктивной асимметрии корпуса. На основе полученных динамических урав-

нений проведено моделирование работы системы управления квадрокоптером и

выполнен сравнительный анализ замкнутого контура для традиционной модели и

модели, учитывающей спектральный состав помех, вносимых двигателями.

2.1 Исследование динамики электромагнитного момента в BLDC-моторе

Сложность реализации устойчивого управления квадрокоптером обусловлена

как многоконтурной структурой СУ, так и наличием помех в измерительных кана-

лах датчика, что требует разработки методов управления, устойчивых к шумам.

Допустим для стабилизации полёта применяются многоконтурные PID-регулято-

ры с отрицательной обратной связью, входные данные для которых формируются

IMU, включающим гироскопы и акселерометры. Обработка сигналов IMU обычно

сопровождается использованием ФК для подавления гауссовских шумов. Однако

реальные данные, особенно от бюджетных IMU, содержат шумы, не соответству-

ющие  нормальному  распределению;  в  частности,  вибрации  двигателей  вносят

спектральные искажения, затрудняющие обработку показаний акселерометра. В

результате  традиционные  математические  модели,  учитывающие только  белый

шум, оказываются недостаточно эффективными для адекватного описания реаль-

ных условий полёта.
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Предположение основано на работе [90], где исследованы ФК и комплемен-

тарный фильтр (КФ). При анализе необработанных данных измерений акселеро-

метра («Acc») и гироскопа («Gyro») выявлены высокочастотные колебания, гра-

фик которых приведён на рисунке 2.1. Эти колебания не имеют гауссовской при-

роды и могут существенно снижать точность фильтрации и достоверность оценок.

Рисунок 2.1 – Колебания сигнала датчика IMU в каналах крена

В работе [90] природа возникновения указанных периодических процессов не

рассматривается, что можно считать недостатком при анализе механизмов, поро-

ждающих такие колебания. Выявление их причин, например, связанных с механи-

ческими вибрациями, могло бы дать объяснение изменениям динамики полёта и

нестабильности контуров управления,  что  имеет принципиальное значение для

построения  адекватных  математических  моделей  функционирования  квадроко-

птера.

Спектральные составляющие сигналов, вероятно, могут быть связаны либо с

радиопомехами, либо с работой резонансного контура генератора, используемого

для измерения угловой скорости на основе эффекта Кориолиса. К сожалению, в

руководстве пользователя к датчику не указана собственная частота колебаний ге-

нератора, однако можно попробовать оценить её с помощью следующего выраже-

ния:
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f r=
1

2 π √ k
m

, (2.1)

где жёсткость пружины (k) и масса пластины датчика (m) позволяют оценить ча-

стоту колебаний при реалистичных значениях. Поскольку масса пластины относи-

тельно стабильна и значительно меньше массы микросхемы (до грамма), её резо-

нансная частота должна быть существенно выше частоты на рисунке 2.1 и не за-

висит от частоты вращения двигателя.

Предположим, что периодические помехи связанны со свойствами электри-

ческой машины. Возникновение спектральных составляющих электромагнитного

момента BLDC-мотора обусловлено особенностями коммутации и конструктив-

ными свойствами электрической машины. В идеализированной модели предпола-

гается, что токи в фазных обмотках и противо-ЭДС имеют трапецеидальную фор-

му и совпадают по фазе, обеспечивая постоянный электромагнитный момент. В

реальных условиях это не выполняется: переключение токов в обмотках осуще-

ствляется электронным коммутатором (частотным преобразователем), формирую-

щим широтно-импульсные сигналы заданной частоты.  В моменты коммутации,

когда происходит переключение активной пары фаз, в воздушном зазоре электри-

ческой машины наблюдается кратковременное перераспределение магнитного по-

тока. Это приводит к пульсациям электромагнитного момента и появлению до-

полнительных гармонических составляющих в его спектре.

Далее  проводится  детальное  исследование  математической  модели  BLDC-

мотора  с  целью  выявления  физической  природы  и  количественного  описания

рассматриваемого явления. Полная модель сформулирована на основе работы [91]

с учётом дополнений и уточнений, представленных в работе [92], динамика моде-

ли описывается системой дифференциальных уравнений для фазных токов iX, iY и

iZ :
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{uX=L
d i X

d t
+iX R+eX ,

uY=L
d iY

d t
+iY R+eY ,

uZ=L
d i Z

d t
+iZ R+eZ ,

(2.2)

где uX, uY, uZ – фазные напряжения; eX, eY, eZ – противо-ЭДС, обусловленные дви-

жением ротора; R и L – индуктивность и активное сопротивление фазы.

Связь между угловой скоростью ротора и противо-ЭДС в каждой фазе стато-

ра описывается следующими соотношениями:

{
e X=K eωr F (θr ) ,

eY=K eωr F (θr−
2 π
3 ) ,

eZ=K eωr F (θr+
2 π
3 ) ,

(2.3)

где  Ke – постоянная ЭДС; θr – положение ротора; ωr – его угловая скорость;  а

F (θr) – трапециевидная форма противо-ЭДС, которая определяется угловым поло-

жением ротора по следующим выражениям:

F (θr )={
1 0≤θ r ≤ 2 π

3 ,

1− 6
π (θr−

2 π
3 ) 2 π

3 ≤ θr ≤ π ,

−1 π ≤ θr ≤ 5π
3 ,

1+ 6
π (θr−

5 π
3 ) 5 π

3
≤ θr ≤ 2 π .

(2.4)

Электромагнитный момент, создающий вращение ротора, зависит от фазных

токов и определяется выражением

M e=K f iΦ F (θ r ) , (2.5)
где  Me и  iΦ – векторы момента и токов; а  Kf – коэффициент крутящего момента.

Поскольку трапецеидальная форма противо-ЭДС (2.4) не совпадает с прямоуголь-

ной формой управляющего сигнала (2.3), полная компенсация в токах iX, iY и iZ не-
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возможна.  В  переходном процессе  момента (2.5)  сохраняется  спектральная  со-

ставляющая, присутствующая в управляющем сигнале.

Сумма моментов по 3-м фазам определяет частоту вращения согласно меха-

нической модели турбовентиляторной машины согласно ДУ:

M e(t )=Bωr (t )+ J
dωr (t )
  d t

+M L(t) , (2.6)

где  J – момент инерции;  ML – момент нагрузки (возмущение);  B – коэффициент

трения в подшипниках и лопастях.

В стандартной математической модели  BLDC-мотора момент внешней на-

грузки ML обычно не учитывается, так как он значительно меньше электромагнит-

ного  момента  Me.  Далее  следует  перейти  от  полных уравнений (2.2)  и  (2.6)  к

упрощённой структурной схеме как представлен на рисунке 2.2.

Рисунок 2.2 – Схема вычисления углового положения ротора BLDC-мотора

На основании структурной схемы можно записать упрощённую передаточ-

ную  функцию,  описывающую  связь  между  управляющим  сигналом  частоты

переключения (UPWM) и угловой скоростью ротора (ωr) следующим образом:

W ( s )=
ωr (s )

U PWM (s )
=

K f

τ 2
2 s2+τ1 s+1

, (2.7)

где

τ1=
RJ +BL

RB+K f K e
; τ2

2= JL
RB+K f K e

. (2.8)
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Постоянные времени системы достаточно малы по сравнению с периодом

переключения фазных напряжений, что позволяет сглаживать колебания магнит-

ного потока в переходных процессах. Однако в математических моделях квадро-

коптера для описания двигателя с приводом часто используют уравнение (2.7) с

существенно большими постоянными времени, чем в (2.8).  Это связано с при-

менением низкочастотных фильтров в цепи обратной связи, которые нивелируют

спектр переходного процесса момента. Чрезмерное увеличение этих постоянных

снижает быстродействие контуров управления.

Для анализа ПП момента на валу двигателя проведено моделирование. Ре-

зультаты моделирования и исходный код приведены по ссылке [93]. В ходе иссле-

дований были рассмотрены различные режимы изменения угловой скорости, сре-

ди которых выделены два характерных для работы двигателя: быстрый и плавный

пуск. На рисунке 2.3 представлены результаты моделирования, иллюстрирующие

динамику  изменения  момента  при  указанных  режимах.  Значения  приведены  в

условных единицах (у.е.).

    а) б)
Рисунок 2.3 – Переходные процессы: а) при быстром пуске; б) при плавном пуске  

где dx (t) – дисперсия сигнала, оценённая по выборке длительностью 50 мс, M e  –

момент переключения в двигателе, η  – внутренние шумы двигателя, МО – мате-

матическое ожидание.
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При быстром пуске (рисунок 2.3 а) наблюдается начальное смещение матема-

тического ожидания наведённых шумов относительно задающего сигнала, а дли-

тельность ПП (~ 60-70 мс) определяется электромеханической постоянной време-

ни двигателя и приведённым моментом инерции нагрузки  J. В случае плавного

пуска  частота  переключения  фаз  нарастает  постепенно  (рисунок 2.3 б),  и  МО

шума  как  в  переходном,  так  и  в  установившемся  режиме  остаётся  близким  к

нулю, что является важным условием корректной работы ФК.

Результаты моделирования для обоих режимов показывают наличие двух вы-

раженных спектральных составляющих. Первая – синусоидальная низкочастотная

компонента с увеличенной амплитудой, проявляющаяся при разгоне и исчезаю-

щая после установления потокосцепления. Вторая – высокочастотная компонента

меньшей амплитуды, вызывающая колебания частоты и сохраняющаяся даже в

установившемся режиме. Эти спектральные составляющие могут быть описаны

следующим выражением:

δ=A1 sin (ω1 t+ϕ1)+A2 sin (ω2t+ϕ2 ) , (2.9)
где A1, A2 − амплитуды колебания, причём A1 > A2 , ω1 ≈ ω2/6.

В результате суммарное воздействие, выраженное в уравнении (2.9), с учётом

трёх каналов управления может быть приведено к более компактной и аналитиче-

ски обобщённой форме.

δϕ ,θ ,ψ( t )=Aϕ ,θ ,ψ sin( RPM . np

60
.
uМ (t )
100

.2π) , (2.10)

где RPM – количество оборотов двигателя в минуту; np – число пар полюсов дви-

гателя; uM (t) – нормированный сигнал управления двигателем (в % от максималь-

ного значения); Aφ, θ, ψ – амплитуды колебаний по каналам тангажа (φ), крена (θ) и

рыскания (ψ).

Динамика привода обычно представлена передаточной функцией второго по-

рядка, связывающей входной управляющий сигнал uM(t) и выходную угловую ско-

рость двигателя ωu(t):
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τ s
2 d2ωu ( t )
  d t 2 +2 γ τs

dωu ( t )
  d t +ωu(t )=K p uM ( t ) , (2.11)

где Kp – коэффициент передачи; τs – постоянная времени привода; γ – коэффици-

ент демпфирования.

Уравнение  (2.11) описывает  динамику  привода  без  учёта  (2.10).  В  работе

предложено учитывать периодические составляющие путём введения (2.10) в со-

став выражения для частоты оборотов для каждого i-го двигателя 

ωi (t )=ωu ( t )+δϕ ,θ ,ψ(t ) , i∈(1 , 2 ,3 , 4) .

Следовательно, с учётом периодических составляющих, описанных в выра-

жении (2.10) в модели (2.11) должны проявляться спектральные компоненты соот-

ветствующих частот. Указанные компоненты проявляются во всех выходных сиг-

налах системы – как в электромагнитном моменте, так и в показаниях датчиков,

что подтверждается спектральным составом сигналов, представленным на графи-

ках рисунков 2.1 и  2.3.

2.2 Построение  математической  модели  квадрокоптера  с  учётом

спектральных составляющих

Для корректного моделирования динамики квадрокоптера необходимо учи-

тывать физические свойства системы, однако при построении математической мо-

дели она подвергается существенным упрощениям. При указанных допущениях

разработанная модель сохраняет все необходимые элементы для описания основ-

ных динамических характеристик квадрокоптера.

Можно рассматривать систему координат квадрокоптера как система коорди-

нат твёрдого тела, поскольку это система имеет 6-DOF соответственно по двум

основным координатам [94, 95]. 

Линейные  и  угловые  координаты  квадрокоптера  задаются  вектором

QE=(ζ ,β) ,  где ζ=( x , y , z)T  – координаты центра масс в инерциальной системе

38



координат (ИСК) {E}, определённой осями (OE,  xE,  yE,  zE), а  β=(ϕ ,θ ,ψ)T  – углы

Эйлера (крен, тангаж, рыскание). 

Линейные  и  угловые  скорости  описываются  вектором  QB=(v ,γ) ,  где

v=( ẋ , ẏ , ż)T  – линейные скорости,  γ=( p ,q , r)T  –  проекции угловых скоростей

на оси связанной системы координат (ССК) {B}, определённой осями (OB,  xB,  yB,

zB) и жёстко закреплённой в центре масс корпуса.

Для преобразования между системами координат, как отмечалось ранее, на-

ряду с кватернионным представлением ориентации может использоваться также

матрица поворота,  обеспечивающая эквивалентное описание пространственного

положения корпуса квадрокоптера.

Так, матрица поворота  Rx (φ), задающая преобразование координат при вра-

щении вокруг оси Оx на угол φ, определяется следующим образом:

R x(ϕ)=[1 0 0
0 cosϕ −sin ϕ
0 sin ϕ cosϕ ] ,

аналогично матрица поворота Ry (θ), соответствующая повороту вокруг оси Oy на

угол θ, задаётся выражением:

R y (θ)=[ cosθ 0 sinθ
0 1 0

−sinθ 0 cosθ] ,

и матрица поворота Rz (ψ), описывающая поворот вокруг оси Oz на угол ψ, имеет

вид:

R z(ψ)=[cosψ −sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1 ] .

Поворот, задаваемый матрицей R(φ, θ, ψ) для данной системы углов Эйлера, мо-

жет  быть  представлен  как  последовательность  элементарных вращений вокруг

осей неподвижной системы координат: сначала на угол φ вокруг оси Ox, затем на

угол θ вокруг оси Oy и, наконец, на угол ψ вокруг оси Oz. Результат перемноже-

ния может быть представлен в выражении:
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R(ϕ ,θ ,ψ)=[1 0 0
0 cos ϕ −sin ϕ
0 sinϕ cosϕ ] .[ cosθ 0 sin θ

0 1 0
−sinθ 0 cosθ] .[

cosψ −sin ψ 0
sin ψ cosψ 0

0 0 1 ]
=[cosθcosψ sinϕ sin θcosψ−cosϕ sin ψ sin θcosϕcosψ+sinψsin ϕ

sinψcosθ sin ϕ sinθ sinψ+cosϕcosψ cos ϕ sinθ sinψ−sin ϕcosψ
−sinθ sin ϕcosθ cos ϕcosθ ] .

(2.12)

Аналогично, для преобразования вектора угловой скорости между различны-

ми системами координат используется следующая матрица поворота:

R( ϕ̇ , θ̇ , ψ̇)=[1 sin ϕ tanθ cosϕ tanθ
0 cosϕ −sin ϕ

0 sin ϕ
cosθ

cosϕ
cosθ ] . (2.13)

Результаты преобразования  угловых скоростей между корпусной системой

координат и инерциальной представлены следующим образом: 

[ ϕ̇θ̇ψ̇]=[1 sin ϕ tanθ cosϕ tanθ
0 cosϕ −sin ϕ

0 sin ϕ
cosθ

cosϕ
cosθ ] [ p

q
r ] , (2.14)

[ p
q
r ]=[

1 0 −sin θ
0 cos ϕ cosθsin ϕ
0 −sin ϕ cos ϕ cosθ][ ϕ̇θ̇ψ̇] . (2.15)

Предполагается,  что  при  анализе  канала  крена  квадрокоптер  находится  в

окрестности положения равновесия,  а  углы тангажа и рыскания пренебрежимо

малы и могут быть исключены из рассмотрения. В этом случае направления осей

корпусной системы координат практически совпадают с проекциями на инерци-

альную систему, что позволяет напрямую отождествить угловые скорости враще-

ния вокруг осей корпуса с производными углов Эйлера:

ϕ̇≈ p ,θ̇≈q , ψ̇≈ r .

Наиболее распространённая математическая модель квадрокоптера получена

на основе уравнений Ньютона-Эйлера для описания вращательного движения и

второго закона Ньютона – для поступательного движения. Такой подход пред-

ставлен в работах [10, 96-98].
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С учётом зависимости частоты вращения от управляющего сигнала, заданной

в выражении (2.11) и с добавлением спектральной компоненты из (2.9), частота

вращения  i-го двигателя в модели квадрокоптера может быть записана следую-

щим образом:

ωi(t )=ωu(t )+A1 sin(ωu(t )n p

6
t )+A2sin (ωu(t)n p t ) . (2.16)

Далее, исходя из выражения (2.16), тяговая сила  fi создаваемая  i-ым двига-

телем, направлена вдоль оси ротора и пропорциональна квадрату его угловой ско-

рости вращения и также суммарная тяга четырёх двигателей  F вычисляется по

следующим выражениям:

f i=bωi
2 , F=∑

i=1

4

f i . (2.17)

Крутящий момент вокруг оси z создаётся скоростью вращения мотора и его

ускорением:

M z=d ω i
2+ I M ω̇i , (2.18)

где d – коэффициент сопротивления, b – коэффициент тяги, IM – момент инерции

ротора. Обычно влияние ω̇i  считается малым и его можно пропускать.

Моменты по углу тангажа, крена и рыскания рассчитывается по формуле:

{M ϕ=lb(ω1
2+ω2

2−ω3
2−ω4

2) ,
M θ=lb(ω1

2−ω2
2−ω3

2+ω4
2) ,

M ψ=d (ω1
2−ω2

2+ω3
2−ω4

2) ,
(2.19)

где l – расстояние от осей двигателей до центра масс корпуса.

Подстановка уравнения (2.16) в выражениях (2.17) и (2.19) приводит к тому,

что в сигналах тяговых сил и моментов появляются периодические составляю-

щие. В дальнейшем они, совместно с шумами, отражаются на сигналах линейных

и угловых положений.

Для описания поступательного движения квадрокоптера в инерциальной си-

стеме координат, на основании второго закона Ньютона, можно записать следую-

щее уравнение:
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m ζ̈=mg+R(ϕ ,θ ,ψ)[ 0
0

−F ] , (2.20)

где  g = [0, 0,  – g]T – вектор ускорения свободного падения,  m – масса квадроко-

птера;

Линейные ускорения вдоль осей x, y, z определяются следующими уравнени-

ями:

{m ẍ=(sinθcosϕcosψ+sinψ sinϕ)F−C x ẋ ,
m ÿ=(cosϕ sin θsin ψ−sin ϕcosψ)F−C y ẏ ,

m z̈=(cosϕcosθ)F−mg−C z ż ,
(2.21)

где Сх, y, z – коэффициенты линейного сопротивления по осям x, y, z соответственно.

Если пренебречь моментами аэродинамического трения и сопутствующими

эффектами, то вращательное движение описывается уравнениями Эйлера динами-

ки твёрдого тела, которые имеют следующий вид:

I ω̇+ω×( I ω)=M . (2.22)
Угловые ускорения  относительно  вращений вокруг  соответствующих осей

вычисляются по следующим уравнениям:

{I xx ṗ=M ϕ−(I zz− I yy)qr ,
I yy q̇=M θ−(I xx− I zz) pr ,
I zz ṙ=M ψ−(I yy− I xx) pq ,

(2.23)

где  (Izz−Iyy)qr, (Ixx−Izz)pr, (Iyy−Ixx)pq −  гироскопические  члены,  возникающие при

вращении тела, I − это матрица инерции (тензор инерции) квадрокоптера относи-

тельно его центра масс в системе координат корпуса. Для большинства квадроко-

птеров с симметричной рамой тензор инерции при равновесном состоянии имеет

вид диагональной матрицы:

I=[ I xx 0 0
0 I yy 0
0 0 I zz

] , (2.24)
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где Ixx – момент инерции относительно оси x,  Iyy – момент инерции относительно

оси y, Izz – момент инерции относительно оси z. Если квадрокоптер идеально сим-

метричен по горизонтальной плоскости, обычно Ixx ≈ Iyy ≠ Izz.

На  рисунке 2.4 приведены типичные  результаты моделирования  динамики

квадрокоптера при отсутствии измерительных шумов, выполненные в работе [99].

а)       б)

в)   г)
Рисунок 2.4 – Результаты моделирования динамики квадрокоптера при отсутствии

измерительных шумов: а) углы ориентации; б) траектория движения; в) угловые скоро-
сти; г) моменты и силы тяги

Качественный  анализ  углов  и  их  производных  показывает,  что  контуры

управления  могут  быть  настроены  без  перерегулирования  при  достаточно  ко-

ротких временах переходного процесса. Характер изменения моментов и сил тяги

отдельных винтов соответствует форме ПП частоты вращения двигателей. Для ка-

нала рыскания время переходного процесса составляет около 2 с. В каналах крена
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и тангажа прямые показатели качества ПП оценить затруднительно из-за плавного

изменения задающих сигналов. Тем не менее, по задержке между фактическими и

задающими углами можно определить, что время ПП лежит в пределах 0,4 - 0,8 с.

Из выражений (2.19), (2.21) и (2.23) следует, что показания гироскопа опреде-

ляются крутящими моментами,  тогда  как данные акселерометра зависят  от ве-

личины силы тяги. Далее результаты моделирования с учётом гауссовских шумов

и периодических составляющих в математической модели квадрокоптера приве-

дены на рисунке 2.5. Как видно из графиков, добавление указанных возмущения

не приводит к потере устойчивости системы, однако заметно снижает качество

переходных процессов.

а) б)

в) г)
Рисунок 2.5 – Влияние периодической составляющей шумов на динамические па-

раметры квадрокоптера в процессе полёта а) углы ориентации; б) траектория движения;
в) моменты и силы тяги; г) угловые скорости

В сигналах момента и тяги наблюдаются выраженные спектральные компо-

ненты. Причина заключается в том, что в замкнутом контуре сигнал частоты вра-
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щения содержит помеху, вносимую приводом. Это приводит к значительным ко-

лебаниям сигнала заданной скорости вращения двигателя на выходе PID-регуля-

тора (формула 2.11).

2.3 Анализ влияния конструктивной асимметрии корпуса квадрокоптера

на динамику его движения

В большинстве классических моделей квадрокоптеров принимается, что кор-

пус обладает симметрией, а двигатели равноудалены от центра масс. Принятое до-

пущение обеспечивает диагональную структуру тензора инерции за счёт отсут-

ствия  центробежных  моментов,  что  значительно  упрощает  синтез  алгоритмов

управления. Во многих исследованиях, включая работы [5, 7, 10], рассматривают-

ся именно симметричные конфигурации, при которых центр масс совмещён с на-

чалом  корпусной  системы  координат,  а  изменение  длины  лучей  или  массы

отдельных элементов не нарушает симметрии.

Однако на практике практически невозможно добиться идеальной симметрии

всех конструктивных элементов. Даже незначительные отклонения в расположе-

нии аккумулятора, креплений моторов или толщины элементов рамы приводят к

смещению центра масс (rc), изменению распределения моментов инерции и раз-

личию в  характеристиках  двигателей.  Такие  различия  формируют асимметрию

конструкции, которая проявляется в неравномерном распределении тяги и в воз-

никновении дополнительных  моментов,  мешающих работе  системы стабилиза-

ции.

В связи с этим формируется ключевая исследовательская задача – построение

математической модели квадрокоптера, учитывающей одновременно деформаци-

онные  изменения  конструкции  и  геометрическую  асимметрию корпуса.  Разра-

ботка такой модели позволит более точно описать реальные динамические свой-

ства летательного аппарата и обеспечить требуемые показатели устойчивости и

точности  управления  в  условиях  практической  эксплуатации.  Проблема  учёта
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конструктивной асимметрии в динамике квадрокоптеров рассматривалась в ряде

научных работ [15, 100, 101], где анализировались различные аспекты влияния не-

симметричного распределения масс, тяг и геометрии расположения двигателей на

динамику полёта.  Результаты этих работ показывают, что даже незначительное

смещение центра масс относительно геометрического центра корпуса вызывает

появление дополнительных перекрёстных моментов, что приводит к взаимному

влиянию каналов управления по крену и тангажу и снижению общей устойчиво-

сти системы стабилизации.

Для адекватного описания динамики квадрокоптера необходимо учитывать

индивидуальные характеристики каждого двигателя и геометрические плечи их

расположения. В случае конструктивной асимметрии дополнительно принимают-

ся во внимание смещение центра масс rc, коэффициенты тяги bi и сопротивления

di  для каждого двигателя, а также расстояния lij от двигателей до центра масс. При

этом управляющие моменты и суммарная сила тяги, определённые в уравнениях

(2.17) и (2.19), принимают следующий вид:

| F
M ϕ

M θ

M ψ
|=|1 1 1 1

l 21 l22 − l 23 −l 24

l31 − l32 −l 33 l 34

d1 − d 2 d 3 − d 4
|| f 1

f 2

f 3

f 4
| . (2.25)

При идеальной симметрии расстояния lij от центра масс до двигателей равны

и моменты сопротивления  di одинаковы.  В этом случае  перекрёстные влияния

между осями управления минимальны. Однако при нарушении симметрии, напри-

мер, при смещении центра масс, одна пара двигателей создаёт больший момент,

чем другая, что вызывает дрейф по углу крена даже при равных сигналах управле-

ния. 

Силы тяги i-го двигателя квадрокоптера пропорциональны квадрату угловой

скорости ротора и определяются эмпирической формулой

f i=
1
2
ρπ Ri

2 ci
2ωi

2=biωi
2 , (2.26)
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где ρ – плотность воздуха,  Ri – радиус пропеллера,  ci – коэффициент, определяе-

мый формой пропеллера. 

Хотя в идеальных условиях радиусы и формы пропеллеров предполагаются

одинаковыми,  в  процессе  эксплуатации они могут  подвергаться  повреждениям

или деформациям, что приводит к изменению аэродинамических характеристик.

Для удобства анализа все указанные параметры объединяются в коэффициенты

тяги bi.

Как следует из уравнения (2.23), при наличии конструктивной асимметрии в

модель динамики угловых скоростей необходимо включить гироскопические мо-

менты, а также возмущения, обусловленные несимметрией конструкции, которые

оказывают существенное влияние на устойчивость движения. С учётом конструк-

тивной асимметрии (2.25) в уравнениях (2.23) получаем математическую модель

квадрокоптера по каналам крена и тангажа в равновесном состоянии:

{I xx ṗ=(l 21b1ω1
2+l22 b2ω2

2−l 23 b3ω3
2−l 24 b4ω4

2 ) ,
I yy q̇=(l 31b1ω1

2+l 34 b4ω4
2−l 32 b2ω2

2−l33 b3ω3
2) .

(2.27)

Допустим, что при синтезе системы управления динамика квадрокоптера по

каналам крена и тангажа рассматривается в предположении малых углов отклоне-

ния и постоянной высоты полёта. В данных условиях влияние гироскопических

эффектов и перекрёстных связей пренебрежимо мало.

Из уравнения (2.27) видно, что неравенство плеч (lij) или коэффициентов тяги

(bi) приводит к тому, что даже при одинаковых частотах вращения двигателей (ωi

= ω) появляются остаточные угловые ускорения. Если корпус является абсолютно

симметричным (Ixx = Iyy), то такой частный случай рассматривается во многих ра-

ботах, где приведены упрощённые аналитические выражения для описания его

динамики

{ ṗ= l b
I xx

(ω1
2+ω2

2 −ω3
2−ω4

2 ) ,

q̇= l b
I yy

(ω1
2−ω2

2 −ω3
2+ω4

2 ).
(2.28)
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Значения  управления  двигателями  вычисляются  из  сигналов  управления

контуров стабилизации по высоте z, тангажу φ, крену θ и рысканию ψ для симмет-

ричной конструкции следующим образом:

|u1

u2

u3

u4
|=|1 −1 1 1

1 1 − 1 1
1 1 1 −1
1 −1 −1 −1

||u z

uϕ

uθ

uψ
| . (2.29)

Это распределение обеспечивает независимость осей управления при идеаль-

ной симметрии. Однако при смещении центра масс или различии коэффициентов

тяги данная матрица перестаёт быть ортогональной – то есть управление по одной

оси вызывает реакцию по другой. Для упрощения рассмотрим частный случай,

когда квадрокоптер выполняет вращение только по  крену, при этом остальные

углы стабилизированы (т.е ψ≈0 , ϕ≈0 ), а управление осуществляется исключи-

тельно по каналу крена ( θ≠0 ).  Тогда, в соответствии с выражением (2.29), вы-

полняются следующие условия:

u1=u 4=u z+uθ , u2=u3=u z −uθ . (2.30)
Если дополнительно предположить, что конструктивная асимметрия не ока-

зывает влияния на работу контура крена, то управляющий сигнал uθ в установив-

шемся режиме стремится к нулю, и частоты вращения всех двигателей становятся

равными. Тогда, в соответствии с выражением (2.28), динамика по крену описыва-

ется следующим соотношением:

θ̈=(( l 1b1

I y y
+

l 4 b4

I y y )−(
l 2 b2

I y y
+

l 3 b3

I y y ))ω2 , (2.31)

которое не равно нулю при имеющемся различии в параметрах l, b и Iyy. Следова-

тельно, конструктивная асимметрия оказывает влияние на управляющий сигнал

uθ, который целесообразно представлять в виде суммы вариационной и постоян-

ной составляющих. При этом именно постоянная компонента формируется на вы-

ходе интегральной части регулятора.
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Рассмотрим это на примере контура управления креном; аналогичные соот-

ношения справедливы и для контура тангажа. Управляющее воздействие по кана-

лу крена определяет требуемые частоты вращения двигателей через совокупность

соотношений, одно из которых – дифференциальное уравнение, связывающее ча-

стоты вращения с управляющими сигналами.

dωi

 d t
=

K u uθ−ωi

T M
,i ∈ (1,2,3,4 ) , (2.32)

где  TM – постоянная времени двигателя и частотного ESC-преобразователя,  Ku –

коэффициент передачи канала «сигнал управления – угловая скорость ротора».

Наличие постоянной составляющей в сигнале управления по контуру крена

указывает на смещение рабочей точки системы, что приводит к нарушению усло-

вий корректного применения ФК. Даже если при этом на реальном квадрокоптере

не наблюдаются заметные отклонения, частотные характеристики, рассчитанные

относительно исходной точки линеаризации, уже не отражают фактическое пове-

дение системы.

Для построения  линеаризованной модели контура управления креном вре-

менно пренебрежём инерционностью двигателя, что эквивалентно приближению

TM → 0. В этом случае уравнение (2.32) в установившемся режиме переходит в ал-

гебраическое соотношение ωi≈K u uθ , связывающее частоту вращения двигателя с

управляющим сигналом. Данное выражение далее используется в формуле (2.28)

для симметричной конструкции квадрокоптера.

Подстановка соотношения из уравнения (2.29)в уравнение (2.32) с последую-

щим предельным переходом и  алгебраическими  преобразованиями  приводит  к

выражению, описывающему линеаризованную динамику контура управления кре-

ном при пренебрежении динамикой двигателя, которое может быть представлено

в виде дифференциального уравнения:

q̇=θ̈=K v (uθ , l3 i , bi , I yy ) ;r c=θ̈(uθ=0)≠0 ; K v=
2 l b
I yy

8 K u
2 uθ , (2.33)
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где Kv − коэффициент, который зависит от параметра объекта и значения сигнала

управления uθ. Показано, что в условиях асимметрии присутствует смещение цен-

тра масс rc и точка равновесия не соответствует uθ = 0. Предполагая монотонность

нелинейной зависимости, неопределённость параметров можно задать для линеа-

ризованной системы в виде граничных условий

K v ∈ [ f (bmin ,lmin , I max ) , f (bmax ,lmax , I min ) ] . (2.34)

Выводы к главе 2

Построение адекватной математической модели нелинейных динамических

систем, таких как квадрокоптер, сопряжено со значительными трудностями. Не-

смотря на то, что уравнения движения могут быть выведены из фундаментальных

физических законов, при моделировании часто вводятся упрощения, игнорирую-

щие влияние аэродинамических сил, гироскопических эффектов и неравномерно-

го распределения масс. Устойчивость и быстродействие квадрокоптера напрямую

зависят от точности системы управления, которая, в свою очередь,  подвержена

воздействию  шумов  инерциальных  датчиков,  спектральных  составляющих  мо-

мента BLDC-моторов и конструктивной асимметрии корпуса. Учёт этих факторов

необходим для формирования реалистичной и достоверной модели полёта.

В ходе исследования получены следующие основные результаты:

1. Исследована математическая модель BLDC-мотора, позволяющая анализи-

ровать спектральные компоненты момента, обусловленные переключением

потокосцепления  при  плавном  и  быстром  пуске.  Показано,  что  плавный

пуск обеспечивает более устойчивый переходный процесс и близкое к нулю

математическое ожидание шумовой составляющей как в переходном, так и

в установившемся режимах, что является необходимым условием коррект-

ного функционирования фильтра Калмана.

2. Сформирована математическая модель квадрокоптера с учётом спектраль-

ных компонент, генерируемых BLDC-моторами. Численное моделирование
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показало её повышенную адекватность по сравнению с классическими под-

ходами.

3. Проведён анализ влияния конструктивной асимметрии корпуса на устойчи-

вость и управляемость квадрокоптера при вращении вокруг оси крена. По-

казано, что даже незначительные отклонения от геометрической симметрии

существенно изменяют динамические характеристики и параметры контура

управления.

Таким образом, в данной главе учтены ключевые физические факторы, что

позволило повысить точность математического описания квадрокоптера и зало-

жить основу для синтеза и оптимизации контура управления креном, рассматри-

ваемых в следующей главе.
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Глава 3. СИНТЕЗ КОНТУРА УПРАВЛЕНИЯ ПО КАНАЛУ КРЕНА

(ТАНГАЖА)

Как следует из выражений (2.19) и (2.23), контуры управления по каналам

крена и тангажа имеют одинаковую структуру и отличаются лишь численными

значениями параметров. Эти различия обусловлены геометрическими особенно-

стями конструкции квадрокоптера, а также возможной асимметрией в размеще-

нии оборудования и аккумуляторной батареи на корпусе. Тем не менее, принци-

пиальный подход к синтезу управления в обоих контурах остаётся единым. На

основе выражения (2.32) может быть представлена обобщённая математическая

модель контура в следующем виде:

dθ
d t

=K f q ;d q
d t

=K v M q ;
d M q

 d t
=
(uM K u−M q)

T M
, (3.1)

где uM – управляющий сигнал, подаваемый на двигатели для реализации момента

крена; TM – постоянная времени привода; Kf – коэффициент передачи между углом

и угловой скоростью, определяемый параметрами чувствительности и масштаб-

ным коэффициентом гироскопического датчика. Параметр Kv определяется функ-

цией

K v= f (b , I , li) , (3.2)
которая зависит от  динамических характеристик квадрокоптера таких как  коэф-

фициент тяги, длины лучей рамы li, момент инерции I. Момент Mq связан с коэф-

фициентом передачи , который в свою очередь зависит от квадрата частоты обо-

ротов (2.19). 

Поскольку управление по крену рассматривается при условии сохранения об-

щей тяги, сумма квадратов частот вращения двигателей (2.17) остаётся практиче-

ски постоянной. В этом случае можно допустить, что в области равновесного со-

стояния контур управления имеет линейный характер. Управление креном форми-

руется за счёт изменения разности частот правых и левых двигателей при неиз-

менной суммарной тяге. Таким образом, контуры управления по крену и тангажу
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могут быть представлены в виде структурной схемы, показанной на рисунке на

рисунке 3.1.

Рисунок 3.1 – Структурная схема контура управления по крену

Если в качестве  регулятора использовать  классический PID,  то  замкнутый

контур будет обладать астатизмом третьего порядка.  Настройка такого контура

представляет значительную сложность, а величина перерегулирования может пре-

вышать 30 %. По этой причине на практике во внешний контур вводят вложенный

внутренний контур, как показано на рисунке 3.2.

Рисунок 3.2 – Структурная схема управления с вложенным контуром

Переменные  ~θ  и  ~q  доступны для измерения с использованием IMU. Эти

измерения подвержены гауссовскому шуму и ошибкам, связанным с дискретиза-

цией сигнала. Кроме того, как было показано во второй главе, модель должна учи-

тывать  влияние  помех,  возникающих при  переключении  потокосцепления,  по-

средством введения возмущающего момента Mq, что необходимо для корректного

синтеза и настройки контура управления.

Анализ  исходного  кода  реальных  проектов  [102-104] показывает,  что  в

окрестности  фиксированной  рабочей  точки  (заданный  газ/RPM)  связь  между
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управляющим сигналом (U) и моментом ( М ω ) по оси крена может быть адекват-

но аппроксимирована линейной моделью второго порядка

M ω( s)
U (s)

=
Кu

(1+T 1 s)(1+T 2 s) (3.3)

или эквивалентным ей дифференциальным уравнением. Постоянные времени T1 и

T2 оказываются существенно больше (на один - два порядка), чем TМ, что позволя-

ет рассматривать данный элемент контура как фильтр, эффективно подавляющий

помехи, включая механические.

Чрезмерное увеличение параметров  T1 и  T2  приводит к ухудшению времен-

ных характеристик системы: время ПП возрастает пропорционально степени пре-

вышения T1 и T2  над ТМ. При этом такие показатели, как перерегулирование и ко-

лебательность,  могут  улучшаться,  однако  общее  качество  ПП  снижается  из-за

чрезмерного удлинения времени регулирования.

Альтернативным  решением  для  уменьшения  постоянных  времени  может

стать применение ФК, включающего математическую модель контура управления

креном и тангажом. При успешной реализации фильтра можно попытаться ис-

пользовать  более  прогрессивные методы управления,  где  формируется  фазовая

траектория управления.  В частности, представляют интерес два подхода: синтез

систем управления  со  скользящими режимами  для  обеспечения  робастности  и

синтез оптимального по быстродействию управления на основе принципа макси-

мума Понтрягина для объекта второго порядка.

Поскольку  эти  методы  оперируют  фазовыми  траекториями  переключения

или более сложными поверхностями в пространстве изменений ошибки (пропор-

циональная часть) и её производной (дифференциальная часть), то в таких мето-

дах предполагается, что интегральная часть присутствует в рамках модели объек-

та или подключена последовательно регулятору. В этом случае структуры PID-

регулятора – может быть представлена дифференциальными уравнениями

u I=K pv e q−K dv
d eq

d t
;
d uМ

 d t
=K М uI ;u I min≤uI≤u I max , (3.4)
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где  на  переменную  uI на  входе  интегратора  наложено  ограничение

u I min≤u I≤u I max . Выбирая значения u I min , u I max  и KM можно обеспечить заданное

ограничение на скорость изменения сигнала управления для преобразователя ча-

стоты в соответствии с характеристиками BLDC-мотора. 

Сигнал управления uI ограничен как по амплитуде, так и по скорости измене-

ния. Ограничение на скорость изменения определяется предельной скоростью на-

растания частоты вращения двигателя, которую можно оценить на основе детали-

зированной математической модели BLDC-мотора.  Как  показано  в  разделе 2.1,

для  согласования  линейной  модели  частотного  преобразователя  с  динамикой

BLDC-мотора  предпочтительно  использовать  режимы  плавного  пуска.  В  этом

случае постоянная времени TM – имеет малое значение и соизмерима с постоянной

времени электрической цепи обмоток двигателя (2.32).

При  включении  в  модель  внешних  шумов,  спектральных  компонент  от

BLDC-моторов  и  эффектов  конструктивной  асимметрии,  структурная  схема

контура управления тангажом (при фиксированной архитектуре PID-регуляторов)

принимает вид, представленный на рисунке 3.3.

Рисунок 3.3 – Структурная схема СУ по каналу крена с вынесенным интегратором

где  Kpf,  Kdf,  Kpv,  Kdv – коэффициенты PD-регулятора по контурам угла и угловой

скорости; rc – смещение центра масс относительно геометрического центра; δМ, θ, q

– спектральные компоненты, влияющие по параметрам квадрокоптера,  ^̇qk , q̂ k ,θ̂k

– оцененные переменные состояния углового ускорения, угловой скорости и угла
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крена квадрокоптера, полученные на шаге k; KM – ограничение на скорость изме-

нения управляющего сигнала преобразователя частоты, определяемое характери-

стиками BLDC-мотора; ~q ,~θ  – зашумленные измерения.

Важно отметить, что в структурной схеме используются два идентичных PD-

регулятора, которые могут быть заменены законами управления: либо на основе

метода скользящих режимов для обеспечения робастности, либо на основе прин-

ципа максимума для достижения оптимальности по быстродействию.

3.1 Синтез линейной системы в точках равновесного состояния

Предположим, что угол крена θ и его производная q доступны для измерения

и не подвержены шуму. Тогда, в соответствии с уравнением динамики вращатель-

ного движения при линеализованной модели, момент (Mq) по каналу крена про-

порционален угловому ускорению ( q̇ ) и также на данном этапе синтеза контура

управления креном релейный закон на изменение скорости ESC - преобразователя

не учитывается. При этом параметры квадрокоптера TM, Kf, Kv известны и стацио-

нарны при условии, что все контура управления находятся в точке равновесного

состояния. Тогда структурная схема на рисунке 3.3 может быть представлена без

ФК и ограничителя, как показано на рисунке 3.4.

Рисунок 3.4 – Структурная схема линеаризованного контура управления по крену

Как видно из рисунка  3.4,  систему управления можно представить в виде

трёх последовательно вложенных контуров регулирования. Такая структура упро-

56



щает процесс настройки, поскольку каждый контур может быть настроен по прин-

ципу модульного оптимума.

Передаточную функцию разомкнутой системы внутреннего контура можно

привести к виду

Wopt(s)=
1

(1+T μ s)Tμ s g
, (3.5)

где  T μ  – эквивалентная постоянная времени объекта,  определяемая в соответ-

ствии с методом модульного оптимума; параметр g подбирается из условия обес-

печения перерегулирования, близкого к 5 %. Можно показать, что этому условию

соответствуют корни характеристического уравнения с одинаковыми значениями

комплексной и реальной части при g = 2. Решение характеристического уравнения

1+g Tμ s+g Tμ
2 s2=0 (3.6)

записывается в следующем виде

x1,2=
−g T μ±√(g Tμ)

2−4 g T μ
2 s2

2 g T μ
2 . (3.7)

Из  равенства  абсолютных  значений  реальной  и  комплексной  части

(g Tμ)
2=−(g Tμ)

2+4 g T μ
2  можно  последовательно  (g Tμ=−g T μ+4T μ)  выразить

параметр  g = 2, что соответствует значению коэффициента фильтра Баттерворта

a1=1,41421 .  Это можно увидеть  выполнив нормирование характеристического

уравнения (3.6) приняв безразмерный оператор Лапласа ~s=s (T μ√g ) , тогда харак-

теристическое уравнение будет представлено выражением  1+√ g ~s+~s2=0 ,  тогда

a1=√ g=√2=1,414213562 . Таким образом, внутренний контур, структура которо-

го представлена на рисунке 3.5

Рисунок 3.5 – Структурная схема внутреннего контура Wс1 по q̇
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может быть настроен приведением к соответствию передаточных функций разом-

кнутых систем

Wopt1(s)=
1

(1+T μ s)Tμ s g
; Wc1(s)=

K dv K M

(1+T M s)s
. (3.8)

Соответствие (3.8) обеспечивается равенствами

T μ=T M ; Kdv=
1

g T μ K M
; g=2 , (3.9)

параметр KM – выбирается из условий ограничения скорости нарастания сигнала

uM, которое определяется характеристиками двигателя и ESC-преобразователя.

Для настройки второго контура по переменной  q,  передаточную функцию

выше рассмотренного внутреннего контура замкнутой системы согласно струк-

турной схемы (рисунок 3.5) представим в виде

W c2(s)=
1

K dv

1
(1+g T M s+g T M

2 s2 )
. (3.10)

В этом случае второй контур по q примет вид согласно рисунку 3.6.

Рисунок 3.6 – Структурная схема второго контура Wc2 по q

Такому контуру соответствует передаточная функция разомкнутой оптималь-

ной системы вида (3.5) третьего порядка

Wopt2(s)=
1

(1+2 Tμ s+2 Tμ
2 s2 )Tμ1 s g k

, (3.11)

для разомкнутой системы (3.10). Значение определяется из значения реальной ча-

сти корня (3.7) характеристического уравнения (3.6) и связанно с выражением

T μ1=
1

|ℜ( x12)|
=2T μ . (3.12)
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Таким же образом найден параметры для внешнего контура.  В структурной

схеме (рисунок 3.4) следует определить четыре параметра Kpf, Kdf, Kpv, Kdv, которые

можно перераспределить используя правила структурных преобразований линей-

ных схем. При синтезе регулятора по критерию модального оптимума была вы-

полнена аппроксимация нелинейного элемента с реле, а влияние измерительных

шумов в рамках данного этапа не учитывалось. На рисунке 3.7 предложена опти-

мизированная структурная схема

Рисунок 3.7 – Оптимизированная схема распределения управляющих воздействий по ка-
налу крена

Для вышеуказанной схемы, параметры регулятора могут быть определены с

использованием функций пересчёта, полученных на основе физических парамет-

ров квадрокоптера Kf, Kv, KM, TM согласно выражениям (3.8), (3.10) и (3.11), анало-

гично подходу, описанному в выражении:

K dv=
1

K M 2T M
,

K q=
1

K v g k 2 T M
,

K θ=
1

K f g k 4T M
.

(3.13)

Как видно, каждый параметр зависит от времени инерции двигателя и коэф-

фициента передачи только своего контура. Другими словами, все параметры по

коэффициентам передачи разделены и могут рассматриваться отдельно.

Параметр g k=2,23  подобран эмпирическим путём для обеспечения перере-

гулирования переходного процесса примерно равным 5 %. Программа тестирова-

ния переходных процессов представлена в скрипте 3.1.
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Скрипт 3.1 – Программа тестирования переходных процессов
s=poly(0,'s');

Tm=5;g=2;gk=2.23;

Wb = 1/((1+Tm*s)*Tm*g *s );

Wc1 = Wb/(1+Wb);

Wb = Wc1 * (1/(s*g*Tm*gk));

Wc2 = Wb/(1+Wb);

Wb = Wc2 * (1/(s*g^2*Tm*gk));

Wc3 = Wb/(1+Wb);

Wb = Wc3 * (1/(s*g^3*Tm*gk));

Wc4 = Wb/(1+Wb);

t=0:0.1:500;

plot2d([t',t'],[(csim('step',t,Wc1))',0*t'])

plot2d([t',t'],[(csim('step',t,Wc2))',0*t'])

plot2d([t',t'],[(csim('step',t,Wc3))',0*t'])

plot2d([t',t'],[(csim('step',t,Wc4))',0*t'])

Для каждого внешнего контура время ПП увеличивается в два раза в соответ-

ствии с соотношением (3.12). На рисунке 3.8 представлены результаты моделиро-

вания для двух значений времени:  TМ = 5 мс и  TМ = 25 мс в системе из четырёх

вложенных контуров. 

  
а) б)

Рисунок 3.8 – Результаты моделирования для времени а) TМ = 5 мс и б) TМ = 25 мс

Моделирование четвёртого контура выполнено исключительно для проверки

работоспособности предложенных методов. Как видно из результатов моделиро-

вания 3.8, при изменении постоянной времени инерционности форма переходного
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процесса сохраняется неизменной, изменяются лишь временной масштаб и его

длительность.  При  этом  время  переходного  процесса  каждого  последующего

(внешнего) контура вдвое превышает время переходного процесса соседнего вну-

треннего  контура.  Такое  умеренное  увеличение  времени  регулирования  суще-

ственно  меньше,  чем  рекомендуется  в  классической  методике  проектирования

каскадных систем управления, где для обеспечения устойчивости и независимо-

сти контуров полосы пропускания (или частоты среза) соседних контуров разно-

сятся приблизительно на декаду, то есть в 10 раз по частоте (что соответствует

увеличению времени переходного процесса также примерно в 10 раз). 

При использовании трёхконтурной структуры (внешний контур и два вну-

тренних) время переходного процесса для контура Wc3 превышает время для Wc1

всего в 4 раза, что демонстрирует более высокую быстродействие предложенной

архитектуры.

Параметр  Kdv обратно пропорционален параметрам  KM, TM , имеющим опре-

делённый физический смысл:

• TM – постоянная времени привода, которая может быть определена по пере-

ходным процессам плавного и быстрого пуска двигателя [105]; 

• KM – коэффициент передачи интегрирующего звена, задающий ограничение

на скорость изменения управляющего сигнала ESC-преобразователя часто-

ты, рассмотренное в разделе 2.3.

Таким образом, можно утверждать, что параметр K dv полностью определяет-

ся параметрами двигателя и привода.

Параметр Kq обратно пропорционален параметрам Kv, TM .  Значение Kv опре-

деляется  инерционными  характеристиками  квадрокоптера  − массой,  моментом

инерции и аэродинамическими свойствами корпуса. В процессе полёта эти пара-

метры  могут  существенно  изменяться. Поэтому  основная  проблема  настройки

контуров управления тангажом и креном связана именно с необходимостью адап-

тации коэффициента Kq.
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Параметр  Kθ обратно  пропорционален  Kf, TM.  Значение  Kf выбирается  с

учётом динамического диапазона применяемого датчика MPU-6050,  что опреде-

ляет максимально допустимую угловую скорость и, следовательно, влияет на на-

стройку внешнего контура стабилизации.

Параметр  Kf  определяется на основе масштабного коэффициента гироскопа

MPU-6050. Данный датчик выдаёт угловую скорость в виде цифрового кода (це-

лого числа), который требует преобразования в физическую величину (рад/с или

°/с) с использованием чувствительности, заданной в технической документации

[106]. 

Для гироскопа с  N-битным знаковым выходом (у MPU-6050:  16 бит, значит

на край диапазона приходится 2N−1 = 32768 отсчётов):

SLSB  /( 0/c)=
2N−1

FS 0 /c

, (3.14)

где  SLSB  /( 0/c)  – чувствительность в LSB на °/с (например  131; 65,5; 32,8; 16,4),

FS 0/c  – полный диапазон в °/с (например, 250; 500; 1000; 2000).

Обратный коэффициент Kf:

K f (
0/с /LSB)= 1

S LSB  /( 0 /с)
=

FS 0/c

2N−1 . (3.15)

В численном виде значения коэффициента Kf представлены в таблице 3.1:

Таблица 3.1 – Значения Kf в зависимости от диапазона гироскопа MPU-6050

Диапазон 
(°/с)

Масштабный коэффициент
(LSB/°/с)

Kf

(°/с на LSB)
± 250 131 ≈ 0,0076
± 500 65,5 ≈ 0,0152
± 1000 32,8 ≈  0,03
± 2000 16,4 ≈ 0,061

Для проверки метода синтеза  контура управления тангажом и креном,  ре-

зультатом которого стала структурная схема (рисунок 3.7) и выражения для расче-
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та параметров контуров регулирования (3.13), выполнено моделирование на языке

Python. Моделирование  выполнялось  для  нескольких  вариантов  параметров

объекта согласно таблицы 3.2 для исследования качества настройки по выражени-

ям (3.13). Результаты моделирования представлены на рисунке 3.9.

Таблица 3.2 – Параметры объекта для четырёх вариантов 

Kf Kv TМ KМ

а 0,06 0,5 0,25 0,003

б 0,03 0,05 0,05 0,03

в 0,02 10 10-3 0,3

г 0,01 100 1 5,0

          а)                      б)

               в)       г)

Рисунок 3.9 – Результаты тестирования ПП оптимизированного контура крена для 4-х
вариантов 
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Как видно из рисунков, форма переходного процесса не изменяется во всех

вариантах, при изменении коэффициентов меняются только амплитуды сигналов,

а при изменении времени меняется шкала времени (варианты а, б в и г). Из этого

следует,  что  для  структурной  схемы  замкнутых  контуров  управления  (рису-

нок 3.7) существует связь параметров регулятора с параметрами объекта (3.13),

которая обеспечивает оптимальное управление с перерегулированием, не превы-

шающим 5 %.

Управление формируется на основании измеренных сигналов с шумом q и θ ,

что значительно влияет на выход PD-регулятора (uI). Такой формы сигнал непри-

годен для управления частотным приводом, поскольку, как показано в   главе 2,

имеется ограничение на скорость изменения сигнала управления. Роль ограничи-

теля скорости и интегральной части регулятора выполняет блок интегрирования с

коэффициентом KM.

Такой контур управления также устойчив к значительным шумам в цепи из-

мерения угла крена и его скорости в датчике. 

Рисунок 3.10 – Переходные процессы параметров квадрокоптера при воздействии спек-
тральных составляющих помех
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В результате сигнал управления uМ имеет приемлемую для частотного преоб-

разователя форму и параметры, при этом форма переходного процесса для  пере-

менных qk и θk практически не отличается от процессов на рисунке 3.9.

На этом основании можно предполагать, что использование системы управ-

ления креном и тангажом (рисунок 3.7) с настройками (3.13) позволяет обойтись

без  использования  ФК.  Экспериментальное исследование  этого  предположения

рассмотрено в главе 4.

3.2 Синтез фильтра Калмана

Для реализации системы управления на основе синтеза фазовых траекторий

требуется качественная оценка q и θ на основании измеренных значений, где при-

сутствует сигнал помехи с неприемлемо большой амплитуды. Поэтому предложе-

на структурная схема управления 3.11, в которой внутренний PD-регулятор для

угловой скорости заменён фазовой поверхностью, а реконструкция состояния вы-

полнена на основе ФК. Важно отметить, что в подобных системах фильтр уже

имеет применение, но, как правило, с учётом модели  гироскопа, где параметр

времени интегрирования между углом и скоростью известен из руководства поль-

зователя.

Рисунок 3.11 – Структурная схема управления по каналу крена с заменой PD-регулятора
на закон управления, синтезированный на основе фазовых поверхностей
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Однако, схема контура управления на рисунке 3.11, содержит еще динамиче-

ские элементы, которые также можно учитывать в качестве математической моде-

ли объекта управления.

Для  построения  фильтра  рассмотрим  алгоритм,  который  реализуется  в

несколько этапов, подробно описанных в [107-110]:

1. Оценка вектора состояния по математической модели 

x k=F xk−1+B uM ; (3.16)
2. Вычисление ковариационной матрицы вектора состояния

P k=F P k−1 FT+Q ; (3.17)
3. Определение отклонения оценённых и измеренных значений

ŷ k= zk−H xk ; (3.18)
4. Вычисление ковариационной матрицы вектора отклонения

S k=H P k H T+R ; (3.19)
5. Вычисление коэффициентов коррекции Калмана

K k=P k H T S k
−1 ; (3.20)

6. Коррекция вектора состояния, полученного на 1-ом этапе

x̂ k=xk+K k ŷk ; (3.21)
7. Расчёт ковариационной матрицы оценки вектора состояния системы

P̂ k=( I−K k H )P k . (3.22)
Поскольку этапы 2, 4, 5, 7 с их выражениями (3.17), (3.19), (3.20), (3.22) – не

зависят от переменных состояния системы, то эти этапы можно рассматривать

отдельно для определения коэффициентов Калмана в матрице K k . Эти коэффици-

енты определяются параметрами объекта:

 Матрица вектора состояния F;

 Матрица измерения H;

 Матрица или коэффициент Q – обуславливающий меру воздействия внеш-

них факторов, влияющих на процесс и математическую модель;

 Матрица или коэффициент R – обуславливающий меру воздействия факто-

ров, влияющих на процесс измерения.
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Для  представления  интервальных  параметров  используется  вероятностный

подход, в основе которого лежит замена параметров интервального типа незави-

симыми случайными величинами с равномерным распределением [111-113]. При

этом, если ковариационные матрицы шумов (в частности Q и R) предполагаются

стационарными, то и соответствующие коэффициенты усиления фильтра устанав-

ливаются один раз и остаются неизменными на всём интервале оценивания, что

упрощает вычислительную реализацию алгоритма. В данном случае нет смысла

пересчитывать  из в процессе  управления,  выполнив эту часть  работы на этапе

синтеза.  Однако,  как показано в главе 2,  при изменении скорости вовремя ма-

неврирования качество оценки переменных состояния может сильно ухудшаться,

что соответствует увеличению значений матрицы Q. В качестве решения можно

выполнить ряд экспериментов с моделью для определения зависимости коэффи-

циентов Kk от Q и R. Вероятно, не все коэффициенты матрицы будут определяю-

щими и, возможно, будет выявлена достаточно простая зависимость, на пример,

от изменения сигналов управления на моторы.

Также полагаем, что матричные выражения (3.16),  (3.18),  (3.21) (на этапах

1, 3, 6) могут быть записаны в виде простых алгебраических выражений. В этом

случае  можно избежать  значительных  вычислений в  процессе  управления,  что

весьма  важно,  поскольку  решение  нужно  принимать  с  дискретизацией

от 1 мс до 3 мс.

На основании структурной схемы на рисунке 3.11, можно записать три диф-

ференциальных уравнения первого порядка 

dθ
d t

=q K f ,

d q
d t

=M q K v ,

d M q

 d t =
uM−M q

T M
.

(3.23)

Для получения разностных уравнений запишем их заменив dt на интервал

дискретизации
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θk−θk−1

Δ t
=qk−1 K f ,

qk−qk−1

Δ t
=M q ,k−1 K v ,

M q ,k−M q ,k−1

Δ t
=

uM−M q ,k−1

T M
.

(3.24)

Далее выразим переменные состояния на текущем шаге дискретизации

θk=θk−1+K f Δ t qk−1 ,
qk=qk−1+K vΔ t M q ,k−1 ,

M q , k=(1− Δ t
T M )M q ,k−1+

 t
T M

uM .
(3.25)

На основе (3.25) можно составить матричное уравнение 

| θk

qk

M q , k
|=|0 K f Δ t 0

0 1 K vΔ t

0 0 1− Δ t
T M

|| θk−1

q k−1

M q ,k−1
|+| 0

0
Δ t
T M

|uM , (3.26)

для выражения (3.16) векторы и матрицы представлены выражениями

x k=| θk

qk

M q ,k
|; xk−1=| θk−1

qk−1

M q ,k−1
|; F=|0 K f Δ t 0

0 1 K vΔ t

0 0 1− Δ t
T M

|; B=| 0
0
Δ t
T M

| . (3.27)

Поскольку математическая модель построена в безразмерных переменных —

а именно, в относительных значениях угла и угловой скорости, нормированных на

разрядную сетку аналого-цифрового преобразователя (АЦП) и лежащих в диапа-

зоне от (2-15 … (215 – 1) ), то матрица H принимает следующий вид:

H=|1 0 0
0 1 0| . (3.28)

Матрицы либо, коэффициенты Q и R на практике подбираются эмпирически

[109, 114,  115], особенно в случаях, когда отсутствуют аналитически обоснован-

ные модели или статистические оценки характеристик шумов и неопределённо-

стей в системе. Как уже было показано выше, коэффициенты передачи фильтра

Калмана (матрица усиления K) определяются не только структурой динамической
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модели объекта  – в частности, матрицами состояния  F  и управления  B,  –  но и

напрямую зависят от значений ковариационных матриц Q и R [116]. Эти парамет-

ры задают баланс между доверием к модели и доверием к измерениям. В ходе ис-

следования различных подходов к моделированию системы с ФК было установле-

но, что для анализа и настройки фильтра достаточно рассматривать отношение аб-

солютных значений определителей ковариационных матриц процесса и измере-

ний: ValQ/R ≡ ||Q|| / ||R|| [109, 117]. 

 При  большом  значении  ValQ/R преобладает  неопределённость  в  модели

объекта  по сравнению с  уровнем шумов измерений;  в  этом случае  ФК отдаёт

предпочтение измеренным данным z k. 

 Напротив, при малом значении ValQ/R модель объекта считается достовер-

ной, а измерения – сильно зашумлёнными; следовательно, фильтр больше доверя-

ет оценкам переменных состояния xk, полученным на основе модели.

Результаты моделирования  показаны на рисунке 3.12 для  крайних случаев

ValQ/R = 0 и ValQ/R = ∞ 

ValQ/R = 0 ValQ/R = ∞

Рисунок 3.12 – Результаты моделирования для значений ValQ/R = 0 и ValQ/R = ∞

Для значений ValQ/R = 10 – 3 и ValQ/R = 2 × 10 -3 результаты показаны на рисунке 3.13
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    ValQ/R = 10 – 3 ValQ/R = 2 × 10 -3  

Рисунок 3.13 – Результаты моделирования для значений ValQ/R = 10 – 3 и ValQ/R = 2 × 10 -3

Для значений ValQ/R = 0,02 и ValQ/R = 0,2 результаты показаны на рисунке 3.14

  
ValQ/R = 0,02     ValQ/R = 0,2

Рисунок 3.14 – Результаты моделирования  для значений ValQ/R = 0,02 и ValQ/R = 0,2

Анализ шести рассмотренных случаев позволяет сделать вывод: характер ПП

в замкнутой системе управления существенно зависит от соотношения ValQ/R. При

малых значениях параметра система склонна к «модельному» поведению с подав-

лением измерительного шума. При больших значениях система становится чув-

ствительной к шумам измерений, однако быстрее отслеживает изменения состоя-

70



ния объекта. На основании результатов моделирования выполнен анализ зависи-

мости матрицы усиления фильтра K от отношения ValQ/R.

Соответствие  отношений  Q и  R к  значениям  матрицы  усиления  Калмана

представлены в таблице 3.3.

Таблица 3.3 – Соответствие отношений Q и R к значениям матрицы Калмана

ValQ/R Kk ValQ/R Kk

0 K k=|0,00114 0,00028
0,00028 0,001

0 0 | ∞ K k=|1 0
0 1
0 0,66|

10 – 3 K k=| 0,031 0,001
0,001 0,058

0,000074 0,011| 2 × 10 -3 K k=| 0,044 0,001
0,001 0,075
0,0001 0,018|

0,02 K k=| 0,13 0,0009
0,0009 0,176
0,0002 0,072 | 0,2 K k=| 0,36 0,00054

0,00054 0,4
0,00019 0,22 |

Из таблицы видно, что коэффициенты матрицы во всех случаях  k12, k21, k31 –

не имеют особой корреляцией между соответствующими значениями измерений и

переменных состояния, поэтому ими можно пренебречь.  Коэффициент  k32 – кор-

ректирует оценку момента Mq,k по величине qk. Момент датчиком не измеряется,

но его можно оценить из сигнала управления, который вычисляется регулятором.

В пересчёте оценок участвуют только коэффициенты k11 и k22, которые непо-

средственно связывают оценку θk с её измеренным значением, также и оценка qk

связанна с её измеренным значением. Будем обозначать Kθ, k = k11 и Kq, k = k22, что-

бы придать им физический смысл связанный с переменной, которую оцениваем.

Диапазон значений этих коэффициентов принадлежит интервалу (0-1) и соот-

ветствует физическому смыслу как мера доверия измеренному значению. Значе-

ние этих коэффициентов подбирается эмпирическим путём для разных уровней

шума измерений и вибраций на валу двигателя.  Возможно подобрать функцию

аппроксимации этих коэффициентов  fθ (uM, duM / dt) и  fq (uM, duM / dt) от обобщён-

ной мощности двигателей, поскольку увеличение изменения скорости оборотов
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увеличивает влияние помех от процессов потокосцепления на качество измерен-

ного сигнала. Данные функции аппроксимации заменяют этапы 2, 4, 5, 7 алгорит-

ма Калмана с их выражениями (3.17), (3.19), (3.20), (3.22). Вместо 1 этапа с мат-

ричным выражением (3.16) можно использовать алгебраически заданные уравне-

ния (3.25), а вместо (3.18) и (3.21) (этапы – 3 и 6) можно использовать сокращён-

ные до двух функций выражения с учётом особенности матрицы Kk. 

В результате синтеза ФК, построенного для оценки состояния канала крена,

получен алгоритм, реализуемый в два этапа:

1. Этап прогноза состояния на следующий шаг: 

{ θk=θk−1+K f  t qk−1 ,
qk=qk−1+K v t M q ,k−1 ,

M q ,k=M q , k−1+
 t
T M

(uM−M q , k−1 ) ,
(3.29)

2. Этап коррекции с учётом поступающих измерений:

{θ̂k=θk+K θ ,k (~θ−θk ) ,
q̂k=qk+K q ,k (~q−qk ).

(3.30)

Коэффициенты  Калмана  Kθ,k и  Kq,k определяются  как  функции  текущего

управляющего сигнала uM и скорости его изменения duM/dt:

{Kθ , k= f θ , k (uM (t) , d uM /d t ) ,
K q , k= f q ,k (uM (t ) , d uM /d t ). (3.31)

Спектральные составляющие и шумы влияют на измеряемые датчиком IMU

углы и угловые скорости ( ~θ ,~q ), которые задаётся следующим образом:

{ ameas (t )=Rwb
T (t ) (aw (t )−gw (t ) ) ,

θm eas (t )=arctan 2 (−ameas x (t ) ,√ameas y
2 (t )+ameas z

2 ( t )) ,
~θ (t )=θm eas (t )+bθ (t )+nθ ( t )+δθ (t ) ,
~q (t )=qmeas (t )+bq (t )+nq (t )+δq (t ) ,

(3.32)

где aw (t) – истинное линейное ускорение объекта в инерционной системе коорди-

нат, gw (t) – вектор гравитации в мировой системе координат, ameas (t) – вектор из-

мерений акселерометра в момент времени  t, θmeas (t) – измеренный угол наклона
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крена, bθ , q (t )  – смещения акселерометра, гироскопа; nθ , q ( t )  – белый гауссовский

шум измерения с нулевым средним; R wb – матрица поворота.

Для исследования работоспособности фильтра используем программу, напи-

санную на С++, поскольку в дальнейшем реализация кода на контроллере доступ-

на только на этом языке. Ниже приведены результаты моделирования без исполь-

зования ФК (рисунки 3.15 и  3.16) и с использованием ФК (рисунки 3.17 и  3.18),

где параметры модели и объекта совпадают (рисунки 3.15 и 3.17) и не совпадают

(рисунки 3.16 и 3.18).

Рисунок 3.15 – Переходные процессы в настроенной системе управления при от-
сутствии фильтра Калмана

Рисунок 3.16 – Результаты работы системы управления до настройки контуров и
без фильтра Калмана
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Параметры регулятора рассчитывались согласно выражениям (3.13),  где от-

личие параметров регулятора от объекта соответствует равенствам:  Kvr = 0,5 Kvo;

TMr = 2,0 TMo.

Из рисунков 3.15 и 3.16 видно, что сигнал на выходе PD-регулятора uI имеет

значительную составляющую шума, унаследованную от значения скорости изме-

нения угла  q. Качество такого сигнала неприемлемо для систем управления, где

сигнал управления представлен поверхностью в фазовой плоскости сигналов θ и

q. Особенно когда эта плоскость разделена кривой переключения для скользящего

режима или оптимального по быстродействию регулятора.

Как уже предполагалось, что линейный регулятор, рассмотренный в разде-

ле 3.1, сохраняет устойчивость и некоторые параметры качества управления, та-

кие  как  время  переходного  процесса  и  перерегулирование.  Однако,  при  этом,

можно подчеркнуть наличие флуктуаций сигнала управления uM, которые вероят-

но должны отражается на значениях θ и q. Данный эффект хорошо виден на ри-

сунке 3.15 между 3-ей и 4-ой секундой. Причиной такой флуктуации является на-

веденный на измеренные значения θ и q.

На  рисунке 3.17 приведены  результаты  моделирования  линейной  системы

управления с примененным ФК, где параметры модели в фильтре соответствуют

параметрам объекта. В этом случае отношение абсолютных значений определи-

телей матриц Q к R менее 10 –3 (таблица 3.3), что соответствует значениям коэффи-

циентов Калмана Kθ = 0,04 и Kq = 0,05.

Рисунок 3.17 – Результаты моделирования настроенной системы с фильтром Калмана
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Касательно линейной системы управления применение ФК заметно уменьша-

ет флуктуацию сигнала управления uM, что положительно сказывается на качестве

управления. Но самое важное, форма сигнала на выходе PD-регулятора весьма

гладкая для настроенного регулятора и достаточно приемлемая для применения в

системах, где уже можно формировать управление представленное поверхностью

в фазовой плоскости сигналов θ и q. 

При отклонении параметра объекта на ± (30-50) % и увеличении коэффици-

ентов фильтра Калмана до Kθ = 0,07 и Kq = 0,08 получены переходные процессы,

результаты моделирования которых представлены на рисунке 3.18.

Рисунок 3.18 – Результаты работы системы с ненастроенным ФК при вариации па-
раметров объекта в диапазоне ± 30 - 50%

При изменении параметров объекта несмотря на удовлетворительную работу

системы, наблюдается флуктуация сигналов. Конечно, характер помех, применён-

ный в математической модели, может не совпадать с результатами работы дей-

ствующей системы. Однако, уже при первых экспериментах на установке с двумя

двигателями на штанге подобная флуктуация наблюдалась и является актуальной

проблемой качественного управления контуром.

Поскольку подбор коэффициентов ковариационных матриц Q и R рекоменду-

ется выполнять подбором при наблюдении качества оценки процессов измеряе-

мых величин, то для рассматриваемого случая более эффективно непосредственно

подбирать коэффициенты Kθ и Kq, которые имеют понятный физический смысл. В
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этом случае  можно не  реализовывать  матричные  операции  с  их  выражениями

(3.17), (3.19), (3.20), (3.22) на микропроцессорном устройстве. 

Значения Kθ и Kq изменяются в диапазоне 0-1. Как уже показано в таблице 3.3

при их минимальных значениях фильтр более доверяет показаниям математиче-

ской модели, при максимальных доверяет показаниям датчиков. Собственно, при-

сваивание значений равным единице равноценно отключению фильтра Калмана.

Это можно увидеть из выражения (3.31) на шаге 3.

Для повторения результатов моделирования в этом параграфе опубликован

исходный код в [93]. Проект написан на языке С++ и для построения графиков ис-

пользуется  пакет  GnuPlot,  который  распространяется  бесплатно  и  может  быть

установлен кросс платформенно.

3.3 Построение скользящего режима управления

Управление в скользящем режиме может представлять интерес не только для

систем управления нелинейными объектами, но и для систем с нестационарными

или неизвестными параметрами. При этом основной целью может быть не опти-

мальное управление, а устойчивая пусть не быстрая стабилизация объекта.  Это

позволяет  построить алгоритмы стабилизации,  обеспечивающие нечувствитель-

ность к параметрам объекта. Согласно метода синтеза такого класса регуляторов

при решении различных прикладных задач можно воспользоваться положениями

теории систем с переменной структурой в скользящих режимах. В частности, для

нелинейного или не стационарного относительно параметров объекта  [70,  [118],

можно записать математическую модель второго порядка

{ ẋ1( t )=x2(t) ,
ẋ2(t )=h(x , t)+g ( x ,t )⋅u( t) , (3.33)

где h( x ,t )  и g ( x ,t)  – нелинейные гладкие положительные функции. При этом,

если выполняются условия, u (t) – сигнал управления из регулятора.
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|a1⋅x2(t )+h( t )
g ( x ,t ) |≤k 1 , (3.34)

то можно обеспечить такое управление  движением объекта, траектория его дви-

жения будет соответствовать уравнению 

s(x , t)=a1⋅ x1(t)+x 2(t )=0 ; a1>0 . (3.35)
При этом управление представлено выражением:

u(t )=− k⋅sign (s) (3.36)
с ограничением  k > k1 гарантирует приближение фазовой траектории объекта к

траектории скольжения (3.35), на которой выполняется равенство

ẋ1(t )=− a1⋅x1( t) . (3.37)
Такое движение не зависит от значений параметров  h( x ,t)  и  g ( x ,t) ,  если вы-

полняется условие (3.34). Это обеспечивает робастность регулятора по отноше-

нию к изменениям параметров в определённых условием пределах (3.34).

Для использования данного метода следует привести к форме (3.33) диффе-

ренциальные  уравнения  объекта.  В  частности  рассмотрим  внутренний  контур

управления (рисунок 3.11), для которого выполним синтез управления в скользя-

щем режиме. Для этого запишем передаточную функцию от сигнала управления

uM к выходу q

Wq(s)=
Q(s)

U М (s)
=

K M K v

(1+T M s) s2 . (3.38)

Выражение (3.38) соответствует дифференциальному уравнению третьего по-

рядка, что не соответствует модели второго порядка (3.33). Однако, на практике

можно пренебречь инерционными свойствами полагая, что  TM очень маленькое.

При  этом  может  возникнуть  chatter-эффект  [119], который  обычно  стараются

уменьшить или убрать вовсе [120]. В данном случае, если значение TM влияет на

процесс, то исследуя  chatter-эффект, возможно определить значение  TM из пере-

ходных процессов. 

И так, если TM → 0, то выражение (3.38) примет вид 
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W q(s)=
Q (s)

U М ( s)
=

K M K v

s2 . (3.39)

Тогда  дифференциальное  уравнение  объекта  представлено  выражением

q̈=K M K v uМ  соответствующие  параметры  для  (3.33)  будут  равны

g=K M K v , h=0 , k=1000  

a1<
k g (q , u ,t )

q̇
=

k K v kM

q̇
. (3.40)

Физический смысл параметра a 1 обратно пропорционален постоянной време-

ни переходного процесса в решении дифференциального уравнения (3.37), кото-

рая представляет собой затухающую экспоненту. Также и контур управления по

переменной q может быть представлен обычным инерционным звеном с постоян-

ной времени T sl = 1 / a 1. 

Для увеличения быстродействия, очевидно, следует выбирать значение пара-

метра  a1 максимально  возможным.  Тогда  следует  найти  условия  ограничения

сверху обеспечивающие робастные свойства контура к изменяемым или неизвест-

ными параметрами объекта. Предположим, что таковым параметром является па-

раметр, представляющий геометрические характеристики и массу квадрокоптера,

для  которого  известны  границы изменения  K v∈(K v min , K v max) .  Тогда  параметр

можно выбрать из условия

a1<
k K v K M

q̇
, (3.41)

поскольку это условие выполнится для всех K v∈(K v min , K v max) .

Если функцию (3.35) записать через доступные измерению или оценки пере-

менные Mq и q в выражении (3.25), то получим 

s(x , t)=a1⋅qk (t )+K v M q , k (t)или s( x ,t )=
a1

K v (t , M q , k)
⋅q k (t)+M q , k (t) . (3.42)

С учётом (3.41) для управления (3.36) полагая, что из выражений (3.24) мож-

но оценить q̇max=M q ,k max K v max=uМ max K vmax  запишем выражение 
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u(t )=− k⋅sign (K pq qk ( t)+M q ,k ( t)) ; K pq=
k K M

q̇max
=

k K M

uМ max K v max
=

K M

K v max
, (3.43)

где коэффициент Kpq не зависит от нестабильного параметра Kv, только от его мак-

симального значения. Однако при этом нельзя утверждать о робастных свойствах

относительно времени переходного процесса, поскольку время переходного про-

цесса зависит от параметра Kv. При этом полагая, что время процесса должна со-

ответствовать выражению

T ПП≈
3

K pq K v
, (3.44)

то зная это время можно идентифицировать параметр Kv.

Далее приведены результаты моделирования внутреннего контура управле-

ния переменной q. ПП полученные при следующих параметрах объекта:

T M=0,03 ; K M=10 ; K v max=1 /0,015 ; k=uМ max=1000 , (3.45)
представлены на рисунке 3.19. На основании этих параметров вычислен коэффи-

циент траектории скольжения согласно выражению (3.43).

Рисунок 3.19 – Переходные процессы в контуре угловой скорости крена с SMC-регуля-
тором при изменении параметра модели Kv
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Оценка изменения параметра K v и погрешности δ (%) представлены в табли-

це 3.4 для четырёх случаев, соответствующих выполнению условия притяжения к

поверхности скольжения.

Таблица 3.4 – Результаты оценки параметра K v по переходным процессам
Kv =1,5 Kv max Kv =1,0 Kv max Kv = 0,3 Kv max Kv = 0,1 Kv max

K v 100,0 66,7 20,0 6,67
TПП, с 1,0 1,5 3,0 3,2

K̂ v 20,1 13,4 6,7 6,28

δ, % 25,1 25,1 50,0 6,2

 В таблице (3.4) представлены результаты оценки коэффициента Kv, получен-

ные по переходным процессам, а также соответствующая погрешность вычисле-

ний. Анализ данных показывает, что варианты Kv  = 1,5Kv  max  находятся на границе

выполнения условия (3.41).  Увеличение  Kv  приводит к  ускорению переходного

процесса. Однако при  Kv > 1,5Kv  max система начинает интенсивно колебаться, что

сопровождается ростом динамической погрешности до 25%. Напротив, при сни-

жении коэффициента (Kv  = 0,3Kv max и Kv  = 0,1Kv max) время переходного процесса за-

медляется, но система демонстрирует более спокойное поведение. В частности,

при Kv = 0,1 Kv max погрешность снижается до 6%. Это позволяет сделать вывод: если

приоритетом является не быстродействие, а робастность и устойчивость системы,

целесообразно использовать пониженные значения коэффициента Kv.

К сожалению, такой эксперимент в режиме полёта выполнить невозможно

сохраняя длительное время скорость изменения крена,  поскольку квадрокоптер

перевернётся  и  потеряет  устойчивость.  Однако,  можно  внешний  контур  на-

строить,  согласно модального оптимума, рассмотренного в разделе  3.1 изменяя

коэффициент Kpf для достижения перерегулирования, равного 5 %. В этом случае

из равенства полученного подобно (3.8)

W opt (s)=
1

(1+T sl s)T sl s g
=

K pf K f

(1+T sl s) s
, (3.46)
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можно вычислить значение времени T sl 

T sl=
1

g K pf K f
= 1

K pq K v
, (3.47)

из которого можно оценить K v

K̂ v=
g K pf K f

K pq
. (3.48)

На рисунке 3.20 приведены результаты моделирования скользящего режима

настроенной системы с параметрами, определёнными выражением (3.45).

Рисунок 3.20 – Результаты моделирования скользящего режима настроенной системы

Для заданного Kv подобран Kpf так, чтобы обеспечить переходный процесс с

5 % перерегулированием. В результате значения соответствуют равенствам

K v=20,0 ; K f=0,06 ; K pq=0,15 ; K pf =0,29 ; K̂ v=19,4 , (3.49)
где погрешность оценки Kv не превышает 3 %. Однако не стоит гарантировать та-

кую погрешность при оценке  Kv полагая, что решения принимаются из визуаль-

ной оценки значения перерегулирования. В реальных условиях следует учитывать

помехи. На рисунке 3.21 представлены результаты моделирования работы регуля-

тора SMC с учётом спектральных составляющих.
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Рисунок 3.21 – Результаты моделирования с учётом спектральных составляющих 

Как  видно  из  рисунка 3.21,  влияние  спектральных  составляющих  и  гаус-

совских шумов приводит к потере работоспособности контура управления. При-

чиной может  стать  некачественная  оценка  угловой  скорости,  поскольку  видно

смещения измеренного значения и оценки.

Особенно это хорошо видно между 4-ой и 6-ой секундой. Для оценки влия-

ния каждого компонента помехи на этапе моделирования исследовалось несколь-

ко вариантов формирования помехи. Так, например, на рисунке 3.22 представле-

ны  результаты  моделирования,  в  которых  исключены  периодические  шумы  и

учтены только гауссовские шумы. 

Рисунок 3.22 –  Результаты моделирования работы контура крена без учёта перио-
дических шумов
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Сравнение рисунков 3.20 и 3.22, показывает, что поведение замкнутой систе-

мы лишь незначительно отличается от результатов, полученных на основе идеали-

зированной модели.

Следовательно, основной причиной нестабильной работы контура являются

периодические помехи. Для их анализа было проведено моделирование с раздель-

ным введением высокочастотных и низкочастотных помех, соответствующих ча-

стоте переключения ключей ESC-преобразователя. Результаты показали, что вы-

сокочастотные помехи оказывают незначительное влияние и можно не рассматри-

вать.  Наибольшее  воздействие  на  систему  оказывают  низкочастотные  помехи,

возникающие на этапе запуска.

Низкочастотная периодическая составляющая, как показано в разделе 2.1, по-

является при быстрых стартах, а также при плавных изменениях частоты оборо-

тов. Причём чем медленнее скорость изменения задающего сигнала ESC-преоб-

разователя, тем меньше амплитуда низкочастотной периодической составляющей.

Эту скорость изменения можно регулировать параметром KM.

На рисунке 3.23 представлены результаты моделирования работы контура с

учётом низкочастотных периодических помех, вызванных переключением ключей

ESC-преобразователя.

Рисунок 3.23 – Результаты моделирования с учётом низкочастотных периодиче-
ских помех
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На рисунке 3.24,  показаны результаты  моделирования  с  учётом высокоча-

стотных составляющих, где амплитуда подобрана.

Полагая, что на практике можно уменьшать низкочастотную периодическую

составляющую уменьшением параметра  KM, была подобрана амплитуда этой со-

ставляющей так, чтобы процесс в контуре управления был приемлемый.

Рисунок 3.24 – Результаты моделирования с учётом высокочастотных периодиче-
ских помех

Если сравнивать результаты на рисунках 3.20  и  3.24, то можно сделать вы-

вод, что быстродействие контура не изменилось, но, при этом, наблюдается флук-

туация в установившемся режиме. Подобная флуктуация наблюдается при работе

классических  PD-регуляторов  в  стандартной  схеме  управления  с  зависимым

контуром (раздел 3.1). Возможно, на этапе практического применения наличие пе-

риодической составляющей помехи, связанной со скоростью изменения управле-

ния ESC-преобразователя, может стать значительной проблемой для поддержания

работоспособности контура управления. 

3.4 Реализация оптимального управления по быстродействию

Обычно, оптимальное управление по быстродействию формируется из зада-

чи перевода объекта из одной точки в фазовом пространстве в другую максималь-

но быстро при ограничениях на сигнал управления. При этом работа этого же бы-
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стродействующего алгоритма в точке равновесного состояния может быть неу-

довлетворительной, поскольку сигнал управления имеет разрывы первого рода и в

этой точке возникает автоколебательный режим.

Если анализировать и сравнивать рисунок 3.7 для линейной системы управ-

ления и рисунок 3.11 , то можно полагать, что управление в релейном режиме, ко-

торое свойственно скользящему управлению и оптимальному по быстродействию,

может удовлетворительно работать только в удалении от точки равновесного со-

стояния на фазовой траектории. При этом в точке равновесного состояния воз-

можно реализовать линейный регулятор. 

Вопросы синтеза управления, приводящего к формированию семейств фазо-

вых траекторий, подробно исследованы в многочисленных работах. Так, в работе

[121] применяется классический метод анализа поведения замкнутого контура че-

рез фазовые портреты динамической системы. Изучение траекторий переключе-

ния в скользящих режимах на фазовой плоскости позволяет наглядно визуализи-

ровать семейства траекторий с высокой скоростью реакции или с расширенными

диапазонами параметров  объекта  для  робастных режимов.  Кроме того,  авторы

данной работы проводят исследования по синтезу оптимальных регуляторов, где

регулятор разрабатывается на основе анализа фазовых поверхностей и обеспечи-

вает программное движение системы [122].

Стандартная процедура синтеза оптимального управления с точки зрения бы-

стродействия, согласно принципу максимума, предполагает вычисление функции

Гамильтона, при этом результатом является переходный процесс с определённы-

ми моментами переключения управляющего воздействия [123]. Однако такое ре-

шение  является  частным,  так  как  рассматриваются  лишь  заданные  начальные

условия. Для разработки алгоритма управления, применимого при произвольных

начальных условиях, необходимо исследовать несколько фазовых траекторий и на

их основе создать обобщённый алгоритм [83]. 

В  качестве  инструмента  реализующего  сложные  алгоритмы,  реализующие

фазовые траектории совмещающие разные решения, может применён Fuzzy регу-
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лятор для подобных объектов с большими постоянными времени инерции. Учи-

тывая современные возможности реализации сложных методов управления, мож-

но выделить актуальное направление исследований и разработки более эффектив-

ных и простых в реализации методов. Анализ возможностей инструментов для

синтеза в среде математического пакета SciLab позволяет разрабатывать эффек-

тивные методы и алгоритмы реализации управления. 

Далее рассматривается процедура синтеза метода управления, основанного

на фазовой поверхности, применительно к медленному объекту второго порядка с

запаздыванием. Граница области релейного управления определяется на основе

результатов моделирования.  Выбор данной модели обусловлен её структурным

сходством с математической моделью крена квадрокоптера.

Процедура синтеза заключается в следующих этапах:

1. решение задачи  оптимального управления объектом второго порядка с

учётом ограничений сигнала управления;

2. построение  кривой  переключения  для  области,  находящейся  вне

окрестности равновесного состояния, выполняется с использованием численного

метода  обратного  интегрирования  по  времени,  предложенного  А. А. Фельдбау-

мом;

3. определение области равновесного состояния, где обеспечивается удовле-

творением дифференциального уравнения второго порядка;

4. обобщение  полученных  решений  для  формирования  совмещённой  по-

верхности средствами аппроксимации в среде Fuzzy-tools;

5. формирование экспертных оценок фазификации и дефазификации Fuzzy-

регулятора; 

6. реализация полученной Fuzzy-системы на базе микропроцессора.

Построение кривой переключения основано на идее Фельдбаума А.А.: из раз-

ностного уравнения объекта  управления предыдущее  значение  выходной пере-

менной выражается  через  текущее,  что  соответствует  движению во  времени в

обратном направлении и имеет следующий вид:
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x 2(t−Δ t )=x2(t)−(u(t)
1

T a
−x2(t )) .

Δ t
T М

,

x1(t−Δ t )=x1(t)−x2(t )Δ t ,
(3.50)

где T a и T М – постоянные времени объекта, x1 (t) – выходная переменная объекта,

x2 (t) – первая производная x1, ∆t − время дискретизации.

Полученная траектория переключения приведена на рисунке 3.25а, а поверх-

ность, построенная для её аппроксимации с использованием Fuzzy-регулятора,  −

на  рисунке  3.25б.  Анализ  результатов  моделирования  выявил  автоколебания  в

окрестности равновесного состояния.

Рисунок 3.25 – Результаты моделирования а) траектория переключения; б) поверхность
Fuzzy управления

Фазовая поверхность (рисунок 3.25б) использована при управлении объекта-

ми второго порядка с запаздыванием в среде моделирования Xcos пакета Scilab.

Функциональная схема замкнутого контура представлена на рисунке 3.26.

В цепь оценки производной, подверженную влиянию шумов АЦП-канала и

ошибок дискретизации, введён фильтр с постоянной времени Tf.

Рисунок 3.26 – Функциональная схема математической модели 
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Моделирование схемы, представленной на рисунке 3.26, выполнено с целью

построения фазового портрета (x1, x2), а также ПП по сигналу управления u и пере-

менной состояния x1. Соответствующие результаты приведены на рисунке 3.27.

Рисунок 3.27 – Результаты моделирования а) фазовый портрет; б) переходный процесс

На фазовом портрете  (рисунок 3.27а)  видны автоколебания;  соответствую-

щая траектория имеет форму, близкую к эллиптической (рисунок 3.27б). Для их

исключения  в  установившемся  режиме  предложено  совместное  использование

Fuzzy- и PD-регуляторов, формирующих комбинированную (Fuzzy+PD) поверх-

ность управления согласно методу, изложенному в разделе 3.1.  Результаты по-

верхности  Fuzzy+PD-регулятора и  Fuzzy-регулятора  представлены  на  рисунке

3.28.

Условие переключения между режимами может быть записано следующим:

Ω=( x1

x10
)

2

+( x2

x20
)

2

≤1 ; uM={ uPD , (x1 , x2)∈Ω
uopt / SMC (x1 , x2)∉Ω

, (3.51)

где x10, x20 выбран из результатов моделирования.

Рисунок 3.28 – Поверхности управления а) Fuzzy+PD-регулятора; б) Fuzzy-регулятора
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Если сформировать правила FLS на основе поверхности, представленной на

рисунке 3.26,  то  переходные  процессы  СУ,  полученные  с  использованием

Fuzzy+PD-поверхности и PD-регулятора, показаны на рисунке 3.29.

Рисунок 3.29 – Переходные процессы СУ с регуляторами Fuzzy+PD-поверхности и PD-

Но первом переходном процессе можно увидеть характерные оптимальному

управлению по быстродействию промежутки времени: до достижения траектории

переключения (A f, B f) и после достижения (C f, D f). Промежуток (D f, E f) соответ-

ствует линейному управлению в окрестности эллипса. Сам процесс переключения

должен  быть  мгновенным,  однако  из-за  аппроксимирующих  свойств

Fuzzy-контроллера  в  окрестности  траектории  переключения  не  обеспечивается

(рисунок  3.28 б)  крутой склон поверхности. По этой причине присутствует  не-

большой процесс переключения между (B f, C f).

Следует  отметить,  что  в  работе  рассматривается  Fuzzy-контроллер  как

инструмент для быстрой реализации управления, заданного поверхностью в фазо-

вом пространстве, с целью проверки работоспособности идеи. Результаты данно-

го исследования опубликованы в работе [83]. 

Известен подход к совмещению фазовых поверхностей с линейными регуля-

торами. В работе предложен метод определения границ совместной работы траек-
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тории переключения и PD-регулятора в виде эллиптической области в фазовом

пространстве.  Предложенный  подход  применён  к  контуру  управления  креном

квадрокоптера,  в  котором  традиционное  PD-звено  заменено  комбинированной

структурой: вдали от равновесия используется фазовая поверхность, реализующая

принцип максимума, а в окрестности точки равновесия – линейный PD-регулятор

(см. рисунок 3.11).

Полученные результаты демонстрируют эффективность данного гибридного

управления, что позволяет распространить предложенный метод на полную нели-

нейную математическую модель канала крена. В данном случае задача вычисле-

ния  траектории  переключения  упрощается,  поскольку  для  объекта  (3.38)  при

условии TM → 0 может быть рассмотрена передаточная функция (3.39), для кото-

рой решение задачи оптимального управления по быстродействию решена в ана-

литической форме [85].  В результате,  траектория переключения будет соответ-

ствовать стандартной параболе. Параметры эллипса получим таким же методом,

что и в работе [83].

На рисунках 3.30 и  3.31 представлены результаты моделирования системы

управления квадрокоптером:  в  идеальном случае  и при наличии шумов с при-

менением  фильтра  Калмана.  При  этом  параметры  модели,  используемые  в

фильтре, совпадают с параметрами объекта. Коэффициент Калмана был выбран

аналогично коэффициенту, применяемому в регуляторе со скользящим режимом.

Рисунок 3.30 – ПП системы управления креном квадрокоптера, синтезированной на
основе принципа максимума без учёта шумов
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По результатам моделирования видно, что управляющий сигнал на моторы

uM изменяется скачкообразно: он мгновенно достигает максимального значения, а

затем столь же быстро переходит к минимальному. Такой характер является ха-

рактерным признаком управления по принципу максимума. Система при этом вы-

ходит на установившийся режим менее чем за секунду. 

Рисунок 3.31 – ПП системы управления креном квадрокоптера, синтезированной на
основе принципа максимума с учётом шумов при использовании фильтра Калмана

В завершение исследований данной главы проведено сравнительное тестиро-

вание различных типов регуляторов в контексте предложенной математической

модели в среде Gazebo. Это платформа, в которой испытания выполнялись в еди-

ной сцене с дифференциальным уравнением (ODE) и фиксированным шагом ин-

тегрирования.

Для всех регуляторов использовались одинаковые задания, ограничения и на-

стройки  фильтрации,  а  оценка  качества  велась  по  единому  набору  критериев,

включающая (i) ИМО (IAE) – интеграл модуля ошибки IAE =∫
0

T

|(θset i−θi )|dt , от-

ражающий  суммарное  рассогласование  по  времени;  (ii)  ЭУС  (CSE)  –  энергия

управляющего  сигнала  CSE=∫
0

T

uM
2 (t) dt ,   определяющая  затраты  энергии  на

управление;  (iii)  СКО  –  среднеквадратичное  отклонение выходного  сигнала  в
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установившемся режиме СКО=√ 1
N ∑i=1

N

(θset i−θi)
2 , характеризующее среднюю ве-

личину  ошибки  управления;  (iv)  процента  перерегулирования T, %  =
θmax−θуст

|θуст−θ0|
. 100% , отражающее пик переходного процесса; (v) время переходного

процесса TПП,  определяемое  как  момент  достижения полосы ± 4-5% от  θуст  с

удержанием не менее 0,2 с. 

Для всех экспериментов применялся единый тестовый вход (ступенчатое за-

дание), одинаковые окно наблюдения T, дискретизация и фильтрация сигналов, а

также единые ограничения/насыщения исполнительных органов. Результаты срав-

нения показаны в таблице 3.5.

Таблица 3.5 – Сравнительная критериев выходных сигналов регуляторов 

IAE CSE СКО T, % TПП, c
PD-PI 20,1 721 3,67 4,2 0,85
P-PID 36,0 523 5,61 6,1 0,95

SMC-PI 55,8 445 5,71 2,0 1,7
Fuzzy+PD-поверхности 18,89 952 4,98 3,6 0,5

Сравнительный анализ четырёх регуляторов выявил характерные компромис-

сы между быстродействием, точностью и устойчивостью.

Предложенный  PD-PI-регулятор  обеспечивает  наиболее  сбалансированный

результат: второй по быстродействию, минимальное СКО и IAE, близкое к опти-

мально. Регулятор Fuzzy+PD-поверхности лидирует по быстродействию и IAE, но

демонстрирует наибольшее значение CSE. SMC-PI-регулятор минимизирует пере-

регулирование и CSE (наилучшее подавление пиковых отклонений), однако обла-

дает самым длительным переходным процессом и повышенными IAE и СКО, что

указывает на устойчивое малое рассогласование. Классический P-PID-регулятор

не имеет выраженных преимуществ: занимает средние позиции по всем метрикам

и может служить базовым эталоном.
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Выводы к главе 3

Разработан подход к синтезу системы управления креном и тангажом квадро-

коптера.  Предложена  каскадная  трёхконтурная  структура  системы  управления.

Контур реализован на основе PD-PI-регулятора, параметры которого синтезирова-

ны по методу модульного оптимума, что обеспечивает ПП с малым перерегулиро-

ванием и минимальным временем установления.

Предложенная оптимизированная схема управления каналом крена (рисунок

3.7)  обеспечивает  стабильное  качество  ПП  при  разных  значениях  параметров

объекта. Коэффициенты регулятора рассчитываются по формуле (3.13) в зависи-

мости от характеристики объекта и ESC-преобразователя (TM, Kf, Kv, KM). Благода-

ря этому перерегулирование остаётся на уровне около 5 % даже при значительном

разбросе параметров (рисунок 3.9). Кроме того, выходные сигналы регулятора по-

лучаются плавными и сглаженными без использования дополнительных фильтров

(рис. 3.10).

Для повышения качества оценок при действии шумов синтезирован фильтр

Калмана, реализованный в виде двухэтапного алгоритма: прогноз по разностному

уравнению (3.29) и коррекция по уравнению 3.30. На основе анализа ковариаци-

онных матриц процесса  Q и измерений  R,  а также результатов моделирования,

установлено, что достаточно использовать только два коэффициента усиления  −

Kθ и Kq. Эти коэффициенты адаптируются в зависимости от текущего значения

управляющего сигнала uI и его производной (уравнение 2.31). Такой подход обес-

печивает физически обоснованную настройку фильтра:  Kθ влияет на оценку угла

крена, а Kq − на оценку угловой скорости. Результаты моделирования предложен-

ного фильтра Калмана подтверждают высокое качество оценки состояния как в

условиях действия шумов на объект (рисунок 3.17), так и при отклонении пара-

метра объекта на 30-50 % (рисунок 3.18). 

Далее синтезирован робастный регулятор скользящего режима для внутрен-

него  контура,  обеспечивающий  устойчивую  стабилизацию  угловой  скорости  q

при изменении параметра объекта Kv. Анализ результатов синтеза (рисунок 3.19)
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показал,  что  система  управления  сохраняет  робастность  при  изменении  Kv в

диапазоне до десятикратного (в обе стороны от номинального значения). Вместе с

тем результаты моделирования  (рисунки 3.21-3.24)  выявили  повышенную чув-

ствительность системы к низкочастотным составляющим сигнала угловой скоро-

сти. Для обеспечения устойчивости рекомендуется учитывать этот эффект при на-

стройке регулятора: снижать коэффициент усиления  KM или применять дополни-

тельную фильтрацию для дифференцирующего звена.

Предложен  комбинированный алгоритм  оптимального  по  быстродействию

управления, основанный на принципе максимума Понтрягина. Вне окрестности

равновесия используется релейное управление, а вблизи равновесного состояния

− линейный PD-регулятор (регулятор Fuzzy+PD-поверхности). Алгоритм синтези-

рован и реализован на медленном объекте второго порядка с запаздыванием, ди-

намические свойства которого близки к модели крена квадрокоптера.

Траектория переключения построена на основе разностного уравнения (3.50),

полученного методом обратного интегрирования по времени, и представлена на

рисунке  3.25. Для гибкого и быстрого формирования произвольной фазовой по-

верхности переключения применён Fuzzy-регулятор; результат показан на рисун-

ке  3.28. Результаты ПП для предложенного комбинированного алгоритма пред-

ставлены на рисунке 3.29. Алгоритм апробирован на структуре управления кана-

лом крена (рисунок  3.11).  Результат моделирования в идеальных условиях (без

шумов) приведён на рисунке 3.30, так и при наличии измерительных шумов – ри-

сунок 3.31. Результаты показывают, что система выходит на установившийся ре-

жим менее чем за 1 с, обеспечивает незначительное перерегулирование (~5%) и

сохраняет устойчивость при воздействии измерительных шумов при условии ис-

пользования ФК. 

Сравнительный  анализ  регуляторов  PD-PI,  P-PID,  SMC-PI  и  Fuzzy+PD-

поверхности показал, что SMC-PI характеризуется минимальным перерегулирова-

нием и наименьшим значением ISE, тогда как регулятор Fuzzy+PD-поверхности

обеспечивает кратчайшее время переходного процесса.
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Глава 4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ПРЕДЛОЖЕННЫХ

МЕТОДОВ

На основе структурной схемы,  представленной на  рисунке 3.3,  результаты

моделирования показали эффективность различных методов управления, включая

компенсацию  периодических  возмущений  с  использованием  ФК.  Однако  при

практической реализации системы возникают несоответствия между моделируе-

мыми и экспериментальными результатами.

Основными причинами этих несоответствий являются:

– несовпадение реальной динамики объекта управления с принятой матема-

тической моделью;

– высокий уровень шумов, воздействующих на сигналы гироскопа и акселе-

рометра, что приводит к искажению измеряемых сигналов и, как следствие, сни-

жению качества стабилизации.

Особую проблему представляет собой асимметрия конструкции летательного

аппарата, подробно рассмотренная в разделе 2.3. Эта асимметрия, обусловленная

особенностями корпуса,  наиболее ярко проявляется  при управлении по каналу

крена и тангажа. Если её не учитывать, система может потерять работоспособ-

ность и не обеспечивать устойчивое управление.

Кроме того,  управляющий сигнал, формируемый регулятором, не обладает

достаточным быстродействием для поддержания равновесия,  поскольку диффе-

ренциальная составляющая регулятора особенно чувствительна к измерительным

шумам. Это дополнительно усугубляет проблему устойчивости в условиях реаль-

ной эксплуатации.

С целью повышения устойчивости и надёжности системы в условиях реаль-

ных помех предложена модифицированная структурная схема управления, пред-

ставленная на рисунке 4.1.

95



Рисунок 4.1 – Модифицированная структурная схема контура управления креном

Особенностью предложенной архитектуры является то, что сигнал управле-

ния uI, формируемый регулятором, не подаётся напрямую на матрицу распределе-

ния. Перед подачей на моторы он проходит через блок, включающий интегратор с

обратной связью и ограничитель скорости изменения сигнала. Этот блок обеспе-

чивает  согласование  с  динамическими характеристиками  ESC-преобразователя,

ограничивая быстрые вариации управляющего воздействия.

На выходе указанного блока формируется сигнал u1, представляющий вариа-

ционную составляющую, которая стремится к нулю в установившемся режиме.

Такая структура играет важную роль в обеспечении корректной работы ФК, по-

скольку последний чувствителен к постоянным смещениям и ненулевым средним

значениям входных воздействий.  Предложенный подход эффективно подавляет

такие составляющие, исключая их влияние на оценивание состояния.

Дополнительно  интегратор  (Tv s)-1 выполняет  компенсационную  функцию,

устраняя  влияние  конструктивной  асимметрии  квадрокоптера  на  динамику

полёта. Выходной сигнал u2 содержит постоянную составляющую, которая обес-

печивает коррекцию статической несбалансированности системы.

В результате общий управляющий сигнал uM, подаваемый на объект управле-

ния, формируется с учётом компенсационных компонентов u1  (вариационной со-

ставляющей), и u2 (постоянной составляющей). Такой подход позволяет одновре-
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менно  учитывать  как  динамические,  так  и  статические  возмущения,  улучшая

точность и устойчивость управления.

Кроме того,  предложенная структура управления создаёт предпосылки для

синтеза фазовых траекторий в пространстве сигнала ошибки и её производной.

Это открывает альтернативу традиционному подходу, основанному на линейной

зависимости между управляющим воздействием и состоянием системы [124].

Настройка  параметров  PD-регулятора  внешнего  контура  в  рамках  предло-

женной структуры остаётся неизменной по сравнению с подходом, описанным в

главе 3, и осуществляется по критерию модульного оптимума. Для внутреннего

контура, обладающего астатизмом второго порядка, применяется метод симмет-

ричного оптимума.

Соответствующие значения параметров регуляторов, полученные после мо-

дификации структурной схемы и рассчитанные по критерию симметричного оп-

тимума, приведены в выражении 4.1

K pf =
1

6,5 K f g k T M
; K df =1 ; K pv=

1
55 T M

2 K M K v

; K dv=12T M K pv ; g k=3 . (4.1)

где параметр gk – эмпирический подобранное значение, обеспечивающее перере-

гулирование около 30 %.

Ниже  приведены  программная  реализация  модифицированной  структуры

управления и результаты тестирования переходных процессов, представленные на

рисунке 4.2.

Скрипт 4.1 – Программа моделирования переходных процессов на основе модифициро-
ванной структуры управления.

clear; s=poly(0,'s'); t=0:0.001:100;

s = ct.TransferFunction.s

Km = 2/3; Te = 1/Km; 

g=2; gk=3.0; Tm=0.3; Kv=1.25; Kf=1.0;

Kpv = 1/(Kv*Km*55.0*Tm*Tm); 

Kdv = 12.0*Tm*Kpv;

Kpf = 1/(Kf*gk*6.5*Tm);

We=1/(1+Te*s); Wi=1+1/(Tv*s); Wm=1/(1+Tm*s);
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Wb=Wi*We*Wm;

Wс1=Wb/(1+Kdv*Wb);

Wb=W1*(Kv/(s))*Kpv; 

Wс2=Wb/(1+Wb);

Wb=W2*(Kf/s)*Kpf;

Wс3=Wb/(1+Wb);

Рисунок 4.2 – Результаты тестирования ПП трёх контуров управления модифици-
рованной структурной схемы   

В данной главе на основе модифицированной структуры управления (рису-

нок 4.1)  проведён комплекс экспериментальных исследований, направленных на

оценку работоспособности контуров управления углами крена и тангажа квадро-

коптера при реализации предложенных методов.

Кроме  того,  выполнен  сравнительный  анализ  с  классическими  методами

управления, включающий применение модифицированного ФК в условиях изме-

рительных шумов и  его  сопоставление с  традиционной реализацией.  Дополни-

тельно  проведены эксперименты,  подтверждающие наличие  выраженных спек-

тральных составляющих в сигналах датчиков (гироскопов и акселерометров), обу-

словленных вибрациями летательного аппарата.
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4.1 Экспериментальное  исследование  спектральных  составляющих

выходных сигналов датчиков

Как показано в разделе 2.1, выходные сигналы квадрокоптера содержат выра-

женные  спектральные  составляющие,  которые  могут  быть  аппроксимированы

двумя синусоидальными компонентами. Для их анализа на этапе моделирования

была построена математическая модель динамики полёта. В настоящем разделе

представлены результаты натурных экспериментов, направленных на верифика-

цию данных, полученных в ходе моделирования.

Экспериментальная установка была собрана с учётом необходимости мини-

мизации влияния радиопомех и электромагнитных наводок на измерительные ка-

налы. Исследования проводились на реальном квадрокоптере, оснащённом платой

Arduino UNO и инерциальным измерительным блоком GY-521 (MPU-6050), обес-

печивающим регистрацию шести компонент вектора состояния углов их угловых

скоростей (см. выражения (2.21), (2.23)). 

Поскольку штатный полётный контроллер обладает ограниченным объёмом

оперативной памяти (20 КБ), недостаточным для записи полных переходных про-

цессов [125], регистрация данных осуществлялась в режиме реального времени

через последовательный интерфейс на персональный компьютер.

Анализ экспериментальных данных не выявил чёткой корреляции между ис-

кажениями измерительных сигналов и влиянием радиопомех или резонансных ха-

рактеристик датчика. Несмотря на то, что наводки по питающей шине оказались

незначительными, для повышения достоверности последующих измерений была

принята схема раздельного питания: ESC подключался непосредственно к акку-

муляторной батарее летательного аппарата, а измерительная плата – к стабилизи-

рованному источнику питания персонального компьютера. Внешний вид экспери-

ментальной установки представлен на рисунке 4.3.
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Рисунок 4.3 – Экспериментальная установка с датчиком, расположенном на платформе

После демонтажа инерциального датчика с основной платформы и его разме-

щения в  непосредственной близости от  работающих двигателей  форма зареги-

стрированного сигнала практически совпала с переходными процессами, описан-

ными в работе [126], где помехи не содержат явно выраженных периодических

составляющих. Это позволяет сделать вывод, что собственная резонансная часто-

та подвеса датчика не оказывает заметного влияния на показания гироскопа и ак-

селерометра.

Регистрация  переходных  процессов  осуществлялась  на  персональном

компьютере, получающем данные с платы Arduino через последовательный порт.

С целью достижения максимально возможной частоты дискретизации при переда-

че данных по последовательному порту UART было принято решение ограничить

передаваемый поток одной переменной. Такой подход позволил повысить частоту

сбора данных до 600 - 700 Гц, что обеспечило адекватное отображение быстро-

протекающих динамических процессов.

В целях упрощения представления результатов и повышения наглядности в

настоящей работе рассмотрена только угловая скорость по каналу тангажа q (по-

яснение согласно в разделе 2.2). Соответствующий экспериментальный результат

приведён на рисунке 4.4.
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Рисунок 4.4 – Переходный процесс угловой скорости тангажа (p)

На рисунок 4.4 представлен фрагмент ПП, на котором отчётливо выделяется

периодическая  составляющая,  соответствующая  спектральным  компонентам

спектра A2 и ω2, определённым в выражении (2.9). Максимальная амплитуда дан-

ной  колебательной  компоненты  достигает  приблизительно  20 %  от  полного

диапазона измерений датчика, что в отдельных случаях может превышать уровень

полезного сигнала более чем в несколько раз.  Наблюдаемая модуляция ампли-

туды, вероятно, обусловлена незначительными расхождениями в частотах враще-

ния двигателей, что приводит к возникновению биений.

В то же время при изменении задающей частоты в ходе переходного процес-

са ожидаемая спектральная составляющая с параметрами A1 и ω1 (см. выражение

(2.9)) либо не обнаруживается, либо проявляется крайне слабо. Для более деталь-

ного анализа  указанного поведения  проведён анализ сигнала угловой скорости

тангажа  p и его спектры, полученные с применением быстрого преобразования

Фурье (БПФ) на различных этапах пуска. Результаты для режима быстрого пуска

представлены на рисунке 4.5, для плавного пуска − на рисунке 4.6.

Полученные результаты позволяют оценить влияние характера пуска двига-

телей на формирование спектральных составляющих в измерительных каналах и,

следовательно, на качество обратной связи в контурах стабилизации.
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Рисунок 4.5 – Спектры по быстрому пуску Рисунок 4.6 – Спектры по плавному пуску

Анализ результатов показывает, что спектральный состав выходного сигнала

существенно зависит от фазы переходного процесса.

При быстром пуске на начальном этапе (до 100 мс) спектр практически от-

сутствует, однако наблюдается значительное постоянное смещение сигнала, что
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может негативно влиять на работу регулятора. В интервале 150 - 200 мс формиру-

ется  выраженный спектр  с  доминирующей  частотой,  совпадающей  с  частотой

переключения ESC, и амплитудой A1, определённой в выражении (2.16). На этапе

установившегося  режима (450 - 500 мс)  спектр  стабилизируется  и  чётко  прояв-

ляется на частоте 150 Гц.

При плавном пуске спектральная компонента присутствует уже на начальном

этапе, однако не выявляет выраженных доминирующих частот, что согласуется с

малой амплитудой A2 в выражении (2.16). Данное явление может быть обусловле-

но как низким уровнем полезного сигнала по сравнению с уровнем гауссовского

шума, так и наличием постоянного смещения, проявляющегося в виде повышен-

ного математического ожидания.

В  переходном процессе  (400 - 550 мс)  спектр  становится  различимым,  а  в

установившемся режиме (1300 - 1400 мс) фиксируется узкополосный спектр с до-

минирующей частотой 180 Гц. Примечательно, что время нарастания частоты в

эксперименте оказалось более чем в три раза больше, чем в модели, представлен-

ной на рисунке  2.3 б. Такое расхождение между результатами моделирования и

натурных испытаний объясняется особенностями функционирования ESC-преоб-

разователя, в котором программно ограничена скорость изменения управляющего

сигнала. 

Дополнительно отмечается, что при плавном пуске (рисунок 4.6) математиче-

ское ожидание сигнала остаётся близким к нулю, о чём свидетельствует мини-

мальная спектральная плотность в окрестности нулевой частоты. Напротив, при

быстром  разгоне  спектральная  плотность  вблизи  нуля  существенно  выше,  что

указывает на наличие начального постоянного смещения. Результаты эксперимен-

та опубликованы в работе [127].

Для количественной оценки спектральных составляющих вибраций, генери-

руемых  силовой  установкой  квадрокоптера,  была  выполнена  аппроксимация

функциональной  зависимости  между  управляющим  воздействием  на  привод,
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установившейся частотой вращения ротора и характерными частотами возмуще-

ний, регистрируемых инерциальными датчиками [128].

В качестве типового привода квадрокоптера (рисунок  4.10) рассматривался

BLDC-мотор A2212/10T с паспортной постоянной скорости  K = 1400 об/мин·В,

питаемый от трёхбаночного LiPo-аккумулятора с номинальным напряжением Ubat

= 11,1 В.  Управляющее воздействие  задавалось  в виде безразмерной величины

тяги u [0;1], соответствующей 0∈  - 100 % выходного сигнала регулятора.

Оценка механической частоты вращения ротора имеет вид:

RPM (u)≈K .U bat . u . (4.2)
Соответствующая механическая частота вращения в герцах (число оборотов

в секунду) равна

f rotor(u)=
RPM (u)

60
. n p . (4.3)

Данная величина f rotor (u) определяет основной низкочастотный пик, наблюда-

емый в спектре выходных сигналов акселерометра и гироскопа. Результаты рас-

чёта зависимости между управляющим сигналом на привод и ожидаемой часто-

той доминирующей спектральной компоненты представлены в таблице 4.1.

Таблица 4.1 – Связь между управляющим воздействием и частотой f rotor

Управление, % RPM (u) frotor (Гц) 
10 1554 25,9
20 3108 51,8
30 4662 77,7
40 6216 103,6
50 7770 129,5
60 9324 155,4
70 10 878 181,3
80 12 432 207,2
90 13 986 233,1
100 15 540 259,0
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Анализ таблицы 4.1 показывает линейную зависимость между командой тяги

и механической частотой вращения: приращение управления на 10 % соответству-

ет увеличению frotor  на 25,9 Гц (и  n на 1554 об/мин). Это позволяет использовать

frotor  как опорную частоту для идентификации доминирующих спектральных со-

ставляющих вибраций по данным акселерометра и гироскопа.

В открытых проектах [102,  104], ориентированных на обеспечение высокой

скорости и манёвренности FPV-дронов, отмечается существенное влияние спек-

тральных составляющих вибраций на качество стабилизации и точность оценива-

ния состояния. Анализ исходных кодов показал, что для формирования управляю-

щих сигналов,  подаваемых на ESC, широко применяются фильтры нижних ча-

стот. Такие фильтры снижают уровень высокочастотных компонент, передавае-

мых в силовой тракт, и уменьшает возбуждение паразитных колебаний. Однако

при слишком низкой частоте среза  это приводит к сужению полосы пропускания

замкнутых контуров управления и замедлению динамических характеристик си-

стемы в реальных условиях эксплуатации. 

В качестве альтернативы или дополнения к общему низкочастотному ограни-

чению  в  современных  автопилотах  также  используется  режекторные  (notch)

фильтры, настраиваемые на доминирующие частоты вибраций (например частоту

вращения ротора frotor  и её гармоники). Это позволяет избирательно подавлять уз-

кополосные помехи с минимальным влиянием на быстродействие управляющих

контуров.

4.2 Разработка установки для проведения эксперимента

Появление доступных технологий 3D-печати позволяет изготавливать корпу-

са летательных аппаратов, включая квадрокоптеры, с минимальными затратами и

высокой геометрической точностью. В настоящей работе корпус квадрокоптера и

элементы экспериментального стенда были спроектированы в программной среде

OpenSCAD (рисунок  4.7) и последующим образом изготовлены на 3D-принтере.
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Конструкция  квадрокоптера  выполнена  в  классической  X-образной  конфигура-

ции.

Рисунок 4.7 – Модель квадрокоптера, разработанная в среде OpenSCAD

На основе модели квадрокоптера была разработана экспериментальная плат-

форма, обеспечивающая свободное вращение аппарата вокруг осей крена и танга-

жа при ограничении поступательных перемещений. Такая конструкция позволяет

воспроизводить близкие к реальным ПП в контурах управления в условиях, при-

ближенных к реальному полёту, сохраняя безопасность эксперимента и обеспечи-

вая высокоточное измерение динамических параметров (рисунок 4.8).

Рисунок 4.8 – Экспериментальный стенд с платформой для исследования враща-
тельного движения квадрокоптера вокруг осей крена и тангажа

106



С целью верификации работоспособности предложенных методов управле-

ния  в  условиях  возмущений,  обусловленных  вибрациями  BLDC-моторов  и

конструктивной асимметрией, была проведена серия испытаний на базе симулято-

ра Gazebo. В данную среду интегрирована физически достоверная модель квадро-

коптера, учитывающая его динамические и геометрические особенности.

Gazebo – это симулятор с открытым исходным кодом, обеспечивающий фи-

зически корректное моделирование робототехнических систем и их взаимодей-

ствия  с  окружающей  средой.  Он  широко  применяется  в  связке  с  ROS (Robot

Operating System) для разработки, отладки и верификации алгоритмов управления

квадрокоптером. Внешний вид модели квадрокоптера в среде Gazebo представлен

на рисунке 4.9.

Рисунок 4.9 – Визуальное представление модели квадрокоптера в среде моделирования
Gazebo

После  верификации работоспособности  системы управления  в  симуляторе

Gazebo проведены испытания на физическом экспериментальном стенде.

В  состав  экспериментального  макета  квадрокоптера  входят  следующие

компоненты:

– бесконтактные двигатели постоянного тока (BLDC-моторы);

– электронные регуляторы скорости (ESC-преобразователя);

– литий-полимерный аккумулятор;

107



– инерциальный измерительный модуль MPU-6050, включающий трёхосевые

акселерометр и гироскоп;

– барометрический датчик атмосферного давления BMP280;

– микроконтроллер ESP32.

Внешний вид экспериментального макета квадрокоптера представлен на ри-

сунке 4.10.

Рисунок 4.10 – Экспериментальная установка с действующим прототипом квадроко-
птера

Конструктивно экспериментальная установка включает следующие основные

элементы:

1. Программный модуль мониторинга и визуализации, предназначенный для

наблюдения ПП в реальном времени.

2. Полётный контроллер, реализованный на базе микроконтроллера ESP32. Он

осуществляет сбор и обработку данных с инерциальных датчиков (гироско-

па и акселерометра), формирует управляющие сигналы для двигателей и ре-

ализует алгоритм стабилизации по каналу крена.

3. Модуль беспроводной связи на микроконтроллере ESP8266, обеспечиваю-

щий  обмен данными с  персональным компьютером  по  протоколу  Wi-Fi.

Данный модуль используется  для передачи  команд управления и приёма

телеметрической информации о состоянии системы.
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4. Среда разработки Arduino IDE, применяемая для написания, компиляции и

отладки управляющего программного обеспечения. Программный код, за-

гружаемый в ESP32, обрабатывает сигналы с датчиков, передаёт их в кли-

ентское приложение на базе Qt5 для визуализации и расчёта управляющих

воздействий, а затем формирует ШИМ-сигналы для привода двигателей.

5. Механическая  платформа,  обеспечивающая  вращение  квадрокоптера  по

двум степеням свободы – вокруг осей крена и тангажа. Это позволяет моде-

лировать внешние возмущения и оценивать эффективность работы системы

стабилизации в условиях, приближенных к реальному полёту.

Разработанное клиентское приложение на базе Qt5 предназначено для отлад-

ки управляющего программного обеспечения, визуализации динамических харак-

теристик квадрокоптера и управления его движением. Основная функция прило-

жения заключается в пошаговой проверке алгоритма стабилизации канала крена и

контроле корректности работы управляющих программ,  загруженных в  микро-

контроллер ESP32. Интерфейс мониторинга, реализованный в Qt5, представлен на

рисунке 4.11.

Рисунок 4.11 – Программное приложение Qt5 для визуализации переходных про-
цессов и реализации алгоритмов управления
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Таким  образом,  разработанная  экспериментальная  установка  обеспечивает

возможность:

• реализации переходных процессов в контуре стабилизации крена;

• оценки влияния вибраций, генерируемых BLDC-моторами, на качество из-

мерений и устойчивость системы;

• разработки и верификации алгоритмов управления на основе зарегистриро-

ванных экспериментальных данных.

На следующем этапе (раздел 4.3) описывается методика проведения экспери-

ментов и обработки полученных данных, направленная на анализ устойчивости

системы управления квадрокоптером.

4.3 Результаты  экспериментальных  исследований  по  применению

фильтра Калмана в сочетании с предложенным PD-PI-регулятором

На основе модифицированной структурной схемы, представленной на рисун-

ке 4.1, в настоящем разделе проведена экспериментальная проверка эффективно-

сти предложенного ФК в сочетании с предложенной структурой регулятора. 

Основное внимание в эксперименте уделялось сопоставлению поведения си-

стемы при использовании классического и предложенного ФК. Для объективной

оценки сравнивались статистические характеристики сигналов, в первую очередь

СКО угловых координат и их временных производных – угловых скоростей. Та-

кой подход позволяет не только количественно оценить точность восстановления

состояния, но и проанализировать влияние структурных изменений на динамику

ПП.

В качестве базового варианта для сравнения была реализована классическая

версия ФК из открытой библиотеки. Данная реализация является типовой, широко

применяется в проектах [104, 129].

Результат  эксперимента,  представленный на рисунке  4.12а,  демонстрирует

сравнение измеренного сигнала датчика и оценённого значения угла крена, полу-
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ченного с использованием стандартного ФК. Следует отметить, что в рамках дан-

ной архитектуры отсутствует возможность прямой оценки угловых скоростей, что

существенно ограничивает её применимость при синтезе оптимальных регулято-

ров на основе принципа максимума Понтрягина, особенно в задачах построения

высокоточных контуров управления.

Для сопоставления эффективности был проведён эксперимент с применени-

ем предложенной модифицированной структуры ФК, реализованной в сочетании

с PD-PI-регулятором. Результаты приведены на рисунке 4.12б. 

В отличие от классического варианта, предложенный фильтр обеспечивает не

только оценку угол крена, но и прямую оценку его угловой скорости – параметра,

принципиально  важного  для  настройки  и  стабилизации  замкнутых  контуров

управления. Анализ графиков показывает, что, несмотря на сохраняющиеся флук-

туации, их амплитуда и спектральные характеристики существенно отличаются от

таковых при использовании стандартного ФК. При этом форма сигнала управле-

ния u1  соответствует производной от оценённой угловой скорости, что позволяет

достаточно точно восстанавливать вторую производную угла крена. Данная воз-

можность особенно значима при реализации алгоритмов управления в скользя-

щем режиме, где требуется надёжная информация о высших порядках производ-

ных состояния.

а)            б)
Рисунок 4.12 – Результаты эксперимента по ПП при использовании PD-PI-регуля-

тора: а) с классическим ФК; б) с предложенным ФК
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В практических системах управления проблема флуктуаций в  измеряемых

сигналах, как правило, решается с применением процедур сглаживания или усред-

нения данных. Такой подход действительно позволяет снизить уровень шумов и

повысить  стабильность  выходных  характеристик,  однако  одновременно вносит

значительную инерционность в динамику системы. В результате длительность ПП

возрастает и в ряде случаев превышает 2-3 c, что существенно ограничивает дина-

мические возможности объекта управления и затрудняет применение методов оп-

тимального  управления  по  быстродействию.  Результаты  данного  исследования

опубликованы в работе [130].

Для повышения качества оценивания состояния в статических условиях были

проведены эксперименты с использованием обеих реализаций ФК, а также выпол-

нен сравнительный анализ их работы в установившемся режиме.

Наиболее отчётливо преимущество предложенного фильтра проявляется при

удержании квадрокоптером  заданного  угла  крена.  Дополнительные материалы,

включая расширенные результаты моделирования и экспериментов, приведены в

источнике [93]. Визуальный анализ траекторий свидетельствует о более устойчи-

вом  поведении  системы.  Однако  для  получения  объективной  количественной

оценки использовались как переходные характеристики, так и статистические по-

казатели точности. В частности, для каждого эксперимента рассчитывались СКО

оценок угловых координат и угловых скоростей,  что позволило количественно

охарактеризовать качество стабилизации.

На рисунке 4.13 приведены результаты экспериментов, проведённых при ма-

лых оборотах двигателей (PPWM = 25 %), а на рисунке 4.14 – при высоких оборотах

(PPWM = 75 %). Оптимальные значения коэффициентов ФК были определены экс-

периментально и составили Kkθ = 0,13 и Kkq = 0,18. Эти параметры соответствуют

отношению  ValQ/R = 0,02,  которое  можно рассматривать  как  компромисс  между

требуемой степенью подавления измерительных шумов и необходимостью сохра-

нения достаточного быстродействия системы.
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В отличие от классических реализаций ФК, предложенная модифицирован-

ная структура,  благодаря  рациональному выбору коэффициентов,  обеспечивает

снижение амплитуды паразитных спектральных составляющих и уменьшение ста-

тического смещения оценок в установившемся режиме.

Вследствие указанных особенностей наибольшие флуктуации выходного сиг-

нала наблюдаются при малых оборотах двигателей, что иллюстрируется на рисун-

ке 4.13a, где представлен результат работы классического ФК. Этот эффект обу-

словлен тем, что при низком уровне мощности (PPWM  = 25 % ) отношение ампли-

туды измерительного шума к полезному сигналу возрастает, что делает помехо-

вую компоненту более заметной на фоне общего переходного процесса.

  
а) б) 

Рисунок 4.13 – Сигналы в установившемся режиме при малых оборотах (25 % от номи-
нальных) а) с классическим ФК; б) с предложенным ФК

Данный эффект объясняется тем, что при малых оборотах двигателей частота

периодической  помехи  становится  соизмеримой  или  даже  ниже  частоты  среза

инерционного фильтра в канале измерения. В классических схемах фильтрации

это приводит к значительному проникновению помехи в оценки угла крена и, как

следствие, к выраженным флуктуациям выходного сигнала. На выходе фильтров

по каналу угла и угловой скорости крена наблюдаются выраженные колебания,

обусловленные близостью частоты дискретизации к частоте периодической поме-

хи.
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В отличие от классического подхода, предложенный в работе ФК обеспечи-

вает не только оценку угла крена, но и совместное восстановление его угловой

скорости и углового ускорения за счёт использования управляющего воздействия

и математической модели замкнутого контура управления. Такой интегрирован-

ный подход позволил существенно снизить амплитуду флуктуаций оценок, что

наглядно подтверждается результатами, представленными на рисунке 4.13б.

При увеличении оборотов двигателей до высоких значений частота периоди-

ческой помехи достигает диапазона 600 - 800 Гц, что существенно превышает ча-

стоту среза инерционного фильтра в измерительном канале. В этих условиях ам-

плитуда флуктуаций значительно снижается и становится относительно незначи-

тельной для обоих рассматриваемых фильтров, что подтверждается результатами,

представленными на рисунке 4.14 .

а)     б)
Рисунок 4.14 – Сигналы в установившемся режиме при малых оборотах (75 % от номи-

нальных) а) с классическим ФК; б) с предложенным ФК

Наиболее вероятно, что наблюдаемые колебания обусловлены эффектом бие-

ний, возникающим между частотой дискретизации и помехами, генерируемыми в

процессе работы двигателей. Прямая верификация этого предположения – путём

сопоставления частоты биений с рабочими частотами двигателей – затруднена из-

за отсутствия возможности с высокой точностью определить фактическую часто-

ту коммутации фаз в ESC-преобразователях. Тем не менее, такая проверка физи-

чески возможна при наличии цифрового канала связи между ESC и полётным
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контроллером,  обеспечивающего  передачу  точной  информации  о  частоте

переключения фаз.

Для  объективного  сравнительного  анализа  эффективности  алгоритмов

фильтрации была проведена количественная оценка на основе расчёта СКО вы-

ходных сигналов. Данный подход позволил оценить степень подавления измери-

тельных шумов для каждой из рассматриваемых реализаций ФК. Результаты рас-

чётов сведены в таблице 4.2 . 

Таблица  4.2 − Сравнение СКО выходных сигналов двух ФК при различных режимах
вращения моторов

Переменные Среднеквадратическое отклонение (СКО)
Предлагаемый ФК Используемый ФК Соотношение 2 ФК

С высокой частотой вращения двигателей (PPWM = 75 %)

СКО ( θ̂k ) 594 785 0,7566

СКО ( q̂k ) 490 − −

С низкой частотой вращения двигателей (PPWM = 25 %)

СКО ( θ̂k ) 141 535 0,2635

СКО ( q̂k ) 25 − −

Проведённые экспериментальные исследования подтверждают статистически

значимое улучшение предложенного ФК над классической реализацией в различ-

ных режимах работы системы.

Наиболее существенное улучшение точности оценивания наблюдается в ре-

жиме малой мощности, где предложенный алгоритм обеспечивает почти 3,5-крат-

ное снижение СКО оценки угла крена по сравнению с традиционным ФК. Данный

результат свидетельствует о повышенной устойчивости разработанного алгорит-

ма к изменяющимся динамическим условиям, а также о его способности эффек-

тивно функционировать в условиях слабого подавления вибрационных помех.

В режиме высокой частоты вращения, где влияние спектральных составляю-

щих вибрации менее выражено, предложенный фильтр также демонстрирует зна-
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чительное улучшение точности − снижение СКО оценки угла на 24,3 %. Это под-

тверждает универсальность и эффективность разработанного алгоритма в широ-

ком диапазоне рабочих режимов.

Следует отметить, что оценка скорости была выполнена исключительно с ис-

пользованием предложенного фильтра, что подчёркивает его расширенную функ-

циональность по сравнению с классической реализацией. Полученные значения

СКО,  рассчитанные  в  течение  4 с  в  установившемся  режиме  (рисунки  4.13  и

4.14 ), дополнительно подтверждают высокую точность и устойчивость разрабо-

танного алгоритма оценивания состояния системы.

В таблице отсутствуют данные по отношению СКО для производной от ско-

рости q̇k  (т.е. углового ускорения), хотя соответствующий сигнал присутствует в

структурной схеме на рисунке 4.1. Данное отношение, вычисленное как отноше-

ние СКО измеренной производной угловой скорости q̇  к СКО её q̇k , определяет-

ся следующим выражением:

СКО ( q̇k ) / СКО( q̇ ) = 613211/ 5787963=0,105.

Это позволяет получить оценку производной q̇k  с СКО, уменьшенным почти

в десять раз по сравнению с прямым дифференцированием измеренного сигнала.

Кроме того, как отмечалось ранее, форма сигнала u1, полученного в соответствии

со структурой, представленной на рисунке 4.1, близка к форме q̇ . Получаемая та-

ким образом оценка оказывается существенно более точной, поскольку сигнал u1

формируется на основе модели замкнутого контура управления и практически не

подвержен влиянию измерительных помех. Вместе с тем практическое использо-

вание оценки углового ускорения  q̇  на основе сигнала  u1 в составе ФК требует

дополнительных исследований, связанных с устойчивостью и робастностью алго-

ритма, и не рассматривается в рамках данной работы.  Результаты эксперимента

сигнала u1 и q̇  представлены на рисунке.
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Рисунок 4.15 – Результаты эксперимента: сигнал управления u1 и производная скорость
крена q̇

Следовательно, для оценки q̇  может быть использован сигнал u1. В этом слу-

чае отношение СКО, выражается следующим образом:

СКО (u1) / СКО ( q̇ ) ≈ 0,1.

Флуктуации угла крена проявляются уже на этапе моделирования при внесе-

нии периодической помехи в контур управления. В экспериментальных данных

(рисунок 4.13) они выражены особенно ярко при малых оборотах двигателей, что

вполне  соответствует  результатам,  полученным  в  разделе  3.3.  Предлагаемый

фильтр,  основанный  на  использовании  математической  модели  и  параметров

контура управления, обеспечивает более точные оценки  θ ,  q  и  q̇  в условиях

влияния гауссовского шума и спектральных составляющих.

Настройка коэффициентов  фильтра  с  учётом управляющего сигнала и  его

скорости не привели к улучшению качества оценивания, вероятно, из-за наличия

встроенного ограничителя скорости изменения управляющего воздействия в ESC-

преобразователя. Наилучшие результаты были получены при фиксированном от-

ношении  ValQ/R = 0,02. Чувствительность фильтра к отклонению коэффициентов

Kkθ и Kkq в пределах ± 30 % от оптимальных значений оказалась незначительной –

качество  фильтрации  практически  не  ухудшалось.  Это  позволяет  в  алгоритме
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(3.16) отказаться от вычисления шагов 3.17, 3.19, 3.20, 3.22 и использовать фикси-

рованные значения параметров, соответствующие ValQ/R = 0,02.

В рамках исследования влияния конструктивной асимметрии  определения

оптимального диапазона коэффициента Калмана, помимо основного эксперимен-

тального стенда (рисунок  4.10), была проведена серия дополнительных испыта-

ний на установке, оснащённой одним двигателем. Внешний вид данной экспери-

ментальной установки представлен на рисунке 4.16. Такая конфигурация позволи-

ла верифицировать работоспособность управляющего контура и уточнить опти-

мальное  значение  отношения  ValQ/R эффективного  функционирования  фильтра

Калмана.

Рисунок 4.16 – Экспериментальная установка с одним BLDC-мотором

Значение отношения ValQ/R,  существенно влияет на динамическое поведение

системы: при его завышении или занижении наблюдаются значительные расхо-

ждения как в результатах моделирования, так и в экспериментальных данных. Для

обеспечения оптимальной работы предложенной схемы далее рассматривается за-

дача выбора оптимального значения ValQ/R путём минимизации двух критериев:

– среднеквадратическое отклонение

СКО=∑
k=1

N

[ (θ−θ̂k / k )
2+( θ̇− ^̇θk /k )

2 ] , (4.4)

– время переходного процесса tПП.

Оптимальное значение (или допустимый диапазон) отношения ValQ/R, опреде-

ляется из условия минимизации целевого функционала:
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J (Q , R )=α . СКО+β . tПП , (4.5)
где α и β – весовые коэффициенты, выбираемые в зависимости от приоритетов за-

дачи: либо повышение точности оценки при сохранении приемлемого быстродей-

ствия системы, либо сокращение времени переходного процесса при допустимом

уровне погрешности. 

Минимизация целевого функционала может быть выполнена с использовани-

ем стандартных методов решения вариационных задач, реализованных в совре-

менных математических пакетах, таких как Matlab. Результаты экспериментально-

го исследования предложенного ФК представлены на рисунке 4.17. Данные ре-

зультаты опубликованы в работе [131].

ValQ/R = 0,06 ValQ/R = 0,2

      ValQ/R = 10–3       ValQ/R = 0,02

Рисунок 4.17 – Результаты экспериментального исследования ФК при различных
значениях отношения  ValQ/R
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Результаты  экспериментов  по  управлению  объектом  с  использованием

предложенного ФК показали следующую зависимость качества оценивания от от-

ношения ValQ/R : 

– При низком значении  ValQ/R ≤ 10−3  фильтр обеспечивает максимальное по-

давление измерительного шума, однако длительность переходного процесса со-

ставляет около t = 1,6 с, а на выходе наблюдается статическое смещение оценок

относительно истинных значений, особенно по компоненте угловой скорости.

– При увеличении отношения ValQ/R до 0,02 уровень шумовой составляющей

незначительно возрастает, но время переходного процесса сокращается до t = 1 с,

а смещение оценок существенно уменьшается.

– Дальнейшее увеличение ValQ/R до 0,06 длительность переходного процесса

t = 1,3 с, а при ValQ/R = 0,2 время перехода составляет t = 1,1 с, однако в этом слу-

чае наблюдается значительное усиление шумов, что делает данный вариант наи-

менее предпочтительным.

При выборе весовых коэффициентов α и β в целевом функционале (выраже-

ние 4.5) с учётом компромисса между точностью оценивания и быстродействием

системы был  проведён  сравнительный анализ  для  трёх  вариантов  расстановки

приоритетов:

 равные приоритеты (α = β = 0,5);

 приоритет точности над быстродействием (α = 0,7; β = 0,3);

 приоритет быстродействия над точностью (α = 0,3; β = 0,7).

Для количественной оценки качества регулирования в установившемся режи-

ме  в  каждом  эксперименте  рассчитывалось  среднеквадратическое  отклонение

(СКО) ошибки управления. В качестве исходных данных использовался массив из

4000 последовательных отсчётов сигнала ошибки, зарегистрированных после за-

вершения переходного процесса на временном интервале длительностью 4 с (что

соответствует частоте дискретизации 1 кГц). Анализ проводился для четырёх зна-

чений отношения ValQ/R. Результаты представлены в таблице 4.3.
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Таблица 4.3 − Результаты вычисления параметров функционала 

ValQ/R СКО tПП (c) α β J (Q/R)

0,2 50333 1,1

0,3 0,7 15100
0,7 0,3 35233

0,5 0,5 25167

0,06 54366 1,3

0,3 0,7 16310

0,7 0,3 38056

0,5 0,5 27183

0,02 42378 1,0

0,3 0,7 12714

0,7 0,3 29664

0,5 0,5 21189

10-3 49137 1,6

0,3 0,7 14742

0,7 0,3 34396

0,5 0,5 24569

Минимизация целевого функционала J (Q/R) продемонстрировала, что значе-

ние ValQ/R = 0,02 обеспечивает наименьшее значение критерия J независимо от вы-

бора весовых коэффициентов α и β, т.е при любом балансе между точностью и

быстродействием. Полученные результаты свидетельствуют, что разработанный

подход обеспечивает устойчивую работоспособность системы управления в усло-

виях реальных производственных допусков и конструктивных неидеальностей (в

том числе асимметрии корпуса). 

Таким образом, выбранное оптимальное значение  ValQ/R обеспечивает опти-

мальный баланс между скоростью сходимости и точностью оценивания, что поз-

воляет эффективно применять предложенный ФК в задачах управления квадроко-

птером, включая быстродействующие режимы и режимы скользящего управле-

ния, где критически важны высокая точность оценки угловой скорости и углового

ускорения.
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4.4 Результаты экспериментального исследования системы управления

креном на основе скользящих режимов

Результаты численного моделирования, представленные в разделе 3.3, пока-

зали, что применение SMC обладает как существенными преимуществами, так и

рядом практических ограничений. С одной стороны, данный подход теоретически

обеспечивает робастность к параметрическим неопределённостям и внешним воз-

мущениям, гарантируя конечное время сходимости и высокую точность управле-

ния. С другой стороны, при реализации на реальных объектах эффективность ме-

тода снижается под действием ряда факторов:

− высокочастотных колебаний управляющего сигнала (эффект chattering);

− насыщения исполнительных механизмов;

− временных задержек в цепи коммутации;

− повышенной чувствительности к измерительным шумам в каналах обрат-

ной связи.

Таким образом, возникает необходимость в экспериментальной верификации

применимости  SMC-регулятора  при  управлении  квадрокоптером  в  реальных

условиях. В настоящей главе представлены результаты натурных испытаний, про-

ведённых с целью оценки качества стабилизации угла крена квадрокоптера с ис-

пользованием предложенного SMC алгоритма, а также выявления практических

ограничений, не отражённых в имитационных моделях. Особое внимание уделено

анализу  робастности  алгоритма  к  параметрическим  неопределённостям  и  его

способности подавлять высокочастотные колебания («дрожание» − chattering), ха-

рактерные для классических реализаций скользящего режима.

Экспериментальный стенд был реализован на базе лабораторной испытатель-

ной  платформы,  представляющей  собой  квадрокоптер  с  жёстко  закреплённым

кардановым подвесом, обеспечивающим свободу вращения только по одной оси –

крена (рисунок 4.18). Управление осуществлялось в соответствии со структурной

схемой, приведённой на рисунке 4.1.
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Рисунок 4.18 – Испытательный стенд для экспериментальной верификации SMC-
алгоритмов управления креном

На  рисунке  4.19 представлены  результаты  эксперимента  по  стабилизации

угла крена квадрокоптера  с  использованием SMC-регулятора  и  предложенного

ФК. Сигнал управляющего воздействия,  формируемый SMC-алгоритмом, и его

обработанная версия, подаваемая на двигатели, представлены на рисунке 4.20. Ре-

зультаты исследования опубликованы в работе [118].

Рисунок 4.19 – Результаты ПП угла систе-
мы управления на основе SMC-PI-регуля-

тора

Рисунок 4.20 – Переключающийся сигнал
uI и управляющее воздействие uM, подавае-

мое на матрицу распределения

Экспериментальные результаты работы контроллера SMC-PI в сочетании с

фильтром Калмана при значении отношения ValQ/R = 0,07 показывают, что оценка

угла крена характеризуется высокой плавностью, а переходный процесс протекает
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без  перерегулирования.  Длительность  переходного  процесса  составляет  около

1,0 с. В установившемся режиме система демонстрирует высокую стабильность и

практически не подвержена влиянию измерительных шумов и спектральных воз-

мущений, обусловленных коммутацией фаз BLDC-моторов.

Анализ переключающегося управляющего сигнала подтверждает, что систе-

ма сохраняет работоспособность даже при резких (скачкообразных) изменениях

управляющего воздействия. Данное поведение согласуется с принципом функцио-

нирования ESC-преобразователя, в частности с наличием встроенного ограничи-

теля  скорости  изменения  сигнала,  и  соответствует  результатам,  полученным в

предыдущих исследованиях. Сигнал управляющего воздействия uM,  подаваемый

на  вход  двигателей,  имеет  пилообразную  форму  и  значительно  меньшую  ам-

плитуду по сравнению с исходным переключающимся сигналом на выходе SMC-

регулятора. Анализ переходных процессов при реализации предложенной струк-

туры управления показал отсутствие характерных признаков chattering – высоко-

частотных колебаний управляющего сигнала и выходных переменных. Это указы-

вает на то, что комбинация модифицированного SMC-PI-регулятора и динамиче-

ских свойств ESC обеспечивает эффективное сглаживание управляющего воздей-

ствия  без  применения  дополнительных  методов  регуляризации  поверхности

скольжения. 

На основе результатов численного моделирования (см.  рисунок  3.19)  про-

ведёно экспериментальное исследование SMC-регулятора при вариации  парамет-

ра объекта управления Kv. 

Особое внимание уделялось анализу межканального взаимодействия: при от-

работке заданного воздействия по каналу крена регистрировалось перекрёстное

влияние на угол тангажа. Такой подход позволяет количественно оценить степень

динамической связи между поперечным и продольным каналами управления, что

особенно важно при проектировании многоканальных систем стабилизации квад-

рокоптера. 
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Эксперименты выполнены при десятикратном уменьшении (Kv / 10) и деcяти-

кратном увеличении (10Kv) номинального значения параметра Kv, что имитирует

существенные отклонения характеристик объекта.  Результаты натурных испыта-

ний представлены на рисунках 4.21 и 4.22 соответственно.

Рисунок 4.21 – Переходные процессы углов ориентации при деcятикратном уменьшении
параметра объекта Kv

Рисунок 4.22 – Переходные процессы углов ориентации при деcятикратном увеличении
параметра объекта Kv

Результаты эксперимента подтвердили выводы, полученные в ходе численно-

го моделирования: при увеличении параметра объекта управления Kv ПП ускоря-

ется, однако при его возрастании более чем в 10 раз наблюдается перерегулирова-

ние. Для обеспечения устойчивости системы в этом случае необходимо снижать
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коэффициенты фильтра Калмана, что позволяет ограничить чрезмерную реакцию

на усиленное управляющее воздействие.

Напротив, при уменьшении параметра Kv ПП замедляется, но система стано-

вится менее чувствительной к  шумам,  что позволяет  увеличить коэффициенты

фильтра Калмана и тем самым повысить точность оценки состояния.

Анализ представленных ПП показывает, что при выполнении манёвра по кре-

ну в необработанном сигнале угол тангажа испытывает колебания с амплитудой

± 10°. Применение фильтра Калмана позволяет снизить амплитуду перекрёстных

возмущений до уровня ± 2-3° и менее, что свидетельствует о слабом взаимовлия-

нии между каналами крена и тангажа и подтверждает эффективную развязку этих

каналов в предложенной архитектуре системы управления.

Установлено также, что конструктивная геометрическая асимметрия объекта

практически  не  ухудшает  качество  ПП:  замкнутая  система  сохраняет  высокую

стабильность и предсказуемость динамики даже при наличии заметных отклоне-

ний реальной геометрии от идеальной математической модели.

Однако в ходе серии экспериментов было установлено, что устойчивое функ-

ционирование объекта с SMC-PI-регулятором обеспечивается лишь при  отноше-

нии  ValQ/R ≤ 0,1.  В этом режиме ФК преимущественно полагается  на  прогноз,

основанный на математической модели динамики системы, и слабо корректирует-

ся по текущим измерениям от датчиков.

При увеличении отношения  ValQ/R до допустимого предела система сначала

демонстрирует повышенную чувствительность к изменениям угла крена.  Однако

по мере накопления ошибок, вызванных усилением влияния зашумлённых изме-

рений  −  особенно в дифференциальном канале оценки угловой скорости, возни-

кает расходимость переходного процесса, приводящая к потере устойчивости зам-

кнутого контура управления (см. рисунок 4.23).

Напротив, чрезмерное уменьшение  ValQ/R приводит к возникновению стати-

ческого смещения в оценках состояния. Причина  заключается в несовпадении ре-

альной динамики объекта и его математической модели, используемой в ФК. Это
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приводит к формированию статического смещения оценок относительно истин-

ных значений состояния. Наиболее отчётливо данный эффект проявляется в кана-

ле угловой скорости: как видно на рисунке 4.24, между истинным значением q и

его фильтрованной оценкой  q̂k  наблюдается постоянное ненулевое отклонение,

сохраняющееся в установившемся режиме.

Видеозаписи работы системы, изображения экспериментального стенда и до-

полнительные материалы доступны по ссылке [93].

Рисунок 4.23 − Переходный процесс при
высоком коэффициенте усиления Калмана

Рисунок 4.24 − Сигнал скорости при низ-
ком коэффициенте усиления Калмана

Для проведения сравнительного анализа с регулятором SMC-PI был реализо-

ван эксперимент с использованием предложенного PD-PI-регулятора. С целью до-

полнительной валидации результатов также выполнено сопоставление с классиче-

ским подходом на основе P-PID-регулятора,  описанным в источнике [103]. Это

позволяет наглядно продемонстрировать научную новизну и практическую значи-

мость предложенного решения. 

Полные результаты сравнения по следующим критериям качества:

− время переходного процесса (ТПП);

− среднеквадратическое отклонение (СКО);

− интегральный квадратичный критерий энергии управления (CSE) − пред-

ставлены в таблице 4.4.
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Таблица 4.4 − Сравнение критериев качества работы регуляторов SMC-PI, PD-PI и P-PID
Критерия PD-PI SMC-PI P-PID

ТПП (с) 0,7 1,0 0,85
СКО 6,5 4,7 7,7
CSE 663 363 656

Регулятор типа SMC-PI ориентирован на контуры, в которых приоритетом

является высокая точность слежения и минимальные энергозатраты в установив-

шемся режиме. В экспериментах он продемонстрировал наилучшее качество ста-

билизации:  СКО оказалось  ниже на  28-39 % по сравнению с  альтернативными

схемами.  Дополнительно  зафиксировано  существенное  снижение  интегральной

энергоёмкости управления: интегральный критерий CSE улучшился на 45 %. Та-

ким образом, данный метод может рассматриваться как предпочтительный для ре-

жимов удержания и точного позиционирования при ограничениях по потребле-

нию энергии.

Регулятор PD-PI  показал наилучшее быстродействие  среди протестирован-

ных вариантов. В частности, время ПП оказалось меньше на 30 % по сравнению с

SMC-PI и на 18 % меньше, чем у классического P-PID. Это позволяет рассматри-

вать PD-PI как наиболее подходящее решение для задач, в которых определяю-

щим является динамический критерий – минимизация переходного процесса, вы-

сокая манёвренность, компенсация возмущений за минимальное время.

Классический регулятор P-PID занимает промежуточную позицию. Он усту-

пает по точности в установившемся режиме (наибольшее СКО среди сравнивае-

мых методов), однако остаётся практически значимым по двум причинам. Во-пер-

вых, он обеспечивает приемлемое быстродействие без существенных перерегули-

рования. Во-вторых, он опирается на хорошо изученную и технологически отра-

ботанную методику настройки, что снижает трудозатраты при внедрении. Для по-

давления высокочастотных шумов, усиливающихся в дифференциальном канале,

в структуру P-PID был добавлен фильтр нижних частот, что позволило повысить

помехоустойчивость.
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Таким образом, система управления обеспечивает низкое СКО при использо-

вании регуляторов SMC-PI и PD-PI. При этом SMC-PI-регулятор проявляет осо-

бую эффективность в режимах малых оборотов двигателей, характерных для ква-

зистационарных задач − таких как удержание заданной ориентации и плавная кор-

рекция положения.

В  этих  условиях  алгоритм  SMC-PI  позволяет  минимизировать  амплитуду

управляющих воздействий, что приводит к снижению энергопотребления силовой

установки и, как следствие, уменьшению расхода заряда аккумуляторной батареи.

Это, в свою очередь, потенциально увеличивает продолжительность автономного

полёта квадрокоптера, что подтверждается данными, представленными в источни-

ке [132]. 

Вывод к главе 4

• Экспериментально выявлен спектральный характер помех от BLDC-мото-

ров в измерительных каналах датчиков, что необходимо учитывать при син-

тезе контуров управления квадрокоптером и настройке частотных характе-

ристик фильтров.

• Разработана и верифицирована экспериментальная установка, обеспечиваю-

щая проведение испытаний в условиях, приближённых к реальному полёту,

с возможностью раздельного анализа переходных и установившихся режи-

мов работы СУ.

• Практическая работоспособность предложенного фильтра Калмана в соста-

ве вложенной PD-PI структуры подтверждена экспериментально: достигну-

то снижение колебательности оценок состояния и повышение устойчивости

системы к  спектральным составляющим помех.  Кроме  того,  реализована

совместная оценка не только угла, но также угловой скорости и углового

ускорения, что имеет значение при синтезе алгоритмов управления на осно-

ве метода фазовых поверхностей.
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• Установлен диапазон значений отношения  ValQ/R,  обеспечивающий баланс

между быстродействием и точностью фильтра Калмана: за пределами дан-

ного диапазона наблюдается либо чрезмерная чувствительность к шумам,

либо замедление реакции на обновления состояния.

• Эксперименты по реализации скользящего режима на аппаратной установке

показали, что система обеспечивает минимальное перерегулирование и наи-

меньшее среднеквадратическое отклонение в установившемся режиме. В то

же время метод чувствителен к ограничениям скорости обработки сигнала,

параметрам фильтрации и  шумам в  канале  измерения  угловой  скорости.

Устойчивая работоспособность СУ достигается при достаточно низком зна-

чении коэффициента усиления Калмана. Робастность системы подтвержде-

на экспериментально при изменении параметра объекта управления.

• Результаты моделирования  в  Gazebo  согласуются  с  экспериментальными

данными на лабораторном стенде, что подтверждает адекватность матема-

тической модели и обоснованность методики сравнительных испытаний.

• Сравнительные испытания регуляторов (PD-PI, SMC-PI, P-PID) не выявили

однозначного лидера по всем показателям качества управления. При этом

структура PD-PI демонстрирует оптимальный баланс между быстродействи-

ем и плавностью переходного процесса (низкая колебательность при малом

времени регулирования), а SMC-PI − наименьшее среднеквадратическое от-

клонение в режиме плавного полёта.
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Заключение

1. Проведён системный анализ проблем, возникающих при управлении дина-

микой квадрокоптера, что позволило сформулировать целевые требования к

совершенствованию алгоритмов стабилизации и управления.

2. На основе исследования математической модели BLDC-мотора установле-

но, что момент переключения потокосцепления генерируют вибрационные

помехи, которые проникают в сигналы IMU и снижают точность измерений.

3. Построена  модель  динамики квадрокоптера,  учитывающая  влияние  спек-

тральных составляющих момента на валах двигателей, а также конструктив-

ной асимметрии корпуса квадрокоптера. Данная модель обеспечивает более

адекватное описание поведения аппарата  в полёте  и повышает достовер-

ность последующего синтеза алгоритмов управления.

4. Разработанный алгоритм построения фильтра  Калмана,  в  котором управ-

ляющий сигнал разложен на постоянную и вариативную составляющие во

вложенной структуре регулятора типа PD-PI, обеспечил корректную оценку

угла крена, угловой скорости и углового ускорения. Данный подход позво-

ляет снизить среднеквадратическое отклонение оценки состояния по срав-

нению с классическим фильтром Калмана примерно в 3,5 раза при низкой

частоте  вращения  двигателей  и  на  24,3  %  при  высокой.  Это  повышает

точность и надёжность оценок, используемых при синтезе закона управле-

ния на основе фазовых траекторий.

5. Реализованный  алгоритм  построения  фазовых  траекторий  для  системы

управления в скользящем режиме обеспечивает высокую робастность зам-

кнутой системы. Предложенное решение гарантирует достижение и устой-

чивое удержание режима скольжения даже при десятикратном отклонении

параметров объекта от номинальных значений.

6. Разработанный алгоритм  фазового  управления  для  SMC по  сравнению с

традиционными  регуляторами  обеспечивает  снижение  среднеквадратиче-
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ского отклонения  на  28-39 % и уменьшение интегральной энергоёмкости

управляющего сигнала на 45 %. Полученные результаты свидетельствуют о

более высокой точности, устойчивости и энергоэффективности контура ста-

билизации квадрокоптера.

7. Предложенный регулятор типа PD-PI позволяет сократить время переходно-

го процесса на 30 % по сравнению с классическим P-PID, а также умень-

шить среднеквадратическое отклонение ошибки в установившемся режиме

на  18 %.  Это  свидетельствует  о  более  высоком  быстродействии  при  од-

новременном повышении точности стабилизации.

8. Сочетание оптимального управления по быстродействию на основе принци-

па  максимума  вне  области  равновесия  с  линейным PD-регулятором  в  её

окрестности, позволило повысить быстродействие системы и исключить ав-

токолебания в установившемся режиме. Результаты моделирования управ-

ления креном подтверждают, что предложенный подход обеспечивает бы-

строе достижение заданного угла и удерживает его с минимальными коле-

баниями.

9. Результаты диссертационной  работы  внедрены  в  следующих областях:  в

учебный процесс отделения электроэнергетики и электротехники Инженер-

ной школы энергетики ТПУ – в качестве лабораторного стенда по настрой-

ке PID-регуляторов для дисциплин «Теория автоматического управления» и

«Системы автоматизированного управления»; в контуры управления давле-

нием повышающих насосных станций, разрабатываемых НПО «ВЭСТ» (г.

Томск, РФ), где применяется фильтр Калмана; в учебный процесс Томского

государственного университета – в качестве методики обучения студентов и

магистрантов при синтезе фильтра Калмана.
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Список условных обозначений

 PID – пропорционально-интегральный-дифференциальный регулятор;

 БПЛА – беспилотный летательный аппарат;

 у.е – условная единица;

 IMU (MPU) – инерциальный измерительный датчик;

 SMC – регулятор с скользящем режимом;

 BLDC-мотора – бесконтактный двигатель постоянного тока;

 ФК – фильтр Калмана;

 ESC – электронный регулятор скорости;

 САУ – система автоматического управления;

 ССК – связанная система координат;

 ИСК – инерциальная система координат;

 ПП – переходный процесс;

 ПЛК – программируемого логического контроллера;

 СКО – среднеквадратичное отклонение;

 CSE – энергия управляющего сигнала;

 IAE – интеграл модуля ошибки;

 ϕ ,θ ,ψ ,( рад)  – углы Эйлера;

 ϕset(ϕd ) ,θset (θd) ,ψset (ψd) ,( рад)  – желаемые углы Эйлера;

 x , y , z ,(m)  – линейные положения;

 p ,q , r( рад/с)  – угловые скорости в корпусной системе;

 t (мс )  – время в дифференциальных уравнениях и переходных процессах;

 L,(Гн )  – индуктивность фазной обмотки статора;

  R ,(Ом)  – сопротивление фазной обмотки статора;

 M e  – момент BLDC-мотора;

 A1 ,ω1  – амплитуда и частота спектра в установившемся режиме;

 A2 ,ω2  – амплитуда и частота спектра в начале пуска;
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 d x (t )  – дисперсия BLDC-мотора;

 η  – шум BLDC-мотора;

 l  – длина крыла квадрокоптера;

 ρ ,(кг /м3)  – плотность воздуха;

 I xx , I yy , I zz  – моменты инерции;

 Ri ,(cm)  – радиус (длина лопасти) пропеллера;

 ci  – коэффициент, определяемый геометрией пропеллера;

 bi  – коэффициент тяги для i-го двигателя;

 di  – коэффициент сопротивления для i-го двигателя;

 K f  – коэффициент, который определяется характеристикой гироскопа;

 K v  – коэффициент, зависящий от характеристики объекта;

 K i  – постоянная времени интегрирования PID регулятора;

 K d  – постоянная времени дифференцирования PID регулятора;

 K p  – коэффициент пропорциональности PID регулятора;

 K pf  – коэффициент пропорциональности внешнего PD регулятора; 

 K df  – коэффициент дифференцирования внешнего PD регулятора;

 K pv  – коэффициент  пропорциональности внутреннего PD регулятора;

 K dv  – коэффициент дифференцирования внутреннего PD регулятора; 

 KM  – постоянная времени интегратора; 

 ТM  – коэффициент передачи интегрирующего звена; 

 Mq  – момент крена; 

 ~q  – измеренная скорость;

 ~θ  – измеренный угол;

 ^̇qk  – оцененное ускорение;

 qk  – оцененная скорость;

 θk  – оцененный угол; 

 T μ  – постоянная времени системы; 
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 s ,(c−1)  – Лапласовская переменная (комплексная частота); 

 K k  (Kθ, Kq) – коэффициент Калмана (для угла и скорости); 

 T v  – коэффициент интегратор для компенсации асимметрии конструкции; 

 aw (t) – истинное линейное ускорение;

 ameas (t) – вектор измерений акселерометра;

 gw (t) – вектор гравитации;

 nθ , q ( t )  – белый гауссовский шум в канале угла и скорости;

 δM ,θ ,q ( t )  – cпектральные составляющие в каналах момента, угла и угловой

скорости;

 ωi – скорость вращения i-ого ротора;

 u1 – сигнал управления после интегратора;

 uM – сигнал управления, поступающий в моторы;

 u2 – сигнал управления после интегратора c коэффициентов Tv;

 uI – сигнал управления перед интегратором c коэффициентов KM;

 Q – ковариационная матрица шума процесса;

 R – ковариационная матрица шума измерения;

 ValQ/R – отношения определителей матрицы Q на R;

 Δ t  – время дискретизации;

 T sl – постоянное время инерции;

 δ (%) – погрешность;
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