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В  н а с т о я щ е е  в р е м я  в с в я з и  с б у р н ы м  р а з в и т и е м  с р е д с т в  в ы ч и с л и ­
т е л ь н о й  т е х н и к и  с р е д и  м е т о д о в  о п т и м и з а ц и и  'все б о л ь ш е е  р а с п р о с т р а ­
н е н и е  п о л у ч а ю т  р а з л и ч н о г о  р о д а  с х е м ы  у п о р я д о ч е н н о г о  ч а с т и ч н о г о  
п е р е б о р а  в а р и а н т о в .  О б ш и р н о й  о б л а с т ь ю  и х  п р и м е н е н и я  я в л я ю т с я  
з а д а ч и  о п р е д е л е н и я  э к с т р е м у м а  ф у н к ц и й  к о н е ч н о г о  ч и с л а  п е р е м е н н ы х ,  
з а д а н н ы х  на  д и с к р е т н ы х  м н о ж е с т в а х ,  н а п р и м е р ,  з а д а ч и  д и с к р е т н о г о  
п р о г р а м м и р о в а н и я  [ 1]» э к с т р е м а л ь н ы е  з а д а ч и  н а  г р а ф а х  [ 2 ] ,  д и с к р е т ­
н ы е  д и н а м и ч е с к и е  з а д а ч и  р а с п р е д е л е н и я  р е с у р с о в  [ 3 ]  и т . п.

З н а ч и т е л ь н о е  ч и с л о  з а д а ч  о п т и м и з а ц и и  ф у н к ц и й  и  ф у н к ц и о н а л о в  
с н е п р е р ы в н ы м и  о б л а с т я м и  о п р е д е л е н и я  п е р е м е н н ы х  н е  д о п у с к а ю т  
а н а л и т и ч е с к о г о  р е ш е н и я .  К  и х  ч и с л у  с л е д у е т  о т н е с т и  о б ш и р н ы й  к л а с с  
з а д а ч  п о  о п р е д е л е н и ю  р а з л и ч н о г о  р о д а  о п т и м а л ь н ы х  т р а е к т о р и й .  П р и  
и х  р е ш е н и и  ч и с л е н н ы м и  ,м е т о д а м и  н а  Э В М  и с п о л ь з у е т с я  и х  к о н е ч н о ­
м е р н а я  а п п р о к с и м а ц и я  и с а м о  р е ш е н и е  п р о и с х о д и т ,  к а к  п р а в и л о ,  
в р а м к а х  о д н о й  и з  с х е м  у п о р я д о ч е н н о г о  п е р е б о р а  [3 ,  4 ] .

К  ч и с л у  н а и б о л е е  р а с п р о с т р а н е н н ы х  с х е м  у п о р я д о ч е н н о г о  п е р е б о ­
р а  о т н о с я т с я  м е т о д  в е т в е й  и  г р а н и ц  [ 1] ,  м е т о д  д и н а м и ч е с к о г о  п р о г р а м ­
м и р о в а н и я  [3 ,  5 ] ,  е г о  м о д и ф и к а ц и я  —  п о с л е д о в а т е л ь н ы й  а н а л и з  в а р и ­
а н т о в  и  р я д  д р у г и х  [ 6 ] .

С у щ е с т в е н н о е  р а з л и ч и е  и д е й ,  н а  к о т о р ы х  о с н о в а н ы  э т и  м е т о д ы ,  
н а л и ч и е  о п р е д е л е н н ы х  д о с т о и н с т в  и  н е д о с т а т к о в  у  к а ж д о г о  и з  н и х ,  
н е о д н о з н а ч н о с т ь  в п о с т р о е н и и  а л г о р и т м о в  и  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  с х е м  п р и  
р е а л и з а ц и и  м е т о д о в  д л я  р е ш е н и я  к о н к р е т н ы х  з а д а ч ,  с у щ е с т в е н н а я  
з а в и с и м о с т ь  э ф ф е к т и в н о с т и  а л г о р и т м о в  о т  т о г о ,  н а с к о л ь к о  п о л н о  у ч т е ­
н а  с п е ц и ф и к а  р е ш а е м о й  з а д а ч и ,  —  в с е  э т о  д е л а е т ,  в ч а с т н о с т и ,  а к т у ­
а л ь н ы м и  п о п ы т к и  с о в м е с т н о г о  и с п о л ь з о в а н и я  э л е м е н т о в  р а з л и ч н ы х  с х е м  
в р а м к а х  о д н о г о  а л г о р и т м а .

В  д а н н о й  р а б о т е  п р е д л а г а е т с я  о д и н  и з  в а р и а н т о в  и с п о л ь з о в а н и я  
и д е й  м е т о д а  в е т в е й  и г р а н и ц  п р и  р е ш е н и и  о д н о г о  к л а с с а  у с л о в н ы х  
к о н е ч н о м е р н ы х  э к с т р е м а л ь н ы х  з а д а ч  с  д и с к р е т н ы м и  о б л а с т я м и  о п р е ­
д е л е н и я  ф у н к ц и й  м е т о д о м  д и н а м и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я .

П р и м е р о м  р а с с м а т р и в а е м о г о  к л а с с а  з а д а ч  я в л я е т с я  з а д а ч а  о п р е ­
д е л е н и я  э к с т р е м у м а  н е л и н е й н о й  с е п а р а б е л ь н о й  ф у н к ц и и

N

/ ( L )  =  2 / у  ( U ) (1 )
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п р и  о г р а н и ч е н и я х  ? .-;*** ** - .♦  -t* »»;
Xj¢ 2 ; ,  / =  I,  N ,« —  —  (2>

г д е  2 y- —  д и с к р е т н ы е  к о н е ч н ы е  м н о ж е с т в а .
Д р у г и м  п р и м е р о м  я в л я ю т с я  к о н е ч н о м е р н о - а п п р о к с и м и р о в а н н ы е  

з а д а ч и  о п р е д е л е н и я  о п т и м а л ь н ы х  т р а е к т о р и й  с л е д у ю щ е г о  в и д а :  
н а й т и  э к с т р е м у м N

/ ( * )  =  jfZ+1) (3 )
7 = 1

п р и  о г р а н и ч е н и я х  в и д а  ( 2 ).
З а д а ч и  с ц е л е в ы м и  ф у н к ц и я м и  в и д а  ( 3 )  д о п у с к а ю т  п р о с т у ю  г е о ­

м е т р и ч е с к у ю  и н т е р п р е т а ц и ю .  В в о д и т с я  в р а с с м о т р е н и е  N г и п е р п л о с к о ­
с т е й  и к а ж д о м у  д о п у с т и м о м у  з н а ч е н и ю  Xf F - у с о п о с т а в л я е т с я  в з а и м ­
н о - о д н о з н а ч н о  т о ч к а  в Q у -й  г и п е р п л о с к о с т и .

H e  т е р я я  о б щ н о с т и ,  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  о д н о м е р н ы е  г и п е р п л о с к о ­
с т и —  п р я м ы е .  С о е д и н и м  п о п а р н о  р е б р а м и  т о ч к и  г и п е р п л о с к о с т е й ,  
и м е ю щ и х  с о с е д н и е  и н д е к с ы .  В  к а ч е с т в е  д л и н ы  р е б р а ,  с о е д и н я ю щ е г о  
о ч к и  X J j и Jty+i6 ö y + i ,  п р и м е м  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  f )  (xJf xj+1) .

С о в о к у п н о с т и  т о ч е к  XfF&j, j =  I , N f в ы б р а н н ы х  п о  о д н о й  д л я  к а ж ­
д о й  г и п е р п л о с к о с т и ,  м о ж е т  б ы т ь  с о п о с т а в л е н  п у т ь  о т  п е р в о й  д о  N-Pi 
г и п е р п л о с к о с т и ,  к о т о р о м у  м о ж е т  б ы т ь  п о с т а в л е н о  в с о о т в е т с т в и е  з н а ­
ч е н и е  ф у н к ц и и  ( 3 )

N

/ ( * * )  =  » .  х%і).  (4 )
J= 1

Т о г д а  з а д а ч а  о п р е д е л е н и я  э к с т р е м у м а  ф у н к ц и и  ( 3 )  м о ж е т  б ы т ь  и н т е р ­
п р е т и р о в а н а  к а к  з а д а ч а  о п р е д е л е н и я  э к с т р е м а л ь н о г о  п у т и  в с ф о р м и ­
р о в а н н о м  г р а ф е .

З а м е т и м ,  ч т о  з а д а ч а  (1 )  —  ( 2 )  м о ж е т  р а с с м а т р и в а т ь с я  ікак ч а с т ­
н ы й  с л у ч а й  з а д а ч и  ( 2 )  —  ( 3 ) .  П о э т о м у  в д а л ь н е й ш е м  о п и с а н и е  д о с т а ­
т о ч н о  в е с т и  д л я  з а д а ч и  в и д а  ( 2 )  —  ( 3 ) ,  с ч и т а я  д л я  о п р е д е л е н н о с т и ,  
ч т о  и щ е т с я  м и н и м у м  ( 3 ) .

П р е ж д е  ч е м  п е р е й т и  к о п и с а н и ю  п р е д л а г а е м о й  м о д и ф и к а ц и и  с х е м ы  
д и н а м и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я ,  р а с с м о т р и м  в к р а т ц е  с т а н д а р т н у ю  
с х е м у  р е ш е н и я  з а д а ч и  ( 2 )  —  ( 3 )  п о  м е т о д у  д и н а м и ч е с к о г о  п р о г р а м м и ­
р о в а н и я .

Р е ш е н и е  з а д а ч и  ( 2 ) —  (3 )  м е т о д о м  д и н а м и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о ­
в а н и я  о с у щ е с т в л я е т с я  п у т е м  п о с л е д о в а т е л ь н о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  
В е л л м а н а  с л е д у ю щ е г о  в и д а :

I(Xj+i) =  m i n { /  (Xj) + fj(i tj, JTy41) ) ,  j =  2 ,  TV— I,  (5 )
XjiSj

I ( x2) =  m in  f  X,).  ( 6 )
X16 --1

Ф у н к ц и и  В е л л м а н а  I (Xj ) в т е р м и н а х  р а с с м о т р е н н о й  г е о м е т р и ч е с к о й  
и н т е р п р е т а ц и и  с о о т в е т с т в у ю т  д л и н е  к р а т ч а й ш е г о  п у т и  о т  п е р в о й  г и п е р ­
п л о с к о с т и  д о  в е р ш и н ы  Xj  у-й г и п е р п л о с к о с т и .

Т о г д а  о п т и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  (3 )  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н о
к а к

m i n  f ( x )  =  m in  I (xN). (7)
-d XN&N
X

Р е ш е н и е  з а д а ч и  с  и с п о л ь з о в а н и е м  у р а в н е н и й  ( 5 ) — (6 ) о с у щ е с т в л я ­
е т с я  п у т е м  п о с л е д о в а т е л ь н о г о  в ы ч и с л е н и я  ф у н к ц и й  / ( j c y M ) д л я  в с е х  
дгу + і б 2 у+1 п о  и з з е с т н ы м  з н а ч е н и я м  / ( * у) д л я  XjQQj.
18



П р е д л а г а е м а я  м о д и ф и к а ц и я  р а с с м о т р е н н о й  с т а н д а р т н о й  с х е м ы  
п о з в о л я е т  и с к л ю ч а т ь  и з  р а с с м о т р е н и я  н е п е р с п е к т и в н ы е  з н а ч е н и я  п е ­
р е м е н н ы х  X j , с у ж а я  т е м  с а м ы м  о б л а с т и  Qj, ч т о  с п о с о б с т в у е т  с о к р а ­
щ е н и ю  н е о б х о д и м о г о  ч и с л а  в ы ч и с л е н и й  п р и  о п р е д е л е н и и  /  ( X j + \ )  п о  (5 ) .  
П р и  э т о м ,  у ч и т ы в а я  ч т о  /  ( * / + і )  в ы ч и с л я е т с я  д л я  в с е х  Xj+ ь  п о л у ч а е м ,  
ч т о  и с к л ю ч е н и е  о д н о г о  з н а ч е н и я  X j у м е н ь ш а е т  ч и с л о  в ы ч и с л е н и й  н а  
I Qj+i I, г д е  I + 4 1 1 —  м о щ н о с т ь  м н о ж е с т в а  2 у + ь

Р а с с м о т р и м  п о д р о б н е е  п р е д л а г а е м у ю  п р о ц е д у р у  с у ж е н и я  о б л а с ­
т е й  Qj. П у с г ь  и з в е с т н о  о д н о  и з  з н а ч е н и й  I (Xn)1 и н ы м и  с л о в а м и ,  з н а ­
ч е н и е  ф у н к ц и и  ( 3 )  н а  о д н о м  и з  п у т е й  м е ж д у  п е р в о й  и УѴ-й г и п е р п л о с ­
к о с т я м и .  Т о г д а ,  е с л и  д л я  п р о и з в о л ь н о г о  з н а ч е н и я  I(Xj ) в ы п о л н я е т с я  
с о о т н о ш е н и е

l ( X j ) ^ l ( x N) t (8)

т о  с о о т в е т с т в у ю щ е е  з н а ч е н и е  Xj м о ж е т  б ы т ь  и с к л ю ч е н о  и з  м н о ж е с т в а  Qj 
к а к  н е п е р с п е к т и в н о е .  В о б о с н о в а н и е  э т о г о  з а м е т и м ,  ч т о  п р и  л ю б о м  
п р о д о л ж е н и и  п у т и  и з  д а н н о й  в е р ш и н ы  / - й г и п е р п л о с к о с т и  д о  N - й г и ­
п е р п л о с к о с т и  з н а ч е н и е  ц е л е в о й  ф у н к ц и и  м о ж е т  т о л ь к о  в о з р а с т и  п о  
с р а в н е н и ю  с  / ( * ; ) ,  т .  е .  л ю б о й  п у т ь ,  с о д е р ж а щ и й  д а н н у ю  в е р ш и н у  Xj 
д а с т  з н а ч е н и е  ц е л е в о й  ф у н к ц и и  ( 3 )  н е  м е н ь ш е ,  ч е м  н а  и з в е с т н о м  у ж е  
н а м  п у т и .

И с п о л ь з у я  т е р м и н о л о г и ю  м е т о д а  в е т в е й  и г р а н и ц ,  м о ж н о  р а с с м а т ­
р и в а т ь  I (Xn) к а к  р е к о р д ,  т .  е .  з н а ч е н и е  ц е л е в о й  ф у н к ц и и  н а  л у ч ш е м  
и з  п р о с м о т р е н н ы х  р е ш е н и й , ' а  в е л и ч и н ы  /  ( * у )  д л я  в с е х  XjdQj Hj  =  I , N  — 1 
к а к  о ц е н к и ,  т .  е .  н и ж н и е  г р а н и ц ы  ц е л е в о й  ф у н к ц и и  на  м н о ж е с т в е  р е ­
ш е н и й .  И  т о г д а  с о о т н о ш е н и е  ( 8 ) а н а л о г и ч н о  п р и н я т о м у  п р а в и л у  в м е ­
т о д е  в е т в е й  и г р а н и ц  и с к л ю ч е н и я  и з  р а с с м о т р е н и я  т е х  в е р ш и н  д е р е в а ,  
к о т о р ы е  и м е ю т  о ц е н к у  х у д ш у ю ,  ч е м  р е к о р д .

И з в е с т н о ,  ч т о  с х е м а  м е т о д а  в е т в е й  и г р а н и ц  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  
р е ш е н и е  с  л ю б о й  а п р и о р н о  з а д а н н о й  б л и з о с т ь ю  к о п т и м а л ь н о м у .  А н а ­
л о г и ч н о ,  и с п о л ь з у я  д л я  о ц е н к и  п е р с п е к т и в н о с т и  в м е с т о  с о о т н о ш е н и я  ( 8 ) 
с о о т н о ш е н и е  в и д а

H x a - H x j i  . 1 0 0 ^  ( 9 )

I (Xn)
г д е  х —  а п р и о р н о  з а д а н н а я  т о ч н о с т ь  р е ш е н и я  в п р о ц е н т а х ,  м о ж н о  и с ­
к л ю ч а т ь  и з  р а с с м о т р е н и я  т е  Xj , к о т о р ы е  „ о б е щ а ю т “ н е з н а ч и т е л ь н о е ,  
с  т о ч к и  з р е н и я  х, у л у ч ш е н и е  з н а ч е н и я  ( 3 ) .

Т а к и м  о б р а з о м ,  в п р е д л а г а е м о й  с х е м е  к а ж д о е  в н о в ь  в ы ч и с л е н н о е  
п о  ( 5 )  з н а ч е н и е  I(Xj ) с р а в н и в а е т с я  с  l ( x N) п о  ( 8 ) ( и л и  с  и с п о л ь з о ­
в а н и е м  ( 9 ) )  и в с л у ч а е ,  е с л и  с о о т в е т с т в у ю щ е е  з н а ч е н и е  Xj п р и з н а й о  
н е п е р с п е к т и в н ы м ,  т о  о н о  и с к л ю ч а е т с я  и з  Qj.

О п и с а н и е  р а с с м а т р и в а е м о й  м о д и ф и к а ц и и  с х е м ы  д и н а м и ч е с к о г о  
п р о г р а м м и р о в а н и я  м о ж н о  с ч и т а т ь  о к о н ч е н н ы м ,  е с л и  д о п о л н и т е л ь н о  
о г о в о р и т ь  с п о с о б  п о л у ч е н и я  и  .к о р р е к т и р о в к и  1(x n ).

П р е ж д е  в с е г о  з а м е т и м ,  ч т о  п р и  р е ш е н и и  м н о г и х ,  п р а к т и ч е с к и х  з а ­
д а ч  в к а ч е с т в е  I (Xn ) м о ж е т  б ы т ь  в з я т о  з н а ч е н и е  ( 3 )  н а  л у ч ш е м  и з  
и з в е с т н ы х  р е ш е н и й ,  п о л у ч е н н ы х  и з  ф и з и ч е с к и х  и л и  и н ы х  с о о б р а ж е н и й .

Д р у г и м  с п о с о б о м  п о л у ч е н и я  I (x n ) я в л я е т с я  и с п о л ь з о в а н и е  в с п о ­
м о г а т е л ь н ы х ,  с р а в н и т е л ь н о  п р о с т ы х  э в р и с т и ч е с к и х  а л г о р и т м о в ,  п о з в о ­
л я ю щ и х  п о л у ч и т ь  л о к а л ь н о  о п т и м а л ь н ы е  р е ш е н и я .  Н а п р и м е р ,  е с л и  
р е ч ь  и д е т  о  к л а с с и ч е с к о й  з а д а ч е  о п р е д е л е н и я  к р а т ч а й ш е г о  м а р ш р у т а  
в с е т и ,  т о  в к а ч е с т в е  п е р в о г о  п р и б л и ж е н и я  д л я  I (xn )  м о ж е т  б ы т ь  
в з я т а  д л и н а  м а р ш р у т а ,  п о с т р о е н н о г о  с и с п о л ь з о в а н и е м  с л е д у ю щ е г о  
п р а в и л а .  И з  м н о ж е с т в а  д у г ,  п о з в о л я ю щ и х  п е р е й т и  и з  з а д а н н о й  в е р ш и ­
ны  с л о я  /  в с л о й  /  + I ,  к а ж д ы й  р а з  в ы б и р а е т с я  д у г а  с н а и м е н ь ш е й  
д л и н о й .
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П р о ц е д у р а  о п р е д е л е н и я  / ( * л О ,  к о т о р у ю  м о ж н о  у с л о в н о  н а з в а т ь  
п р о ц е д у р о й  з о н д и р о в а н и я ,  н е  о б я з а т е л ь н о  д о л ж н а  п р е д ш е с т в о в а т ь  п р о ­
ц е с с у  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  ( 5 )  —  ( 6 ) .  З о н д и р о в а н и е  м о ж е т  п р о в о д и т ь с я ,  
н а ч и н а я  с л ю б о г о  э т а п а  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  ( 5 )  —  ( 6 ) ,  и н ы м и  с л о в а ­
м и ,  п о и с к  л о к а л ь н о  о п т и м а л ь н ы х  п у т е й  д о  jV-й г и п е р п л о с к о с т и  м о ж е т  
б ы т ь  н а ч а т  в п р и н ц и п е  с  л ю б о й  в е р ш и н ы  л ю б о й  г и п е р п л о с к о с т и .  Е с т е ­
с т в е н н о ,  ч т о  п р и  н е о д н о к р а т н о м  з о н д и р о в а н и и  в ( 8 )  и с п о л ь з у е т с я  
м е н ь ш е е  и з  п о л у ч е н н ы х  з н а ч е н и й  I (хм).

Э ф ф е к т и в н о с т ь  п р е д л а г а е м о й  с х е м ы  р е ш е н и я  о п р е д е л я е т с я  т е м ,  
с к о л ь  з н а ч и т е л ь н о  у д а е т с я  с у з и т ь  о б л а с т и  Qj . П о с л е д н е е ,  в с в о ю  о ч е ­
р е д ь ,  з а в и с и т  о т  т о г о ,  н а с к о л ь к о  с у щ е с т в е н  р а з б р о с  в з н а ч е н и я х  / у  (Xjl 
XjFi) ПРИ ф и к с и р о в а н н о м  /  и р а з л и ч н ы х  XfiQj , xj+iÇQj+i. В  т е р м и н а х  
г е о м е т р и ч е с к о й  и н т е р п р е т а ц и и  э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  ч е м  б о л ь ш е  р а з л и ч и е  
в д л и н е  д у г  м е ж д у  п а р а м и  г и п е р п л о с к о с т е й ,  т е м  б о л е е  в е р о я т н о  п о ­
я в л е н и е  ч а с т и ч н ы х  п у т е й  ( п у т е й  о т  1 -й  д о  / - й г и п е р п л о с к о с т и ,  г д е  
j < N ), и м е ю щ и х  д л и н у  н е  м е н ь ш у ю ,  ч е м  д л и н а  и з в е с т н о г о  п у т и  о т  
1-й д о  ЛЛ-й г и п е р п л о с к о с т и .

П р и в е д е н н ы е  с о о б р а ж е н и я  п о з в о л я ю т  о п р е д е л я т ь ,  н а с к о л ь к о  ц е л е ­
с о о б р а з н о  и с п о л ь з о в а т ь  п р е д л а г а е м у ю  п р о ц е д у р у  с у ж е н и я  о б л а с т е й  
Qj п р и  р е ш е н и и  к о н к р е т н ы х  з а д а ч  и, в т о м  ч и с л е ,  с к а к о г о  э т а п а  /  
с л е д у е т  о ж и д а т ь  в ы п о л н е н и я  'С о о т н о ш е н и я  ( 8 )  д л я  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о ­
го  ч и с л а  з н а ч е н и й  Xj . И н ы м и  с л о в а м и ,  п р и  р е ш е н и и  к о н к р е т н ы х  з а д а ч  
в с е г д а  с л е д у е т  с о и з м е р я т ь  э ф ф е к т  о т  с у ж е н и я  о б л а с т е й  Qj с  з а т р а ­
т а м и  н а  з о н д и р о в а н и е .

О п и с а н н ы й  с п о с о б  и с п о л ь з о в а н и я  э л е м е н т о в  м е т о д а  в е т в е й  и  г р а ­
н и ц  в с т а н д а р т н о й  с х е м е  д и н а м и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  п р и м е н е н  
п р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  [ 7 ] .
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