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В. И. АКУЛОВ

(Представлено научным семинаром кафедр маркшейдерского дела и геодезии).

Развитие рудничной триангуляционной сети, а также ее рекон
струкция в связи с подработкой отдельных пунктов, как правило, 
производится путем вставки одного или нескольких пунктов в твер
дую сеть.

Уравнивание вставок новых точек в твердую рудничную триангу
ляционную сеть, учитывая оценку точности координат новых пунктов, 
обычно выполняется по методу посредственных наблюдений.

Уравнивание вставок точек по методу посредственных наблюдений 
состоит из следующих основных этапов вычислений:

1) вычисление для вставляемых пунктов приближенных значений 
координат;

2) составление уравнений погрешностей и нормальных уравнений;
3) решение нормальных уравнений;
4) вычисление уравненных координат определяемых пунктов.
Ответственным этапом уравнительной обработки является состав

ление уравнений погрешностей.
Вид уравнений погрешностей определяется схемой угловых изме

рений на пунктах триангуляции (твердых и вставляемых).
Так при вставке одного пункта уравнения погрешностей имеют вид:
а) при измерении углов

S1- =  J i +  1 —  О /) +  J i + 1 —  b i) fN  +  F ,  ( I )

б) при измерении направлений

Ч =  — Z z ±  а / х  +  bf>y +  Vif (2)

где г — поправка к измеренному углу (направлению); 
ох, оу — поправки к приближенным координатам;

8z  — ориентирная поправка; 
a, b — коэффициенты при неизвестных поправках Zx и оѵ;

v  — свободный член уравнения;
/ + I ,  і -  номер последующего и предыдущего направлений, заключаю

щих угол с номером і.
В геодезической и маркшейдерской практике в настоящее время

на пунктах рудничной триангуляции (твердых и вставляемых) изме
ряются направления. Поэтому вставки точек в рудничную триангуля-
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ционную сеть уравниваются по направлениям, используя уравнение 
погрешностей (2).

Количество неизвестных (ориентирных поправок 8z и поправок ох 
и оу к приближенным координатам вставляемых пунктов) при уравни
вании по направлениям определяется по формуле

N  =  Ti -F 2 », (3)
где п — количество пунктов (твердых и вставляемых), на которых из

мерялись направления;
» — число вставляемых пунктов.
Если исходить из уравнений погрешностей (2), то для определения 

всех N  неизвестных необходимо составить N  нормальных уравнений, 
вытекающих из решения системы уравнений погрешностей (2) под усло
вием [ /V ] =  min, где P  вес измеренного направления.

Для уменьшения количества нормальных уравнений система урав
нений погрешностей (2) обычно преобразуется по правилам Шрейбера. 
В результате преобразования уравнений погрешностей количество нор
мальных уравнений сокращается с (» +  2») до 2».

Преобразование уравнений погрешностей (2) по правилам Ш рей
бера требует аккуратности и большой внимательности.

Ошибка, допущенная при преобразовании уравнений погрешностей, 
не вскрывается известными в литературе контролями уравнительной 
обработки.

Известный в литературе текущий контроль уравнительной обра
ботки по методу посредственных измерений

[Pss] — [Рѵѵ] =  [P a v ] ох +  [Pbv ] оу, (4)1)

по мнению проф. В. А. Романова, „В задаче на вставку т о ч к и . . .
. . .н е  имеет места, так как уравнения ошибок (погрешностей — автор) 
подвергаются преобразованию“2).

Наши исследования показали, что контроль (4) имеет место при 
преобразовании уравнений погрешностей (2) по правилам Шрейбера 
и является надежным контролем правильности их преобразования.

Докажем справедливость наших положений на вставке пункта 3 
(рис. 1).

На схеме (рис. 1) пункты 1, 2, 4, 5 и 6 твердые, пункт 3 — встав
ляемый.

Положим, что на твердых пунктах (1, 2) и вставляемом — (3) не
равноточно измерены направления с весами соответственно P u P2l Ps-

Уравнения погрешностей для отдельных пунктов имеют вид:
а) для пункта 1

51 =  — Sz1 - f  ѵ и (5)

52 =  — 8+ -F fO2l
53 =  — оZ1 +  а3ох +  b3oy - f  ѵ3;

б) для пункта 2

54 =  —  OZ2 +  Vu
(6)

55 =  — Sz2 +  а5ох +  ЬьЪу. +  ѵь;

D Контроль написан для вставки одного пункта.
2) В. А. Романов. Теория ошибок и способ наименьших квадратов. Углетехиздат, 

стр. 231, 1952.



в) для пункта 3
56 =  — 8¾ +  а8ох +  b6by +  Vq9
57 =  — S^3 -f- afix  +  bfiy +  ѵІ9 (7) 

£8 — —  S^3 -f- a f> x  -{- Ь8Ьу +  V 89

где Ozl9 OZ29 оZ3 — ориентирные поправки для пунктов 1, 2 и 3 соот
ветственно.

5

Л  
/  \

/  \

2

Хз  . ___  — -& 6

Рис. 1. Схема вставки пункта в триангуляционную сеть.

Составляем, исходя из систем уравнений погрешностей 5, 6 и 7, 
нормальные уравнения для каждого пункта, получим

а) для пункта 1
P 1̂ 1OZ1 - R 1 IaJ1S x — P1 IftJ1Sy — P1 ItiJ1 =  О,

f R g g ]  1 о х  +  |  Pabt Sy +  [Payt =  0 ,  (8 )

[PftftI1Sy+  [PfttiJ1 =  0;
б) для пункта 2

P 2A2Sz2 — P 2 [а] 2 Sx — P 2 [ft]23y — P 2 [ti]2 =  О,

[PggJ2Sx +  [PaftJ2Sy +  [PgtiJ2 =  0, (9)

[PftftJ2Sy +  [PfttiJ2 =  0;
в) для пункта 3

P 3A3Sz8 — P 3 [g]3Sx — P 3 [ft]з Sy — P 3 [гі]3 =  0,

[Pgg]3S x -|- [PgftJ3Sy +  [PatiJ3 =  0, (10)

[PftftJ3Sy +  [PfttiJ3 =  О,

где Ab «2, A3 — количество измеренных направлений на пунктах 1, 2 и 3. 
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Суммируя коэффициенты уравнений (8, 9 и 10) при одноименных 
неизвестных поправках, получим общую систему нормальных уравне
ний вида г

P lIiiOZl -O-OZ2-O-OZ3 - P i [a]t Sx — P 1 [LJ1 Sy P 1 [n]t =  0,

O-OZ1 +  P 2It2OZ2 — о ■ oz3 — P 2 [а], oxP2 [ZiJ2S y - P 2 [п]2 =  0,

о ■ OZ1 +  о • 8¾ +  P 3tifi>z3 — P 3 [а]з Sx -  P 3 [L]3 Sy -  [г;]3 =  0, (11)
-  P 1 [а]] OZ1 P 2 [а]2 oz2 R3 [а]3 ^z3 +  [RaaJ Sj. -(- [RûL] Sy -(- [/-ton] =  О,

Ri 1 4 1 ', z \ — Y  [4  г bz2 — R3 [P] з Ssr3 -j- \Pab\ ox +  \Pbb\ Sy +  [ =  O,
где

[. Paa] =  [R aa j1 +  [R aaj2 +  [R aaj3,

[Pbb] =  IPbbj2 +  [Pbb\2 +  [RLLj3, (12)

[ , Pav] =  [R an j1 +  [R an j2 +  [R an j3,

[Pbv\ =  [PbvJ1 +  []3 +  [RLnJ3. 

Из первых трех нормальных уравнений системы (11), имеем

(13)

(14)

(15)

Sz1 =_[а]г Sx + [ 4 і ,j—L- оу + [ 4 і
H Hi H1

Sz2 = [а] 2OX + + у + [ 4 ,
H o H2 H2

Sz3 =_ И з S x + [ 4 з йJ-= S y 1п- [ 4 з
H 3 H3 H3

Подставляя ориентирные поправки Sz1, Sz2 и Sz3 из (13, 14 и 15) 
в два последних нормальных уравнения системы (11), получим

[РАА\S x +  [РАВ\Sy +  =  О, 

[PABJ Sx +  [PBB] Sy +  [РВѵ] О,
(16)

где

(17)

[РВВ[ =  [Pbb] '-LIEil — i m i  _  UUZiü t ( I8)
H1 H2 H3

\РАВ\ =  [Pab]-  PMlhhP. l° l .  W .  _  « W ;  (19)
Yl1 Il2 Yl8

\PA V\  =  [Pav] Ü M l M _  P d S k M . ,  ( а д

[ / W ]  =  [Pbv] — Y. - . 2 (21)
It1 Yl2 Yl3

Нормальные уравнения (16) называются редуцированными.
При составлении нормальных уравнений, исходя из преобразован

ной системы уравнений погрешностей по правилам Шрейбера, также 
получим систему редуцированных нормальных уравнений (16).
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Действительно, преобразовывая системы уравнений погрешностей 
(5, 6, ?) по первому правилу Шрейбера, получим

а) для пункта 1

в3 =  афх +  bßy  -R V3с весом P 1,

Ziil= P 1 [ a ) f x +  Pi I b d o y +  P1 (V)iс в е со м  ~
HlPi

б) для пункта 2

S5 =  a-ßx -f  ЬйЬу +  V3с весом P 2,

1

(5а)'

(6а)

82* =  Р 2 G b  +  PoGb  ?jy  +  Р -2 G b  с весом —
Ф ■' 'F  '   ■ ПоРо

в) для пункта 3
F

s6 =  a GSx F  b 6Sy +  ѵес весом P 3, •
F

57 =  а 7од: -F 67оу +  ^ 7 с весом P 3,
F

58 =  +  b 8 o y  -f  ѵ8 с весом P 3,
1

£3ф =  [a]s ox +  P 3 [&]38у +  P3 [v]s с в есо м  —
«аРо

(7а)

Из преобразованных систем уравнений погрешностей (5а, 6а и 7а) 
непосредственно получим редуцированную систему нормальных урав
нений (16).

Вероятнейшие поправки ох и оу к приближенным значениям коор
динат вставляемого пункта определяются из системы редуцированных 
нормальных уравнений (16).

Напишем для общей системы нормальных уравнений (11) конт
роль (4), получим

[Pss] — [Рѵѵ] =  — P 1 [ V ] t bzt — P 2 MPjZ2 — P 3 [т/]3ог3 -+ IPav] ox +

-f- [Pbv] Sy, (22)
где [Pss] — сумма произведений квадратов вероятнейших поправок 

на соответствующие веса для всех измеренных направле
ний в сети;

[Рѵѵ] — сумма произведений квадратов свободных членов непре- 
образованной системы уравнений погрешностей на соответ
ствующие веса для всех измеренных направлений в сети; 

[ 't+ — сумма свободных членов системы уравнений погрешно
стей (5) для пункта 1;

[ г +  — сумма свободных членов системы уравнений погрешно
стей (6) для пункта 2;

[v]s сумма свободных членов системы уравнений погрешно
стей (7) для пункта 3.

При
Itfl1 =  M 2 = Ms =  O (23)

контроль (22) будет иметь вид

[Pss] — [Рѵѵ] =  [Pav] ox +  [Pbv] (24)

Для случая, когда сумма свободных членов систем уравнений по
грешностей для каждого пункта равна нулю, т. е. когда имеет место
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равенство (23), свободные члены редуцированной системы нормальных 
уравнений (16), исходя из (20, 21), будут равны

[PA V] =  [P a v ],
[рВѴ] =  [РЬѵ].  (25)

Поэтому
[Pse] -  [Рѵѵ] =  [PA V] Zx +  [PB V] Zy. (26)

При равноточных наблюдениях контроль (26) имеет вид
[ es ] [ ѵѵ ] =  [AV]Zx +  [BV]Zy,  (26а)

где [АѴ] и [B V ] — свободные члены редуцированной системы нормаль
ных уравнений.

Таким образом, контроль (4) имеет место при преобразовании 
уравнений погрешностей по правилу Шрейбера для случая, когда на 
каждом пункте сумма свободных членов систем уравнений погрешно
стей равна нулю.
'Ф Сумма свободных членов системы уравнений погрешностей для 
пункта равна нулю, когда за приближенное значение дирекционного 
угла начального направления принимается его среднее арифметическое 
значение.

Действительно, например, для пункта 3 (рис. 1), имеем

(Zj)3 =  К ) - г 6,
(^2)3 =  (aî) г і » (27)

(^з)з “  (ав) Г8>
где (OLq), Y ) ,  (а8) — приближенные точно вычисленные дирекционные

углы направлений 3 —1, 3—2 и 3—6;
Пь г8 — измеренные направления;

(Z1)3, (Z2)3, (Z3)3 приближенные значения дирекционного угла на
чального направления для пункта 3.

Принимая за приближенное значение дирекционного угла началь
ного направления для пункта 3 среднее арифметическое, получим

( Z ) 3 =  foV+.f*»)» +  . (28)
3

Свободные члены уравнений погрешностей для пункта 3 равны

F  =  Je) — о,

F  =  J i )  -  (29)

« 8 =  J») F,
где J 6), J 1), Jg) — вычисленные значения направлений.

Так как
J a) =  J 6)-  (Z)3, 

J l )  = (а7) (z)3, (30)

(Z8) =  (« s) —  (Z )3,

F  =  K ) - F - ( Z ) 3, .
F  =  J i)  -  r i — (Z)3, (29a)

F  =  K ) rs (z)3.
23
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%  =  + 1)3 ~ (z)3,
V i  =  ( Z 2 ) 3 - ( Z ) 3 ,  ( 2 9 6 )

Ѵ 8  =  ( Z 3) 3 + ) 3 .

Отсюда
%  +  +  %  =  ( Z 1) 3 +  + 2)3  +  ( Z 3) 3 — 3 (г) 3.

Учитывая (28), имеем

^6 +  ^7 +  ^ 8 = 0 .  (31)

Методика вычисления свободных членов уравнений погрешностей
по формулам (296) рекомендуется проф. В. А. Романовым, поэтому
его заключение о неприемлемости контроля (26) при преобразовании 
уравнений погрешностей по правилам Шрейбера, не соответствует 
действительности.

При преобразовании уравнений погрешностей по правилам Ш рей
бера, когда свободные члены ѵ вычисляются по формулам (296), кон
троль (26) является обязательным.

Контроль (26) контролирует:
а) правильность преобразования системы уравнений погрешностей 

по правилам Шрейбера;
б) правильность составления коэффициентов редуцированной си

стемы нормальных уравнений;
в) правильность решения редуцированной системы нормальных 

уравнений;
г) правильность вычисления вероятнейших поправок к измеренным 

направлениям;
д) правильность вычисления сумм [Pss] и [Рѵѵ].
Контроль (26) не контролирует:
а) правильность вычисления коэффициентов а и b при неизвестных 

(ох, Sy);
б) правильность определения свободных членов уравнений по

грешностей.
Перед контролем (26) необходимо выполнить контроль правиль

ности решения редуцированной системы нормальных уравнений (16) 
по формуле

[PAV] ох +  [PB V] о у =  _  [Rfi I/-11
[ [ Rfifi - 1]

При вставке двух пунктов в твердую триангуляционную сеть 
редуцированная система нормальных уравнений (16) имеет вид

[РАЛ]ox, +  [RzlfiJoy1 +  [РАС] ох2 +  [PAD]oy2 +  =  О,

[RfifilSy1 +  [РВС] ох2 +  [PBD] Sy3 +  — 0, (33)

[РСС]Sx2 +  Sy2 +  [РСѴ] =  О,

[PDDfby1 +  [ P D V ] =  О,

где OX1, оу и ох2, Sy2— вероятнейшие поправки к приближенным зна
чениям координат вставляемых пунктов.

Контроли (32) и (26) запишутся так:

[PA П] Sx1 +  [РВѴ] Sy1 +  [PC V] Sx2 +  [PD V] Sy2 =

Учитывая (27), получим
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[PAV]2 [PB V A ] 2 [PCVt 2]2 [PD V -3]2 /0/ІѴ
( 6 4 )

[P AA] [PBB-1] [PCC-2] [P D D t 3]
и

[Яве] — [Pvv]  =  [PA I/] Ox1 ±  [+BI/] Sy1 +  [pCV] Sx2 -f- [PD V] oy2. (35)
Заключительный контроль уравнительной обработки производится 

по формулам
Г° =  Г +  г; (36)

r° =  a — Z, (37)

где г, г — измеренное и уравненное значения направления;
а — уравненный дирекционный угол направления, вычисленный 

по уравненным координатам вставляемых пунктов; 
z  — уравненный дирекционный угол начального направления 

для пункта.
Значение z  для пункта определяется по формуле

z =  ( z ) + o z ,  ' (38)

где (z) — приближенный дирекционный угол начального направления;
Sz — вероятнейшая поправка к дирекционному углу начального 

направления.
Равенство уравненных значений измеренных направлений, вычи

сленных по формулам (36) и (37), есть заключительный контроль пра
вильности уравнительной обработки.

Необходимо отметить, что заключительный контроль при правиль
но вычисленных коэффициентах а и b и свободных членах уравнений 
погрешностей сойдется при произвольных значениях поправок Sx и Sy.

Поэтому контроль (26), контролирующий уравнительную обработ
ку, должен предшествовать заключительному контролю.

В заключение для подтверждения всех наших выводов, проверим 
контроль (26) на двух примерах, рассмотренных проф. В. А. Романо
вым в учебном пособии „Теория ошибок и способ наименьших квад
ратов“. Углетехиздат, стр. 231 и 251, 1952.

П р и м е р  1. Вставка одной точки (стр. 231).
Для указанного примера имеем (стр. 239)

[PA V] ох +  [PB V] Sy =  — 1184,5, (I)

_  J f W  _  I / W J P  =  _  ,184,5, 01).
[PA А] [РВВ-  1]

[Яве] =  118,0,

[Pvv] =  1302,7 (вычислено автором, исходя из вертикального столб
ца 7, табл. 49).

Подставляя суммы [Яег] и [Рѵѵ] в правую часть контроля (26), 
получим

[Яге] -  [Рѵѵ] =  118,0 -  1302,7 =  — 1184,7. (III)

Сравнивая равенства (I) и (III), отмечаем, что контроль (26) удов
летворился в пределах точности вычислений.

П р и м е р  2. Вставка двух точек (стр. 251)
Для приводимого примера имеем (стр. 268)

[PA V]OX1 +  [PB Vl оу, +  I P C V ]ох2 +  [PDV] Ьу2 =  -  455,6; (IV)
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[PAV]2 [PB 1/-1]2 IPCV-2]2 1/-3]2 ....
=  — 455,7; (V)

[РАА] [РВВ-1]  [ЯСС-2] [PDD-3]

[Pes] =  115,6;

[Янг;] = 5 7 1 ,4  (вычислено автором, исходя из вертикального столб
ца (6), табл. 63).

Правая часть контроля (35) равна

[ Я г е ] - [ Я н н ]  =  1 1 5 ,6 -5 7 1 ,4  = — 455,8. (Vl)
Сравнивая правую и левую части контроля (35), отмечаем хоро

шую их сходимость.
П р и м е р  3. Вставка одной точки (стр. 231).
Допустим, что во втором преобразованном уравнении погрешно

стей (таблица 53, стр. 237) неправильно подсчитали свободный член 
(вместо V =  — 8,93, нашли V  =  +  8,93).

При дальнейшем уравнивании, получим

[PA V ]Sx +  [РВѴ\Sy =  — 1008,8; (А)

_  ІРАѴР_ _  IP B V M T  „  L  1008 8 . (В)
[РАА] [РВВ-1]

[Pss] =  514,8;
[Рѵѵ] =  1207,4;

[Яве] -  [Рѵѵ] =  514,8 1207,4 =  — 692,6; (С)

Sx' =  0,067 M1 вместо ох =  — 0,011 M 1

о у' =  — 0,028 M1 вместо S x =  — 0*102 м.
Заключительный контроль при ошибочных поправках ох' 0,067 м 

и Sy' =  — 0,028 м удовлетворяется.
Поэтому, если не делать контроль (26), как это рекомендует 

проф. В. А. Романов, то уравнивание необходимо считать выполнен
ным правильно.

В действительности же в уравненной обработке имеет место гру
бая ошибка, что следует из контроля (26), правая часть которого рав
н а — 629,6, а левая — 1008,8. Грубое неудовлетворение контроля (26) 
указывает на наличие ошибки в уравнительной обработке.

Выводы

1. При уравнивании вставок точек по направлениям с преобразо
ванием уравнений погрешностей по правилам Шрейбера имеют место 
следующие текущие контроли:

а) первый

[PA V] ох +  [PB V] оу =  -  - A U  — .
[РАА[  1]

б) второй
[Язе] —  [Рѵѵ] =  [PA V] OX - F  [PB V] о у ;

в) третий (заключительный)
Г -j— S — (X —  Z .

2. Первый контроль контролирует только правильность решения 
системы нормальных уравнений.
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3. В т о р о й  к о н т р о л ь  к о н т р о л и р у е т  п р а в и л ь н о с т ь  п р е о б р а з о в а н и я  
си с т е м  у р а в н е н и й  п о г р е ш н о с т е й  по п р а в и л а м  Ш р е й б е р а ,  п р а в и л ь н о с т ь  
с о с т а в л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  н о р м а л ь н ы х  у р а в н е н и й  и и х  р е ш е н и я .

4. Т р е т и й  ( з а к л ю ч и т е л ь н ы й )  к о н т р о л ь  т о л ь к о  при  в ы п о л н е н и и  в т о 
р о г о  к о н т р о л я  к о н т р о л и р у е т  п р а в и л ь н о с т ь  у р а в н и в а н и я  в с т а в к и  п у н к т а  
п о  м е т о д у  п о с р е д с т в е н н ы х  н а б л ю д е н и й .

5. К о н т р о л ь  п е р в ы й  д о л ж е н  п р е д ш е с т в о в а т ь  в т о р о м у ,  а в т о р о й  — 
т р е т ь е м у  ( з а к л ю ч и т е л ь н о м у ) .


