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В т е о р и и  т е п л о о б м е н а  и н о г д а  п р и х о д и т с я  р е ш а т ь  у р а в н е н и е  
т е п л о п р о в о д н о с т и  уЧ  =  0  со  с м е ш а н н ы м и  к р а е в ы м и  у с л о в и я м и  1 и 3 
р о д а .  В р я д е  с л у ч а е в  п у т е м  с о о т в е т с т в у ю щ и х  а н а л и т и ч е с к и х  п р и е м о в  
у д а е т с я  з а д а ч у  со  с м е ш а н н ы м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  с в е с т и  к  б о л е е  
п р о с т о й  з а д а ч е  с о д н о р о д н ы м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  1 р о д а .  Н и ж е  
п р и в о д я т с я  н е с к о л ь к о  п о д с т а н о в о к ,  к о т о р ы е  п о з в о л я ю т  и з б е ж а т ь  з а ­
т р у д н е н и й ,  с в я з а н н ы х  с г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и ,  о т р а ж а ю щ и м и  к о н ­
в е к т и в н ы й  т е п л о о б м е н  на  п о в е р х н о с т и  т е л а .

П у с т ь  т р е б у е т с я  р е ш и т ь  у р а в н е н и е

дЧ дЧ 
дх2 ду2 '

с к р а е в ы м и  у с л о в и я м и :
а V Ôft а . I rfft 

п ри  x  =  x h aft =  — к —  или  ft H—  —  — 0, на о с т а л ь н о й  ч аст и  г р а -
дх  а  дх

н и ц ы  т е л а  з а д а н ы  п о с т о я н н ы е  т е м п е р а т у р ы  ft =  ftf.
В в о д и м  п о д с т а н о в к у

а дх d )

Т о г д а
d 2ft дЧ к д ІдЧ
дх2 дх2 а дх \ д х 2 

d 2ft дЧ к д I дЧ \ дЧ к д I дЧ
ду2 ду2 а дх \д у 2 J ду2 а дх \ д х 2

С к л а д ы в а я  эти  р а в е н с т в а ,  л о л у ч а е м

дЧ . дЧ
=  0.  (2)

дх2  ду2
К р а е в ы е  у с л о в и я  к у р а в н е н и ю  (2) б у д у т  и м е т ь  в и д
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s =  ö ( на  о с т а л ь н о й  ч аст и  г р а н и ц ы  т е л а .
П у с т ь  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (2) б у д е т  s =  ф (

Т о г д а  и с к о м о е  т е м п е р а т у р н о е  п о л е  д л я  9- н а х о д и т с я  п у т е м  и н т е г р и ­
р о в а н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я

+  +  “  *> =  * о
дх  л X '

Е с л и  ж е л а т е л ь н о  н а й т и  р е ш е н и е  9 = / ( р , с р )  у р а в н е н и я  т е п л о п р о ­
в о д н о с т и  в ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х

,  L29 , L9 , к  _
P  Ь р — ---------- =  О

Lp2 dp
с  к р а е в ы м и  у с л о в и я м и :

L9
п р и  p =  R ,  <Рі < œ <  cPk, «9 =  —  X —  ,

dp
а  на о с т а л ь н о й  ч а с т и  г р а н и ц ы  т е л а  з а д а н ы  п о с т о я н н ы е  т е м п е р а т у р ы  
9  =  9 г, то* и с п о л ь з у е т с я  п о д с т а н о в к а

e(p,cp) =  ß / 9 ( p , c p ) + p ^ M I ) (3)

Т а к  к а к

г =  О при X  =  X h

( d 29  \ I Qn to
CO h 5 U ( ' о2 д Ч  I

U 2 ) Lfp2 ‘ dp \/  Ф 2 ‘ L p j

Ф

D . L 9  d z  L29 L9
Bi —  =  p  , (4)

dp dp d2

D.d29 L2s k  9  L3 9B i  = ---------- 2 ----------p -------, (5)
dp2dp2 dp2 9p3

„ . L 29  d 4  dB i  =  p —
Lcp2 L«2 dp

т о ,  у м н о ж а я  (4) и (5) с о о т в е т с т в е н н о  на  р и р2, п о л у ч а е м

2 дЧ Ls L2S
P“ J T  +  P J - +  j j  =  0.  (6 )

OfJ2 OfJ (7 ср

4 К р а е в ы е  у с л о в и я  к  у р а в н е н и ю  (6) п р и м у т  в и д  

з =  0  п р и  р =  R 1 ср. <  ср <  срк,

И с к о м о е  " ' т е м п е р а т у р н о е  п о л е  D =  /(р,<р) н а х о д и т с я  и н т е г р и р о в а ­
н и е м  у р а в н е н и я

dD . D s
 f- Bi — =  — .
dp p p

П о д с т а н о в к и  (1) и (3) п о з в о л я ю т  р е ш а т ь  н е к о т о р ы е  с т а ц и о н а р н ы е  
з а д а ч и  т е п л о п р о в о д н о с т и  со  с м е ш а н н ы м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и
( о с о б е н н о  в т е л а х  с л о ж н о й  к о н ф и г у р а ц и и ) ,  и с п о л ь з у я  э ф ф е к т и в н ы й  
м е т о д  к о н ф о р м н ы х  о т о б р а ж е н и й .  И з в е с т н о  [1],  ч т о  с п о м о щ ь ю  к о н ­
ф о р м н ы х  о т о б р а ж е н и й  м о ж н о  р е ш а т ь  л и ш ь  к р а е в ы е  з а д а ч и  т е п л о ­
п р о в о д н о с т и  с г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  1 и 2 р о д а .

П у с т ь  т р е б у е т с я  р е ш и т ь  у р а в н е н и е  Л а п л а с а  в с ф е р и ч е с к и х  к о о р ­
д и н а т а х

2 d 2 &  < 0  д Ь  дЧ  лг2  î- 2г -  h c t g Ѳ —  +  - j -  =  О



с г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и :  п р и  г =  R y Qi <  Ѳ <  Ѳ к, а& =  — X —  ,
дг

на о с т а л ь н о й  ч аст и  п о в е р х н о с т и  т е л а  з а д а н ы  п о с т о я н н ы е  т е м п е р а ­
т у р ы  & =  0 /в

В в о д я  п о д с т а н о в к у

е ( г , Ѳ ) = & ( г , Ѳ )  + V  Г 1 ’ <7 >
f i l  f t r

п о л у ч а е м
J _  ao-

ft r  f t r  'Bi dr2 Bi dr
дЧ дЧ 2 дЧ I f t +
  = -------------------------  r   , (9)
dr2 d r 2 f i i  dr2 S i  f t r3

=  ■ (Ю) 
<?Ѳ æ  ß /  drdQ
д2Ь д2г I 5  (дЧr
<ЭѲ2 ÔQ2 Bi дг XdQ2y

дЧ ' 1 /  2 5 2& 0 <ЗЙ д» \
=   r  г - ----------- 2 г --------F c t g  Ѳ —  .

dQ2 Bi \  дг2 дг в dQ)

У м н о ж а я  у р а в н е н и я  (8), (9) и (10) с о о т в е т с т в е н н о  на  2 г, г 2, c t g Ö ,  
п о ч л е н н о  с у м м и р у я ,  б у д е м  и м е т ь

о à2s де t  ̂ ^ дг д2е
г -  b  2 г  h c t g  Ѳ  ----------=  0.  ( 11 )

дг2 dr dQ dQ2

Д л я  у р а в н е н и я  (11) к р а е в ы е  у с л о в и я  б у д у т  и м е т ь  в и д  п р и

г = R y Qt < Q < Q Ky £ =  0,

на  о с т а л ь н о й  ч а с т и  г =  &/#
П о д с т а в и в  в (7) н а й д е н н о е  е = / ( г , Ѳ ) ,  п о л у ч и м  у р а в н е н и е ,  из  

к о т о р о г о  л е г к о  н а х о д и т с я  и с к о м о е  &.
В к а ч е с т в е  п р и м е р а  р е ш и м  с л е д у ю щ у ю  з а д а ч у  [2].  Ш а р  р а д и у с а  

R  н а г р е в а е т с я  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  п о т о к о м  т е п л а  п л о т н о с т и  qy п а д а ю ­
щ и м  на е г о  п о в е р х н о с т ь ,  и о т д а е т  т е п л о  в о к р у ж а ю щ у ю  с р е д у  в с о ­
о т в е т с т в и и  с з а к о н о м  Н ь ю т о н а .  Н а й т и  т е м п е р а т у р н о е  п о л е  в шаре» 

И с к о м о е  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  д о л ж н о  у д о в л е т в о р и т ь
у р а в н е н и ю  Л а п л а с а  у 2/ ( г , Ѳ )  =  0  и г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м

dL j r U t
дг  X r=R

— co s  Ѳ , О С Ѳ ^ т с / 2

О, — < Ѳ < т с .  
2

В в о д и м  п о д с т а н о в к у  (7).  Т о г д а  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  п р и м у т  в и д
тс тс
— , s =  — co s  в ,  -
2 X 2

Р е ш е н и е  д л я  е с т р о и т с я  в в и д е  р я д а

при  г  =  R, 0 < Ѳ 2 - ,  s =  £  cos  Ѳ,  — С  Ѳ С  тс, s =  0.
2 X 2

( г , Ѳ ) =  ^ a n / j "  (cos Ѳ),

n= O
где
56



2га +  I
J  — cos  Ѳ Я /г (cos  Ѳ) d  (cos Ѳ ) .

2

Н а  о с н о в а н и и  [3] и м е е м

Ct0 =  , #2/2 + 1==0 ,
4 а 27

а , , = 1 ( _  1). <2* - 2 ) !  (40 +  1)

П о э т о м у
X 22п+1 (га — 1)! (га +  1)!

e ( +  =  Y | l  • D c o s Q _р 
4Х 2Х R

2 п
+  V l - D 3- T  2 »  -  3 ) 1 ( 4 » + 1 )  . ( Щ \ “ р „ ( с 0 5 в ) . (12)

X 22л+1( « - 1 ) ! ( г а  +  1)! \ / ? j
/1=1

П о д с т а в и в  (12) в (7) и р е ш а я  п о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е ,  б у д е м  и м е т ь

Z ( r , 0 ) =  D _ i ---------!-------  . D / D ]  c o s Ѳ +
4Х (TO/+1) 2

O O

+ — Ѵ (  — I )2-  - +  — 2 ) 1 ( 4 / 1 +  D  -'— + + „ ( с о з Ѳ ) ,
P JkJ 22п+1 (га— 1)! (га +  I)!

П  =  1

ч т о  с о о т в е т с т в у е т  р е ш е н и ю ,  п р и в е д е н н о м у  в [3].
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