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Цель настоящей статьи — оценка порядка покрытия точки в т о 
чечной системе в зависимости от глубины точки. Из этих оценок  
в качестве одного из следствий вытекают результаты, полученные 
Картеси [1].

Пусть S n+i — точечная система, <7 6 S n+i. Обозначим через S n си
стему S n+1 без q .

Определение.  Если q лежит внутри ровно T треугольников 
с вершинами, принадлежащими S n, то говорят, что q покрывается 
T раз.

T — порядок покрытия q в системе S n.
Порядок покрытия точки q будем обозначать T (q). 
П о с т а н о в к а  з а д а ч и :  дана глубина d(q)  [3] точки q в си

стеме S n.
Найти оценки для T ( q ) . ________
Обозначим d  (q) =  d. Пусть R (q, тгJ  =  d.
Введем двойную циклическую функцию [4] условием A7 (у, ttJ =  К 
Занумеруем точки, принадлежащие R (q, ttJ.
Точке ' / ( R i q i Tr1) припишем номер

і (?) — R  (я> 7zJ L R  (q, ѵ) +  и
Точку с номером у б у д е м  обозначать [ч, Z =  1, 2 , d. 
Занумеруем точки, принадлежащие L (q, Tr1), включая и Tr1. Точке  

тг у L (q, Tr1) припишем номер____________
R U )  =z R i q , Г)L (q, 7zJ  +  2 , R U J  =  і.

Точку тг с номером к  обозначим тгп, к =  1 , 2 ,  . . . , P  =  п — d. 
Обозначим Ui =  L(q, ^i)Ç\L(qy tjzJ  +  1 
Тогда из определения глубины [3] следует

( * < « ,  < р  -  d  +  і — I ^
Ioci O y G J =  I, 2 , . . . ,  d, z < / ,

где p  =  n — d. Тогда число накрывающих треугольников с одной  
вершиной в І(<7, TrJlJrr1 и двумя вершинами в R ( q , Tr1) есть L1 =
f= "S (ау — а/). Ч и с л о  треугольников с одной вершиной в R(q ,  Tr1) 

î<j
d

и двумя вершинами в L(q,  TrJJrr1 есть (р — QLi) =  T 2,
L = 1
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Так как накрывающий треугольник не может иметь все три вер
шины в R(q,  Tc1) или в L(q,  Tc1)IJtc1, то общее число накрывающих 
треугольников есть

T =  T 1 +  T 2 =  2  (aJ “  а*) (Р — а?)* (¾
i <j i = I

Итак, требуется найти максимум и минимум выражения (2), если а* 
удовлетворит условиям ( 1).

Дифференцируем по at.
T'Cii =  р  2а/ I — d  +  2/, / =  1, 2, . . . ,  d.

Приравниваем к нулю

T h i =  0; Oil =  P ~ d ~ X +  (3)
Zj

Рассмотрим разность
NT =  T (aj +  Aa1, . . . , ud +  Nad) — T (аи . .  , ad) =

d

=  ^  Ag/ (p 4 - 2 i — d  — I — 2a* — Nai).
i =  I

Итак, при отклонении от экстремальных значений, определяемых 
формулой (3)

d

ST =  - ^ ( S o i)2.
f=l

Таким образом, при отклонении от экстремальных значений ар
гументов OCu . . . , а* / ,  определяемых (3), значение T монотонно убывает 
по каждому аргументу. Поэтому целые значения, ближайшие к зна
чениям, определяемым (3), дадут максимум функции T (аи . . . , ad), 
а значения, наиболее удаленные от (3) и удовлетворяющие неравенст
вам ( 1), дадут минимум.

Наибольшие отклонения от (3) дает набор значений а* =- і.
Поэтому

т (d ) =  min D =  2  * (L — /) +  2  (y — i) =
i=I l<j

JL d(d -\-\) (2d4- I) I 
=  % \ i 2 +  ( P - d - \ ) i \ = -   ----------------  I ) — Fr- d  =

 d  (d -f- I ) (Зга — 4 — 2)
6

Итак, ... . rP / \ d ( d + \x (d) =  min T(q) =    1 , (4)
O

где d  =  d  (q).
Найдем теперь m axT (^ ).
а. га — четное. Тогда Oci из формулы (3) не целые. Положим

=  Ki - + - - - .  Тогда Aai =  - I - .  Используем уж е найденное значение 
2  2



Итак, для п четного

Ѳ (d) =  max T (q) 4rf2 — 6 nd  +  3 — 4
12

•d •

б. Аналогично для n нечетного получим
4 — 6nd  +  Sn2 — I

Ѳ (d) d
12

(6)

Формулы (4), (5) и (6 ) полностью решают поставленную задачу.
Получим теперь в качестве следствия из (5), (6 ) результат  

Картеси.
Введем величины

K ( S n) =  max max T (q),
5п + 1 <7€5л + 1

Sn+i Sn,
W (n) =  max K ( S n),

Sn
V  (n) =  min K  (Sn).

Sn
Для нахождения W (п) заметим, что max Ѳ (d).
а) а — нечетное d

f i / /4 - 1 / 7 2  п 1 
Ѳ' (rf) =  О, d  =  -—12 2 У  12

1
~ ~ 2 ~  У І 2  '

ак как значение d  есть целое число d + i , то

W(Ii) =  Q

в) п — четное.

Ѳ' (d) =  0 ,

Так как d  С
п

1, то W(Ii) = п (ri

t t  ( п 2 — 1) 
24

±V T-
4)

Таким образом,

W(Ii) =

’ п ( п2— 1)
24

п (п2 — 4)
24

24

п — нечетное 

п — четное

Формулы (7) получены Картеси [1]. 

T aK K aK rf(S „)>  f —  , [2 J,. то

(7)

<  П ( « ) < Ѳ

где т и Ѳ находятся по формулам (4), (5), (6 ). Отсюда следует, что 
W (ri)>  V (ri) при я Z  7.
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