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Под L k  будем подразумевать множество всех непрерывных кри­
вых метрического пространства R  [1].

Теорема 1. Пусть ф і(/), cp2(/)giW, где M  = {» (/)} множество все­
возможных непрерывных неубывающих функций «(/), что ср(0) =  
=  0,'р(1) =  1. Найдутся ф3(/), <р4(/) g Mтакие, что

Ti (TaU)] =  cP2M / ) ] -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е п =  —  п =  1,2,.., Произведем раз-
2

биение отрезка [0,1] точками
O =  A) <  A < U < . . . < t 2n =  I

так, чтобы ( к —  I ) s„ <  срі ( £ ) < /од при tÇ [ tK- 1, Ac],

и точками 0 =  t f f  <  Ц ' < . . . < ^ 2л =  1
так, чтобы ( к —  1) е п ^  ср2(Г) <  к г п при t £ [ t ' K- i ,  А/] к  =  1,2...2%

2П \
Положим y 3n( t )  = V  6 K( t ) ,  где

JKKfJK = I

<!>„(/) =  j Q-I ( Q - Q  +  Q U - Q - і )
I Q Q-I

при /€ [/«_!»  Q]> при К [ 0 ,  1 ] \ [ / ; _ , ,  Q].
Нетрудно видеть, что

y n3( t )  Ç M  и

It2 (T3nU )J ~  тк О 1
т. е.

I i m  f 2 [ ? ( [ ( / ) ]  =  ? , ( / ) .
п-+оо

По теореме [2] для некоторой подпоследовательности 
{?^(0}СІ{срз( t )  можно указать равномерно сходящуюся последователь­
ность функций { v m( t ) }  такую, что последовательность функций 

[фт(Д]} также будет сходиться на [0,1] равномерно.
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Iimclim(Z) =  cp3 (Z), lim <p3m[W Z)l =  Ti(Z).
m—>00 rn.+co

Нетрудно видеть, что
<Рз(*)> и
TitcPs {t)\ =  cP2 [? 4 (0 ] .

С л е д с т в и е .  Пусть / 0 ( J  непрерывное отображение отрезка [0,1] в мет­
рическое пространство R. Тогда семейство непрерывных отображений

{ / [ ? ( * ) ] } .  (1) 
где ф ( J  6 TW обладает свойством эквивалентности.
Доказательство. Пусть / i  (J ,  / 2 ( / ) 6 ( 1 ) .
Это значит, что / і  (*) = / 0[?і (*)]> / 2 ( )̂ =  / 0 ^ 2 (^)].

Д л я  доказательства нашего утверждения достаточно найти такие 
фі (t) и ф2/ ) ,  что ?і[фі(^)] =  <р2[ф20 )], возможность чего следует из 
предыдущей теоремы.

Теорема 2. Пусть { / / ) } ,  {g (t)} два семейства эквивалентности 
непрерывных отображений отрезка (0 , 1) в метрическое пространство 
RH] .  Пусть f o ( t ) e { f ( t ) } ,  g o ( t ) e { g ( t ) } .  Д л я  любых / i ( J  6 { / ( / ) } ,
g i { t ) t g ( t )  найдутся cpi (t), ср2 ( t) ( M  такие, что если

Уі i t)  = p [ / i ( J ,  g*i(J],

У о(0 =  р { /о [Т і(0 ] .  
то Eyl - E y oi где £ Уі— множество значений функции, y / J ,  ^ — мно­
жество значений функций y0(J .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как / / J  и f Q{t) принадлежат одному с е ­
мейству эквивалентности, то существуют + ( J ,  b ( t ) ( M  такие, что 
g i W ) ]  = / 2[82(J] .

Точно так же для g  1/ ) ,  g 0{t) можно указать y / J ,  Y2/ )  6 TW та­
кие, что

Rl [Tl(Z)] =  £о[у2 (*)].
По теореме (1) для O1(Z), (Z) можно указать aj(Z), P1(Z) такие,

что
5I M Z )]  =  TilPi(Z)].

Рассмотрим
V2(Z) =  P M S 1 U 1 (Z)]), STlTi[Pi(Z)]}] И

V3(Z)=PIZoIS2 K (Z )]) ,  R o K K ( Z ) ] ) ] .
Ясно, что Ry2 =  Ry3, так как / J S 1 (Z)] = / 0[82 (Z)], g iK (Z ) =  

=  Ro [T2 (Z)] и Ry2 =  Ry1.
Поэтому, обозначив (Z) =  S2K  (Z)], <р2 (Z) =  y2[ßi (Z)], будем иметь

Ey0 =  е у* =  .
Теорема 3. Пусть {/(Z)} и Ig-(Z)) два семейства эквивалентности 

непрерывных отображений отрезка [U,l] в метрическое пространст­
во R.  Тогда множество значений функции R[/(Z), R(Z)] =  sup p|/(Z),
R(Z)],

г д е /(Z )  6 { / (Z)), g (Z) G IR (Z)) замкнуто.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что если

WZn(Z), g-« (Z)] = S I ip  P [Z„(Z), g-n(Z)] =  ßn 
<€[0,1]

и
lim ап — а,
/2—>00

Zti(Z)GIZ(Z)]) Rti(Z)GIg-(Z)),

Обозначим:
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Z W  €  ( Z W )  и  J ( t ) Q { g ( \ ) }

т а к и е ,  ч т о  F [ f ( t ) ,  g ( t ) ]  =  а .
П у с т ь  f 0( t )  6  ( Z W K  R 0 У )6  { R  W K  т о г д а  п о  т е о р е м е  [2 ]  м о ж е м  

н а й т и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  { ? «  W K  ( + W K  п р и ч е м  ? n W ,  фл(<) т а к и е ,  
ч т о

F  [ f n ( t ) ,  g n ( t ) \  =  F { f 0 [ 9  пW K  R0

П о с л е д о в а т е л ь н о с т и  { ? „  ( / ) } ,  {'!'«(Z)} м о ж н о  с ч и т а т ь ,  у ч и т ы в а я  т е о р е м у  [ 2 ] ,  
р а в н о м е р н о  с х о д я щ и м и с я .

П у с т ь  I im  Cfn(Zt) =  ?  W  и I i m H W = M W ,
/2—>.00 /2—у OO

т о г д а  F { / о  [ ? ( < ) ] ,  R 0 I t  ( < ) ] }  =  а .
О б о з н а ч а я

7 ( 0  =  Z o M O l ,  R  ( 0  =  R o I 1M O ] ,

и м е е м

s u p p  [ 7 ( 0 ,  R ( 0 1  =

В  ч а с т н о с т и ,  а  м о ж е т  р а в н я т ь с я

i n f  F l f ( \ ) ,  g ( t ) l
{/(*>}.{*( 0 )

Л е г к о  п о к а з а т ь ,  ч т о  с  п о м о щ ь ю  ф у н к ц и и  ( 1 )  п р о с т р а н с т в о  м о ж н о  
м е т р и з о в а т ь .

Теорема 4. Д л я  п о л н о т ы  п р о с т р а н с т в а  Lr  н е о б х о д и м о  и д о с т а ­
т о ч н о ,  ч т о б ы  б ы л о  п о л н о  п р о с т р а н с т в о  R.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Э л е м е н т ы  п р о с т р а н с т в а  
R  м о ж н о  с ч и т а т ь  э л е м е н т а м и  п р о с т р а н с т в а  L Rl р а с с м а т р и в а я  н е п р е р ы в ­
н ы е  о т о б р а ж е н и я  f ( t ), с о п о с т а в л я ю щ и е  в с е м у  [ 0 , 1 ]  о д и н  э л е м е н т  
и з  R.  О т с ю д а  я с н а  н е о б х о д и м о с т ь  п о л н о т ы  R  д л я  п о л н о т ы  Lr . Д о с ­
т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  R  п о л н о  и п у с т ь  { L n} ф у н д а м е н т а л ь н а я  п о с л е ­
д о в а т е л ь н о с т ь  э л е м е н т о в  и з  L Rl  и

{fi W h  ( Л  W K - H Z nW )  (3 )

с о о т в е т с т в у ю щ а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с е м е й с т в  э к в и в а л е н т н о с т и .  В о з ь ­
м е м  f f  ( t )  Q (Z i  W K - , 7 л  W H Z n W K -  и р а с с м о т р и м  с е м е й с т в а  о т о б р а ж е н и й

Ш ?  W l - H Z S  [ ? ( * » - .  ( 4 )

р ( L n, Ln + i )  =  i n f  p [ f „  ( t ) ,  f n + \ ( t )  =  ( п о  т е о р е м а м  2 , 3 )  =

=  P i Z M cPn W ,  /« V . f e . W K

О т с ю д а  м о ж е м  з а п и с а т ь  с и с т е м у  р а в е н с т в

P ( L u L 2) =  Piff[ M t ) ] ,  Z M rP2 W l K  

P ( L 2 l R 3) =  P ( Z n cP Y ) ] ,  cP08I cP3 W l K

(5)

P ( Y Y 1) =  P ( Z H cP Y ) ] ,  / « + i W ] K

П о  т е о р е м е  1 д л я  <p„[ßn- 2W l  и ? ' „ ( / )  н а й д у т с я  < х „ - і ( 0  и  ß n - i W  
т а к и е ,  ч т о

<Рп{Рл-2[<Хп-і(/)]] =  <р 'иІРя-і(<)Ь

то существуют
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Условимся обозначать a [ ß / ) ]  =  (aß).
Положим E n(Z) =  (anSn), ß7„ (Z) =  (ßn8n), где функция Sn (Z)==

2П
— 2  F  (Z) построена, как в теореме 1, чтобы

K = I
| ( я і O1 Ot2 O2...Otn^ O n- ! )  —  ( a ,  S1 (Z2 S2- ^ a nSn)I <  —

fia
Ясно, ЧТО

?n{ßn- 2 [ a V i  (Z)] } =  (Z)].
Подставим в (4) Bcea7n (Z) и ß'„ (Z))

P (LuLA =  P { f i  [Tl (Ol),

P ( W L 3) =  Pifi f i l l  (t)f i  [T2 (Z)]),
(6)

где

p(Ln, L n+1) =  p{f°nhn-i( t )] ,  / F i [Tn (Z)]],

To(Z) =  cpjlim (Ct1 S1 a, S2. ..anSn)],
n-> 8

Ti(Z) =  cp2[lim (ai81a2o2...an8n)],
П —>. CXD

T2(Z) =  <p3ß'i[lim (a2S2. ..an3n)],

T«-i(Z) — 7Pn P n— 2[Hm (an_j on_! an8n...an+m8n+m) ] .
m -+оо

Так как lim (а1о1а2о2...адгол) ОМ, то и Iim (а Д , . .а л8л) 6 Af при лю-
П—̂СО П_> OO

бом к. А потому Yo(t), 7n(t)0 M  (n =  1,2,...) ,но тогда фундаменталь­
ная последовательность

ifn [yл—1(^)]}
непрерывных отображений отрезка [0,1] в R  сходится, в силу пол­
ноты R к f ° ( t ) непрерывному отображению [0,1] в R.  Фундаменталь­
ность (7) следует из (6 ) и фундаментальности последовательности {Ln}. 
Семейство эквивалентности непрерывных отображений отрезка [0,1] 
в і?, в которое войдет f 0(t) определит в Lq кривую L0 такую, что 
для любого £ > 0  и (2) найдется N  =  N (s), что для всех t i f iN  
p(L0, Ln) <  s. А это и значит, что Lr  полно , так как {Ln}—любая фун­
даментальная последовательность из Lr .

Теорема 5. Пространство Gc(0]) сепарабельно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем рассматривать всевозможные отобра­

жения отрезка [0,1 ] в пространство непрерывных функций С(о,і) такого 
вида

2П

K=IF ( Z )  =  2 +

( P kM  (Sk - D
M D  =

P kM  (Sk - D  +  P k(X) (Z -  S M  .
при Гб[*Ь#с—I, S k ].

S k — Sk- i (g)
О при /Ç ({ 0 , l ] \ [S * _ i ,  Sk]),

1C
и где S 0 =  O, S k =  —, K =  1 ,2 ,. . . ,2 '1, (*),•••> — полино-
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мы с рациональными коэффициентами.
P n(t) является непрерывным отображением отрезка [0 , 1] в Qo,і). 

Нетрудно видеть, что множество всех отображений вида (8 ) счетно. 
Нетрудно видеть, что множество отображений вида (8 ) плотно во 
множестве всех непрерывных отображений отрезка (0,1) в Qofо . Пусть 
g(t)  непрерывное отображение отрезка [0 ,1] в Qo,і) и пусть s> 0  про­
извольно. В силу компактности 10,1] и непрерывности g(t)  на [0,1]

можно указать такое ti, что при IG — Z2K - * -  будем иметь
2

P [+(Zi), g (Z2)] <  — • (9)

Так как множество полиномов с рациональными коэффициентами 

плотно в С(о.і), то для g(SK =  g  К  R найдется полином Рк{х) такой

что
к

P Y x), g 2п < ? . ( 10)

где к =  0, I, 2 , . . .2 ".
Покажем, что p[g (Z), (Z)] <  s, где

2"
Dn(Z)= 2 / *  (Z) и

M t )  =
Pj M x )  (SK Z) +  P f x )  (Z S c- O npti т 8 к _̂  SkJ5

Ok- I
О при Z6 [SK_ 1, Sk],

a P f x )  удовлетворяют неравенству (10). Пусть Z0 6 [0,1], тогда
Z0 € [SK_ г , S k] и пусть g  (Z0) =  ср (х).

Обозначим - L  I —  - a, - I — -1 ■■ =  ß.
S k — S K_i S k — SK_i

Л егко видеть, что а +  ß =  1,
P[éf (Z0). Dn (Z0)] =  max |ср (х) — аРк- ,  (x) +  ßPK(x)|, (11)

*€[0,1]
l?(x ) — (apK- f x )  +  ß Dk (X)j =  |аср (x) — ) +  ß —

— ß P f x) <  а max I cp (x) — Як_і (x) +
*€[0,11

+  ßmax| cp( x) — Dk (x)|. ( 12)
*€[0,1]

Так как |Z0 — S K_ i | <  J -  и IZ0 — S K| <  J - ,  то, учтя (9) и (10),
2" 2"

имеем
max |<р (х) — DK_i (х )| <  s,
*€[0,1]
max I ср (x) — P k (x)| <  s. (13)
*€[0,1]

Из (11), (12), и (13) имеем

P [g (Z0), Dn(Z)] <  s.



Supp [g(t),  P n( t ) ] >  в.
<€[ ОД]

Итак, множество отображений вида (8 ) плотно во множестве всех 
непрерывных отображений отрезка [0 , 1] в Qo,ц.

Рассмотрим множество семейств эквивалентности непрерывных 
отображений отрезка [0 , 1] в пространстве Qo,о

{P}. (H )
Будем считать, что семейство эквивалентности {/(Ц}€:(14), если 

существует отображение вида (8 ), P n такое, что

Так как одно отображение не может принадлежать различным 
классам эквивалентности, то множество (14) не более чем счетно. 
Занумеруем семейства (14)

F l  (t)},
и всем отображениям вида (8 ), входящим в { f K(t)}y соотнесем число к, 
обозначая Рк(і).  Множество кривых, определяемых семействами 
(8 ), обозначим {LK}. (15)
Покажем, что (15) плотно в ^ с 01).

Пусть L EL c (01){g*(^)} — семейство эквивалентности, определяю­
щее L, и пусть £ > 0  произвольно. Возьмем g 0(t)  E {g (t)}.  Так как 
множество отображений вида (8 ) плотно во множестве всех непрерыв­
ных отображений отрезка (0 , 1) в Сод, то для взятых g 0(/) и £ > 0  
найдется отображение типа (8 ) PK(t) такое что

supp \g0(t), Рк{іj\ < £ .
Пусть { fK(t)} семейство эквивалентности, содерж ащ ее P«(t),  тогда

p (Ly LK) =  inf {sup p [g (t ), f K (t ) ]} <
{get)}, { / » }

< S U p  p[g0 (t), P K(t)] < £ .
/¢[0,1]

Итак, (15) является счетным и плотным в Lc множеством.7 (0,1)
Следствие. Для сепарабельности L r  необходимо и достаточно, 

чтобы было сепарабельно R.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость очевидна, так как само R  можно 

считать подмножеством Lr , рассматривая всевозможные непрерывные 
отображения, сопоставляющие всему отрезку (0 ,1) один элемент из R.  
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть R  сепарабельно. По теореме Банаха-Ма­
зура в Qo,i) существует подмножество, изометричное R,  т. е. сущ ест­
вует гомеоморфное отображение Ф пространства R  в Qo,ц такое, что 
Ф(/?) Cl Qo,n изометрично R.  Нетрудно видеть, что Ф(^) сепарабель­
но, так как LO(R)CZLc^ і} , а по предыдущей теореме сепара­
бельно.

Пусть {LK} счетное плотное в LO(R)  множество, тогда, как л ег­
ко видеть,

{Ф -1© ) }
счетное плотное в Lr множество.

ЛИТЕРАТУРА
1. А. Н. Колмогоров,  С. В. Фомин. Элементы теории функций и функцио­

нального анализа. МГУ, § 20, 1954.
2. Л. Е. П о р т н о в. О последовательностях монотонных функций. Известия 

ТПИ, т. 131, 1965.

так как ^0Q tQ l ]  произвольно, то и


