
Введение

Качественное и бездефектное изготовление из�
делий из полимерных материалов (ПМ) методом
литья под давлением обусловлено, главным обра�
зом, структурно�механическими (реологическими)
свойствами ПМ, технологическим режимом их пе�
реработки и конструктивными особенностями ис�
пользуемого перерабатывающего оборудования.
Поэтому для формирования научно обоснованных
требований к ведению технологического процесса
необходимо глубокое изучение как реологических
характеристик полимерных композиций, так и на�
иболее важных сторон самого процесса.

Заполнение полимерной массой цилиндриче�
ских пресс�форм методом литья под давлением и
методом свободного литья, характеризуется одной
важной гидродинамической особенностью, кото�
рая состоит в наличии у движущейся массы сво�
бодной поверхности, контактирующей с твердыми
неподвижными стенками пресс�оснастки. С этой
точки зрения весь процесс заполнения пресс�форм
полимерной массой есть процесс образования и
развития свободной поверхности движущейся мас�
сы, вплоть до ее исчезновения к моменту заверше�
ния цикла.

Экспериментальные исследования [1, 2] пока�
зывают, что характер течения ПМ в элементах
пресс�оснастки определяются совокупностью фак�
торов, которые с некоторой условностью можно
разделить на три группы:

1. Гидродинамические и реологические факторы.
Сюда относятся: расход массы в пресс�форме,
определяемый производительностью перераба�
тывающего оборудования; геометрия пресс�
формы; физико�механические свойства массы
(плотность, вязкость, реологические характери�
стики и пр.); массовые силы.

2. Теплофизические факторы. Это, в первую оче�
редь, температурный режим формования (тем�
пература поступающей полимерной массы, тем�
пература и изоляционные качества стенок кор�
пуса пресс�формы, температура окружающего
воздуха) и теплофизические свойства самой ПМ.

3. Физико�химические факторы. К ним обычно
относят факторы, связанные с процессами
отверждения и определяющие в конечном ито�
ге время и характер действия двух предыдущих
групп факторов.

Исследование влияния различных факторов на
процесс формования изделий из ПМ непосред�
ственно в производственных условиях экономиче�
ски невыгодно. Поэтому необходимо использовать
методы физического и математического моделиро�
вания с дальнейшей проверкой и внедрением полу�
ченных результатов в производство. При математи�
ческом моделировании одновременный учет всего
комплекса факторов весьма затруднителен. В этой
связи представляется целесообразным, основыва�
ясь на экспериментальных данных, упростить зада�
чу, рассматривая влияние отдельных, наиболее
важных с данной точки зрения факторов. Прове�
денные исследования [3–9] показывают, что форма
свободной поверхности движущейся массы в эл�
ементах пресс�оснастки определяется, главным об�
разом, гидродинамическими и реологическими па�
раметрами технологического режима формования
изделий из ПМ.

Математическая постановка задачи

При математической постановке задачи пред�
полагается, что течение является ламинарным,
изотермичным и осесимметричным, а характерное
время гидродинамического процесса намного
больше времени релаксации напряжений движу�
щейся полимерной массы. В этом случае система
уравнений, описывающая процесс заполнения
вертикально расположенных пресс�форм реологи�
чески сложной жидкостью в цилиндрической си�
стеме координат (z,r,ϕ) с использованием безраз�
мерных переменных, запишется в виде [4]
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На основе численного решения задачи о течении нелинейной вязкопластической жидкости со свободной поверхностью прово�
дится исследование процесса заполнения цилиндрических пресс�форм. Приводится математическая постановка задачи и ана�
лизируются факторы, оказывающие влияние на процесс формования. Численные эксперименты, проведенные в широком ди�
апазоне входных параметров задачи, позволили выяснить особенности гидродинамического поведения формы свободной по�
верхности движущейся полимерной массы и установить влияние определяющих параметров на основные характеристики про�
цесса.
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В уравнениях (1–3) τ – время; r, z – оси коорди�
нат; νr, νz – соответствующие им компоненты векто�
ра скорости; p – давление; Fr=U2/(gL) – число Фруда.

В соответствии с реологической моделью
Шульмана [10] обобщенное число Рейнольдса (Re)
и эффективная вязкость жидкости (B) определяют�
cя в виде:

Re=ρU(2–n/m)Ln/m/μ n/m;

B=[Se1/n+I2
1/m]n /(I2+ε0), (4)

где ρ – плотность жидкости; L – характерный ли�
нейный размер, в качестве которого выбирается ра�
диус трубы R в случае заполнения круглой трубы или
разность между радиусом внешнего цилиндра R2 и
внутреннего – R1 при заполнении канала соосно�
цилиндрического типа; μ – динамический коэффи�
циент вязкости жидкости; U – среднерасходная ско�
рость, определяемая через объемный расход жидко�
сти – Q и площадь поперечного сечения канала – S;
безразмерный параметр нелинейной вязкопластич�
ности Se=τ0L

n/m/(Un/m.μ n/m), где τ0 – предел текучести.

Для записи уравнений (1–3) в качестве безраз�
мерных переменных выбраны:

Для того, чтобы иметь возможность вести сквоз�
ной счет при расчете течений вязкопластичной
жидкости, в выражение для B в (4) вводится малый
параметр ε0, значение которого выбирается таким
образом, чтобы эффективная вязкость в области
вязкого течения составляла ≈10–4 от вязкости в
области ядра потока (ε0=0) при решении задач ди�
намики нелинейной вязкопластичной жидкости.

Выражение для интенсивности скоростей де�
формации I2, входящее во второе из соотношений
(4), можно записать как

Начальные и граничные условия также записы�
ваются в безразмерной форме.

Предполагается, что в момент времени t=0 сво�
бодная поверхность массы St находится на уровне Jн и

является плоской, а на всех неподвижных твердых
границах Гi (i =1, 2) выполняется условие прилипания

(5)

Рис. 1. Границы расчетной области: a) круглая труба; b) со�
осные цилиндры: z,r – оси координат; Ωt – расчетная
область; St – граница свободной поверхности; A –
входная граница; C – ось симметрии; Гi (i =1,2) – не�
подвижные твердые границы; Ik, Jk – номера узлов

На входной границе А (рис. 1) задается профиль
скорости, соответствующий стабилизированному
течению данной полимерной композиции в рас�
сматриваемом канале

(6)

Вид функции f(r) в выражении (6) зависит от
реологических свойств жидкости и геометрии за�
полняемой пресс�формы. Проведенные численные
эксперименты показали, что задание на входной
границе профиля скорости (функции f(r)) в виде,
соответствующем течению заданной жидкости в
рассматриваемом канале, не оказывают заметного
влияния на картину течения по сравнению с нью�
тоновским профилем скорости. Это можно объяс�
нить тем, что расстояние от входной границы до
первоначального положения свободной поверхно�
сти превышает длину начального гидродинамиче�
ского участка. Поэтому в дальнейших расчетах на
входной границе граничные условия для аксиаль�
ной составляющей скорости записываются в виде:
νz=2(1–r 2) в случае заполнения круглой трубы и

если рассматривается заполнение соосно�цилин�
дрического канала, а радиальная составляющая ско�
рости vr в обоих случаях полагается равной нулю [3].

В случае заполнения круглой трубы условия на
оси симметрии C имеют вид
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На свободной поверхности St задаются два гра�
ничных условия: равенство нормального напряже�
ния давлению в среде, граничащей с жидкостью, и
отсутствие касательного напряжения. Эти условия
записываются в локальной системе координат
(n,s,θ), связанной с каждой точкой свободной по�
верхности, и имеют вид

(8)

где Rs – радиус кривизны свободной поверхности.

Величина эффективной вязкости В, входящая в
первое из уравнений (8), определяется выражением
(4). Интенсивность скоростей деформации I2 в ло�
кальной ортогональной криволинейной системе
координат (n,s,θ) можно представить в виде [3]:

Кроме того, на свободной поверхности должно
выполняться кинематическое условие

Таким образом, для решения поставленной за�
дачи используется система, состоящая из двух ура�
внений движения в направлениях r и z, уравнения
Пуассона для давления и уравнения, связывающе�
го эффективную вязкость с полем скорости.

Численное решение задачи находится методом
конечных разностей. Для этого заданная расчетная
область Ωt (рис. 1) покрывается эйлеровой сетью
ячеек с размерами h1 и h2 соответственно в аксиаль�
ном и радиальном направлениях. Сам метод реше�
ния разностных аналогов исходной системы диф�
ференциальных уравнений, использующий итера�
ционные схемы либмановского типа, достаточно
подробно изложен в работах [3, 4]. Там же описы�
вается и оригинальная методика реализации гра�
ничных условий на свободной поверхности в точ�
ной постановке.

Для эквивалентности решения краевой задачи,
описываемой системой уравнений (1–4), с соот�
ветствующими начальными и граничными усло�
виями, решению задачи, описываемой системой,
состоящей из уравнения неразрывности

(9)

и уравнений (1, 2, 4, 9), требуем выполнения ура�
внения неразрывности на всех границах расчетной
области. Это гарантирует консервативность поля
скорости внутри области.

Таким образом, получили математическую фор�
мулировку задачи об осесимметричном течении
нелинейной вязкопластической жидкости со сво�
бодной поверхностью для описания процесса за�
полнения цилиндрических пресс�форм полимер�
ной массой.

Результаты расчета

Рассмотрим заполнение вертикального круглой
трубы и канала соосно цилиндрического типа по�
лимерной массой (рис. 1).

На основе метода, достаточно подробно изло�
женного в [3], разработан алгоритм и создана про�
грамма расчета процесса заполнения цилиндриче�
ских каналов реологически сложной жидкостью.
Задачей численного исследования является опре�
деления положения и формы свободной поверхно�
сти, а также нахождение полей скорости, давления
и напряжения в потоке нелинейной вязкопласти�
ческой жидкости.

Проведенные расчеты показали довольно бы�
струю сходимость итерационного процесса (число
итераций до сходимости по ε=10–3 находилось в ди�
апазоне 100–150) и устойчивость используемой
разностной схемы в широком диапазоне измене�
ния входных параметров. В качестве входных пара�
метров при расчете течений указанного типа ис�
пользовали реологические константы n, m, крите�
рии Re, Fr, а также параметр нелинейной вязкопла�
стичности Se. В работах [3–5] путем анализа раз�
мерностей установлено, что одной из главных ха�
рактеристик процесса является величина W, яв�
ляющаяся отношением Re/Fr, которая, как комби�
нация двух критериев подобия, также является
критерием подобия. Кроме того, необходимо отме�
тить, что в случае, когда рассматривается течение
нелинейно�вязкой жидкости, т. е. жидкости без
предела текучести (Se=0), гидродинамическая кар�
тина потока определяется числами Re, Fr и отно�
шением параметров n/m. Когда же Se≠0, необходи�
мо знать значение параметров n, m в отдельности.

Рассмотрим некоторые результаты расчета.

На рис. 2 показано развитие формы свободной
поверхности и изменение ее положения во време�
ни для двух режимов заполнения цилиндрического
канала.

Из представленного рисунка видно, что при до�
стижении высоты, равной примерно 1,5D (D – ди�
аметр канала), наблюдается установление формы
свободной поверхности. Сравнение случаев a) и b)
показывает, что увеличение W приводит к тому, что
фронт движущейся массы становится более пло�
ским. Оценки, проведенные на основе анализа рас�
ходных характеристик, показали, что погрешность
в обоих случаях не превышает 5 %.

На рис. 3 и 4 демонстрируется влияние основ�
ных гидродинамических параметров на установив�
шуюся форму свободной поверхности.

Как видно из рис. 3, при фиксированном значе�
нии реологических констант n и m и параметра не�
линейной вязкопластичности Se увеличение числа
W приводит к тому, что фронт движущейся поли�
мерной массы приобретает более плоскую форму, и
величина hmax, определяющая максимальное возвы�
шение фронта, при этом уменьшается (h – безраз�
мерная величина, равная разности между текущей
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координатой z свободной поверхности и координа�
той z, соответствующей точке прилипания свобод�
ной границы к стенке канала).

Рис. 2. Изменение положения и формы свободной поверх�
ности: а) Re=1,14.10–5, Fr=1,52.10–7, Se=0, n/m=0,7;
b) Re=2,76.10–4, Fr=9,52.10–8, Se=8,12, n=0,7, m=1,0

Рис. 3. Форма свободной поверхности в зависимости от W
при Se=0; n/m=0,7: 1) 89.3; 2) 294; 3) 2330

На рис. 4 для двух значений критерия W (кри�
вые 1, 2 и 3, 4) показано влияние параметра Se.
Представленные результаты показывают, что с уве�
личением Se форма свободной поверхности также
становится более плоской, довольно хорошо прос�
матривается область стержневого течения. Кроме
того, результаты, приведенные на данном рисунке,
еще раз иллюстрируют влияние параметра W.

Одной из особенностей движения жидкости со
свободной поверхностью является наличие зоны
двумерного течения. В этой зоне помимо аксиаль�
ного течения жидкости наблюдается интенсивное
радиальное течение. Поэтому представляется инте�
ресным проследить за изменением радиальной

скорости в прифронтовой области и тем самым
определить границы двумерной зоны течения.

Рис. 4. Влияние параметра Se на форму свободной поверх�
ности: 1, 2) W=54,8, n=1, m=1, Se=0,16, Se=1,63, 3,
4) W=3330, n=0,7, m=1, Se=1.89, Se=143

На рис. 5 показано распределение радиальной
составляющей вектора скорости, построенное по
ее значениям в узлах разностной сетки, находя�
щихся на различном расстоянии от свободной по�
верхности при Re=1,45.10–6, Fr=1,62.10–7, Se=0,6,
n=0,7, m=1,0.

Рис. 5. Распределение радиальной скорости по сечению ка�
нала на различном расстоянии от свободной поверх�
ности: 1) 0,13D; 2) 0,26D; 3) 0,43D; 4) 0,6D

Как видно из рис. 5, радиальная скорость пада�
ет по мере удаления от свободной поверхности. На
расстоянии порядка 0,7D радиальная составляю�
щая скорости практически отсутствует. Этот ре�
зультат позволяет сделать вывод о том, что в уста�
новившемся режиме область двумерного течения
распространяется примерно на 0,7 калибра от мак�
симального возвышения фронта топливной массы,
что согласуется с имеющимися эксперименталь�
ными данными [1].

Расчет процесса заполнения канала соосно�ци�
линдрического типа несколько усложняется и тре�
бует больших затрат машинного времени по срав�
нению с круглой трубой той же длины. Время рас�
чета одного варианта для трубы в среднем в 1,5 ра�
за меньше, чем в данном случае. Это связано с тем,
что при заполнении канала соосно�цилиндриче�
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ского типа свободная поверхность жидкости имеет
более сложную форму, и число итераций на одном
шаге по времени возрастает.

При численном исследовании процесса запол�
нения таких каналов наряду с реологическими па�
раметрами и критериями, рассмотренными в
предыдущем параграфе, необходимо учитывать со�
отношение радиусов внешнего и внутреннего ци�
линдров R2/R1, которое оказывает существенное
влияние на гидродинамическую картину течения.

На рис. 6 показано изменение положения и
формы свободной поверхности при заполнении
канала соосно�цилиндрического типа для двух ре�
жимов течения. Из представленных рисунков вид�
но, что форма свободной поверхности в обоих слу�
чаях устанавливается, претерпев определенную
трансформацию. Положение максимального во�
звышения фронта на этих рисунках показывает,
что с увеличением отношения R2/R1 наблюдается
смещение максимума в сторону внутреннего ци�
линдра (в случае a) R2/R1=3,5, а в случае b) R2/R1=2.

Рис. 6. Изменение положения и формы свободной поверх�
ности: a) Re = 1,79.10–4, Fr = 3,42.10–7, Se =389, n=0,7,
m=1,0; b) Re=5,54.10�5, Fr=6,16.10–6, Se=0, n/m=0,75

Аналогичный результат имеет место при тече�
нии вязкой жидкости в зазоре между круговыми
цилиндрами для осевой скорости [11]. Кроме того,
характер поведения свободной границы в рассмо�
тренных случаях говорит о том, что, как и при тече�
нии в круглой трубе, с увеличением критериев W и
Se свободная поверхность жидкости становится
более плоской.

Влияние этих критериев на форму свободной
поверхности в установившемся потоке при фикси�
рованном соотношении радиусов внутреннего и
внешнего цилиндров (R2/R1=6) и значениях реоло�
гических параметров n и m иллюстрирует рис. 7.

Рис. 7. Форма свободной поверхности при R2/R1=6; n=0,7;
m=1,0: 1) W=45,5, Se=0; 2) W=2,26.104, Se=0; 3)
Se=37,9

Анализ полученных результатов позволяет сде�
лать вывод о том, что положение точки, определяю�
щей максимальное возвышение фронта, не зависит
от W и Se и полностью определяется отношением
R2/R1. Поведение кривых 1 и 2 показывает, что при
заданном значении параметра Se увеличение W ведет
к выполаживанию свободной границы и уменьше�
нию расстояния между точками прилипания на вну�
тренней и внешней боковой поверхности цилин�
дров. Такое же влияние оказывает и рост параметра
Se при фиксированном значении W (кривые 2, 3).

Выводы

Проведено численное исследование процесса за�
полнения крупногабаритных пресс�форм методом
литья под давлением. Рассмотрены характерные осо�
бенности, присущие рассматриваемому процессу. На
основе анализа экспериментальных данных показа�
но, что для исследования течений высоковязких по�
лимерных композиций наиболее подходящей со всех
точек зрения является реологическая модель, пред�
ложенная З.П. Шульманом. На основе разработан�
ного численного метода получено численное реше�
ние задач о заполнении круглой трубы и канала со�
осно�цилиндрического типа. Для каждой задачи об�
суждаются характерные особенности течения и при�
водятся основные результаты расчета. Выяснено
влияние реологических параметров и условий тече�
ния на гидродинамическую картину потока, форму
свободной поверхности, поля скоростей и давлений.
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Введение

Энергосбережение, точнее рационализация про�
изводства, распределения и использования всех видов
энергии, стало одним из основных приоритетных на�
правлений технической политики во всех развитых
странах мира. Потенциал энергосбережения в России
по оценкам специалистов составляет 40...45 % совре�
менного энергопотребления в стране, что составляет
360...430 млн т условного топлива. Треть этого потен�
циала экономии имеют отрасли топливно�энергети�
ческого комплекса, другая треть сосредоточена в
энергоемких отраслях промышленности и строитель�
стве, свыше 25 % – в жилищно�коммунальном хозяй�
стве, 7 % – на транспорте и 3 % – в сельском хозяйстве
[1]. Европейский же потенциал в энергосбережении
оценивается в 160 млн т условного топлива, что суще�
ственно ниже данного показателя в России. Энерго�
емкость выпускаемой отечественной продукции, как
правило, в 2,5...3 раза выше, чем в Европе и США, что
дает основание рассматривать российский потенциал
энергосбережения как огромный, пока не используе�
мый должным образом ресурс экономического и со�
циального развития, сосредоточенный во всех сферах
практической деятельности.

Структура потребителей электроэнергии в Рос�
сии выглядит примерно следующим образом: элек�
троприводы – 60 %, электрический транспорт –
9 %, электротермия и электротехнология – 10 %,
освещение и прочие потребители – 21 %. По дан�
ным европейских экспертов стоимость электро�
энергии, потребляемой ежегодно средним двигате�
лем в промышленности, в 5 раз превосходит его
собственную стоимость. Очевидно, что за время
службы двигателя (десятки лет) энергетическая со�
ставляющая несоизмеримо выше составляющей,
связанной с капитальными затратами, в связи с чем
забота об оптимизации именно энергетической со�
ставляющей является особенно важной.

Современный уровень развития силовой элек�
троники, микропроцессорных систем управления
и контроля, теории и средств автоматического ре�
гулирования позволяет широко использовать эти
теоретические и технические достижения для ре�
шения задач энерго� и ресурсосбережения. Совре�
менные преобразователи частоты обеспечивают
качество регулирования скорости асинхронных
двигателей (АД), не уступающее приводам по�
стоянного тока. Хорошо известные преимущества
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