
Для установления закономерностей каких�либо
явлений проводят экспериментальные исследова�
ния, в ходе которых измеряют значение тех или
иных физико�химических величин. При обработке
физического эксперимента часто используют эм�
пирические модели или формулы, которые вклю�
чают экспериментально неточно измеренные вели�
чины, как правило, неточность учитывают в вы�
ходных переменных. Случай, когда выходные и
входные переменные модели измеряют интерваль�
но, особенно в плане разработки конкретных мето�
дик анализа данных физического эксперимента, в
литературе отражен недостаточно и является акту�
альным. Постановка и исследование разрешимо�
сти задачи погружения множества неопределенно�
сти параметров двумерной линейной параметриче�
ской модели при точном измерении входных пере�
менных и неточном измерении выходных перемен�
ных подробно были рассмотрены в работах [1–4].

Алгоритм погружения множества неопределен�
ности параметров двумерной линейной зависимости
в эллипс неопределенности при интервальном зада�
нии входных и выходных переменных был рассмо�
трен в [5–8], где при определении параметров эллип�
са неопределенности обобщенным методом центра
неопределенности были допущены неточности, ко�
торые повлияли на результат работы алгоритма.

Рассмотрим алгоритм [5–8] подробнее. При
двух измерениях экспериментальные точки должны
удовлетворять системе интервальных уравнений

[y]1=[a]+[b][x]1,

[y]2=[a]+[b][x]2.

Область возможного измерения параметров ли�
нейной функции имеет вид неправильного четырех�
угольника, угловые точки которого можно опреде�
лить, используя правила интервальной арифметики.
В случае возрастающей функции [у]=[а]+[b][х], т. е.
при x1

+<x2
–⇒y1

+<y2
–, угловые точки четырехугольника

неопределенности определяем как

(1)

В случае, если функция вида y=[a]+[b][x] явля�
ется убывающей, т. е. при x1

+<x2
–⇒y1

+>y2
–, то угловые

точки четырехугольника неопределенности опре�
деляем из соотношений

(2)

Для определения центра тяжести четырехуголь�
ника неопределенности используем метод наиме�
ньших квадратов. Тогда, для нахождения коорди�
нат центра тяжести, получаем соотношение

где x–1, x–2, y–1, y–2 – средние значения измеряемых
входных и выходных переменных соответственно.

Центр тяжести исходного четырехугольника нео�
пределенности можно определять и другими способа�
ми. Любая комбинация из трех угловых точек, опреде�
ляемых соотношениями (1) и (2), образует треуголь�
ник неопределенности. Таких треугольников будет
четыре: А1А2А3, А1А2А4, А1А3А4, А2А3А4. Известно, что
центр тяжести любого треугольника находится на пе�
ресечении его медиан. Таким образом, для координат
центров тяжести треугольников, имеем соотношение
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В итоге получаем четыре точки В1, В2, В3, В4, ко�
торые определяют новый четырехугольник неопре�
деленности. Полагаем А1=В1, А2=В2, А3=В3, А4=В4.
Далее процедуру определения центров тяжести но�
вых четырехугольников неопределенности повто�
ряем до тех пор, пока не будет достигнута требуе�
мая точность определения центра тяжести исход�
ного четырехугольника неопределенности.

Обозначим центр тяжести четырехугольника че�
рез а0, b0. При погружении множества неопределен�
ности параметров линейной параметрической функ�
ции в эллипс неопределенности считаем, что центр
тяжести исходного четырехугольника неопределен�
ности совпадает с центром описанного вокруг него
эллипса неопределенности. Далее угловые точки че�
тырехугольника неопределенности располагаем в
порядке возрастания параметра b, т. е. b1<b2<b3<b4.

Отрезок А3А4 является хордой эллипса неопре�
деленности. Тогда параметры прямой А3А4

Проводим прямую A1
*A2

*, параллельную А3А4. Для
этого определяем координаты середины отрезка А3А4:

Параметры прямой а=kb+α, проходящей через
середину отрезка А3А4 и центр эллипса, находим как

(3)

Далее определяем расстояние от середины хор�
ды А3А4 до центра эллипса неопределенности

где а01=а0–а34; b01=b0–b34.

Хорда эллипса A1
*A2

* параллельна хорде А3А4 и сим�
метрична ей относительно центра эллипса [5–8].
Середина хорды A1

*A2
* лежит на прямой с параметра�

ми (3), ее координаты определяем соотношениями:

а12=а0+а01; b12=b0+b01.
Так как хорды A1

*A2
* и А3А4 симметричны относи�

тельно центра эллипса, то для определения координат
точек A1

* и A2
* вычисляем вспомогательные величины

Тогда, координаты точки A1
* рассчитываем как

а координаты точки A2
*

Таким образом, параллелограмм A1
*A2

*А3А4 описы�
вает четырехугольник неопределенности параме�
тров а, b. Центр тяжести параллелограмма A1

*A2
*А3А4

совпадает с центром содержащего его эллипса.

Эллипс неопределенности, описанный около
параллелограмма A1

*A2
*А3А4, находим в виде 

где а0, b0 – координаты центра эллипса неопреде�
ленности параметров.

Для определения параметров эллипса неопре�
деленности составляем систему уравнений

(4)

где приняты следующие обозначения:

Переписываем систему (4) в виде

(5)

В работах [5–8] были неточно определены пара�
метры Q и F. Решим систему (5) относительно Q и F:

(6)

где

Площадь эллипса неопределенности с параме�
трами F, Q, D вычисляем как

(6)

Для определения эллипса минимальной площа�
ди находим максимум функции fD

(7)

С учетом (6), выражение (7) можно представить
в виде

Вычисляем производную f 'D(F, Q, D):

Затем

Решив это уравнение относительно параметра
D, получаем выражение

В этом случае, при использовании полученных
соотношений для параметров F, Q, D, площадь эл�
липса неопределенности, будет минимальной.
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Для устранения дисбаланса вращающихся тел
применяют различные жидкостные балансировоч�
ные устройства (АБУ) [1]. В процессе эксплуатации
таких систем необходимо знать критические угловые
скорости, при которых нарушается устойчивость
стационарных вращений. В ряде работ, например в
[2, 3], получены приближённые условия устойчиво�
сти установившегося вращения уравновешенного
цилиндра, частично заполненного жидкостью, кото�
рые трудно применить к системам с АБУ. Непосред�
ственное исследование устойчивости вращения ро�
торов с жидкостными АБУ в литературе не описано.

В предлагаемой работе, по аналогии с [4] для не�
уравновешенных дисков на гибком валу, изучается
устойчивость вращения ротора с жидкостным АБУ
без свободной поверхности при действии сил вне�
шнего и внутреннего трения. Природа этих сил по�
дробно изложена в [4]. Так, силы внешнего трения
вызываются вязким сопротивлением внешней среды,
опор, специальных демпферов и зависят от скоро�
стей абсолютных перемещений точек ротора и вала;
силы внутреннего трения порождаются сопротивле�
нием частиц материала и в первом приближении
принимаются пропорциональными скорости дефор�
мации вала. Представляет интерес исследовать влия�

ние соотношения рассмотренных сил на устойчи�
вость вращения ротора с АБУ. Решение такой задачи
для неуравновешенного диска без АБУ приведено в
[4]. Пусть ротор с АБУ закреплён симметрично отно�
сительно опор вертикального гибкого вала, проходя�
щего через его геометрический центр O1 (рисунок).

АБУ состоит из балансировочной камеры – 1
высотой h, поплавка – 2 и однородной несжимае�
мой жидкости – 3, заполняющей пространство
между их стенками. Центр масс ротора (точка Р)
смещён от O1 на расстояние O1P=e. Точка O2 проек�
ция оси опор вала на плоскость движения. При
вращении системы вал прогибается в месте крепле�
ния ротора на величину O2O1, поплавок, для кото�
рого геометрическая и материальная оси симме�
трии совпадают, так же как в поплавковых гиро�
скопах [5] центрируется на оси вращения O2 за счёт
сил давления, а жидкость перетекает в сторону
прогиба. Предполагаем, что при возмущённом
движении ротора отрыв жидкости от стенок не
происходит и центрирование поплавка сохраняет�
ся. В этом случае центр масс слоя жидкости распо�
ложен на линии центров O2O1 в точке G. Сформу�
лированные предположения позволяют исключить
из рассмотрения гидродинамическую задачу.
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