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Введение

Теория излучения релятивистских заряженных
частиц детально исследована в монографиях [1–4].
Характеристики излучения электронов и позитро�
нов при плоскостном каналировании, излучение
при каналировании (ИК), вдоль плоскостей (100) и
(110) кристаллов алмаза, кремния и германия наи�
более подробно рассмотрены в работе [1] с помо�
щью аппроксимации потенциала отдельной кри�
сталлографической плоскости простой функцией
типа «перевернутая парабола». Однако, при кана�
лировании вдоль так называемых двойных плоско�
стей (111) аналитическое рассмотрение затрудне�
но. Это связано со следующими причинами:

• потенциал системы двойных плоскостей (111)
сложен (рис. 1, a);

• аналитическое решение уравнения движения в
таком потенциале найти невозможно.

Траектория частицы в кристалле может быть
определена по модели бинарных столкновений [4],
либо численным решением уравнений движения. В

работе использован второй подход, в рамках кото�
рого:

• потенциал системы двойных плоскостей (111)
рассчитан на основе модели Kh. Chouffani.

• траектории и скорости позитронов получены чи�
сленным интегрированием уравнений движения,
без учета деканалирования (тонкий кристалл,
l<ld=αLradU0ε/πm2c4, здесь α=1/137, U0 – глубина
потенциальной ямы; ε – энергия позитрона, Lrad –
радиационная длина, m – масса частицы, с – ско�
рость света). В нашей работе диапазон энергий
позитронов выбран в соответствии с параметрами
пучков электронов и позитронов LNF (Frascati).

• Фурье�компоненты скорости, необходимые для
расчета спектрально�углового распределения ин�
тенсивности излучения, определены численно.

Теоретический анализ

Уравнение движения релятивистского позитрона
в потенциале (рис. 1, a) для поперечного направле�
ния (в приближении υ⊥≡x

.
<<υ||; υ⊥/c<<1/γ) имеет вид:
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(1)

υ|| – средняя скорость движения позитрона.

Рис. 1. a) Потенциальная энергия позитрона в системе двой�
ных плоскостей (111) Si и три значения поперечной
энергии, соответствующие трем типам движения; b)
зависимость скорости β⊥=x

.
/c от времени для трех

указанных значений поперечной энергии; c) спектры
излучения от каждой из трех траекторий

Начальными условиями являются: точка влета в
кристалл x(0)≡x0 и поперечный импульс p⊥(0)≡p||θ0,
определяющие интеграл движения уравнения (1),
– так называемую поперечную энергию:

(2)

Здесь θ0 – угол падения позитрона относитель�
но плоскости каналирования. В зависимости от со�
отношения между θ0 и критическим углом канали�
рования θc=√

⎯
2U0/ε

⎯
, а также от высоты внутреннего

потенциального барьера ΔU=U1–U0 (см. рис. 1, a),
при движении в потенциале двойных плоскостей
вместо двух (как при (100) или (110)), возможны
три типа решений уравнения (1) для поперечной
координаты и скорости. Они описывают движение

каналированных (подбарьерных) или движение
квазиканалированных (надбарьерных) позитронов
(рис. 1, b). Классификация типов решений приве�
дена в таблице, где cd – движение в канале (связан�
ное движение или каналирование около двух пло�
скостей), cu – движение в канале (связанное дви�
жение или каналирование около одной плоскости)
и nc – надбарьерное движение в периодическом
поле, образованном периодичной последователь�
ностью потенциалов (рис. 1, a).

Таблица. Классификация решений уравнения движения (1)
в задаче о (111) каналировании релятивистских
позитронов в кристалле Si

В соответствии с тремя типами движения, в за�
даче возникает три группы периодов движения –
две для каналированных позитронов Tcd, Tcu и одна
– для надбарьерных позитронов Tnc.

Таким образом, при переходе от связанного
подбарьерного движения типа сd к связанному
подбарьерному движению типа сu период движе�
ния уменьшается более чем в два раза, следователь�
но, характерная частота излучения подбарьерных
позитронов типа сd должна быть приблизительно в
два раза больше. Далее, при переходе от связанно�
го подбарьерного движения типа сu к надбарьерно�
му движению период движения опять увеличивает�
ся приблизительно в два раза, следовательно, ха�
рактерная частота излучения надбарьерных пози�
тронов должна быть приблизительно в два раза
больше, т. е. сравнимой с частотой излучения пози�
тронов при движении по траекториям типа сu.

Если угол влета позитронов в кристалл относи�
тельно плоскости θ0≠0, то позитроны, для которых
0≤ε⊥≤U0, попадают в канал и движутся в связанном
либо с одной, либо с двумя плоскостями режиме.
Позитроны, для которых U0≤ε⊥, движутся вне кана�
ла, последовательно пересекая (в поперечном на�
правлении) периодически расположенные плоско�
сти кристалла. Излучение этих трех типов частиц в
общем случае в тонком кристалле не может быть
разделено – в эксперименте позитроны пучка
обладают различными углами и точками влета x0 в
кристалл и поэтому получают различные значения
потенциальной энергии U(x0), следовательно, раз�
личные значения поперечной энергии ε⊥.

Решение (1) проводилось численно. С помо�
щью найденных скоростей позитронов можно
определить все характеристики излучения, возни�
кающего при квазипериодическом движении этих
частиц, используя соответствующие формулы
классической электродинамики. Будем использо�
вать формулу для расчета ИК отдельных позитро�
нов в виде [1]:

Тип траектории Поперечная энергия Период

cd 0≤ε⊥≤U0 Tcd

cu U1≤ε⊥≤U0 Tcu

nc U0≤ε⊥ Tnc

2 22
|| 0

0( ) ( ) .
2 2

p
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(3)

где W, ω – энергия и частота фотонов; Θ[1–ηl] –
ступенчатая функция Хевисайда; T={Tcd,Tcu,Tnc} –
период движения позитрона, e – заряд электрона,
z – толщина кристалла. Спектры ИК для характер�
ных траекторий (характеризуемых поперечной
энергией (2) и скоростью, рис. 1, a, b), рассчитан�
ные по формуле (3), приведены на рис. 1, c.

Эволюция спектров ИК 

при изменении угла влета позитронов

Рис. 2–4 демонстрируют эволюцию спектров
(100) и (111) ИК при увеличении угла влета позитро�
нов в кристалл θ0 (ориентационная зависимость).

Рис. 2. Спектр ИК позитронов при угле влета в кристалл Si
θ0=0,2θc относительно плоскостей: a) (111); b) (100)

Для случая (111) спектр ИК формируется сум�
мированием вкладов трех групп частиц, в соответ�
ствии с принятой классификацией (таблица). В
свою очередь, спектр ИК каждой частицы состоит
из суммы гармоник (3). Различие характерных ча�
стот гармоник каждой группы приводит к перекры�
тию спектров излучения частиц трех групп. Степень
перекрытия спектров зависит от количества частиц
в каждой группе, т. е. от угла влета θ0. Наши расче�
ты показали, что выбором угла влета θ0 можно до�
биться наиболее четкого разделения вкладов трех
групп позитронов в суммарный спектр ИК (111). На
рис. 2 показан усредненный по точкам влета пози�
тронов в кристалл спектр ИК (кривые total) для угла

падения θ0=0,2θc относительно плоскости (111) и
(100) Si, E=300 МэВ, где видно, что спектр ИК (111)
разделен на 3 горба, а спектр ИК (100) – два.

Отметим, что тип движения сu будет существо�
вать для диапазона углов падения θ0=0...θsc:

(4)

здесь введен субкритический угол θsc, в нашем слу�
чае: θsc=0,552θc.

Рис. 3. Спектр ИК позитронов при угле влета в кристалл Si
θ0=0,7θc относительно плоскостей: a) (111); b) (100)

Рис. 4. Спектр ИК позитронов при угле влета в кристалл Si
θ0=1,5θc относительно плоскостей: a) (111); b) (100)
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На рис. 3 показаны спектры ИК для угла паде�
ния относительно плоскости (111) и (100) Si,
E=300 МэВ. При углах падения θ0=θsc...θc суммар�
ные спектры будут формировать две группы пози�
тронов по поперечным энергиям.

На рис. 4 показаны спектры ИК для угла паде�
ния θ0=1,5θc относительно плоскости (111) и (100)
Si, E=300 МэВ. Для углов падения θ0>θc все пози�
троны движутся над барьером.

Основные различия спектров, рис. 4, связаны с
различием параметров d, U0 и формы (111) и (100)
потенциалов.

Эволюция спектров ИК 

при увеличении энергии позитронов

На рис. 5 приведено усредненное по точкам
влета позитронов в кристалл спектральное распре�
деление интенсивности ИК на единицу длины
кристалла для угла влета θ0=0 при каналировании
вдоль плоскостей (111) и (100).

Спектры представлены в абсолютных едини�
цах, поэтому можно проследить как рост интенсив�
ности с увеличением энергии позитронов
100...300 МэВ, так и смещение характерных макси�
мумов (закон γ 3/2) в более жесткую часть спектра
излучения. При угле θ0=0 все частицы попадают в
канал, т. к. ε⊥<0. Наличие дополнительной группы
позитронов по поперечной энергии для (111) по�
тенциала двойных плоскостей приводит к резкому
различию спектра (рис. 5, а, b) и заключается в по�
явлении двугорбой структуры спектра.

Заключение

Впервые численными расчетами детально ис�
следована эволюция спектров ИК при увеличении
энергии и угла влета позитронов к (111) плоско�
стям каналирования в тонком кристалле Si (без
учета деканалирования). Показано, что при (111)
каналировании форма спектра излучения более
сложная, по сравнению с (100), (110) спектрами
ИК, что объясняется наличием дополнительной
группы позитронов по поперечной энергии. Заме�

тим, что полный выход фотонов (или интеграл по
энергиям фотонов) для (111) каналирования зна�
чительно больше, чем для (100) каналирования
(например, для Si при θ0=0,2θc и E=300 МэВ –
Y(111)=1,94 МэВ/см, а Y(100)=0,27 МэВ/см), что
может представлять интерес с точки зрения созда�
ния источника квазимонохроматичных фотонов
для фотоядерной физики.

Экспериментальное обнаружение расчетных
особенностей спектров ИК при (111) каналирова�
нии в тонком кристалле Si возможно при началь�
ной угловой расходимости позитронного пучка
Δθ0<θsc. Угловое распределение и поляризация, а
также учет деканалирования и сравнение с ИК
электронов будут рассмотрены в отдельной работе.

Авторы признательны С. Дабагову (LNF, Frascati, Ита%
лия) за полезное обсуждение.
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Рис. 5. Эволюция спектров ИК позитронов при изменении
энергии от 100 до 300 МэВ при фиксированном угле
влета в кристалл Si θ0=0 относительно плоскостей:
a) (111); b) (100)
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