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В настоящее время большой интерес вызывают
различные математические модели экономических
процессов. Это утверждение справедливо для моде�
лей связанных с проблемами так называемой акту�
арной математики, предметом изучения которой
является страховое дело и работа страховых компа�
ний в частности. С одной стороны существование
рисков для жизни, собственности, окружающей
среды вызвало бурное развитие страховой инду�
стрии, которая должна обеспечивать финансовое
покрытие непредсказуемых потерь своих клиентов.
С другой стороны в центре всех выше перечислен�
ных событий лежит неоспоримое присутствие слу�
чайности, что влечет за собой широкое применение
методов теории вероятности и математической ста�
тистики в сфере моделирования процессов страхо�
вания. В частности для изучения некоторых общих
вопросов функционирования страховых компаний
и нахождения таких величин как вероятность разо�
рения компании при известном стартовом капита�
ле, распределения числа клиентов компании,
функции корреляции числа клиентов, их математи�
ческого ожидания и т. д. могут быть применены ме�
тоды теории систем массового обслуживания.

Существующие решения задач актуарной мате�
матики, обычно, посвящены частным вопросам
работы компании. Одним из таких вопросов явля�
ется изучение влияния затрат на рекламу на дея�
тельность страховой компании.

Свободный капитал страховой компании может
быть в частности направлен на привлечение новых
клиентов (рекламу). Это, с одной стороны, интен�
сифицирует поступление денежных средств в ком�
панию, а другой стороны увеличивает количество
страховых выплат и отвлекает часть средств соб�
ственно на рекламу. Поэтому возникает задача ис�
следования влияния расходов на рекламу на харак�
теристики деятельности страховой компании, в
частности на ее средний капитал.

Предположим, что в отсутствии расходов на ре�
кламу функционирование страховой компании
описывается классической моделью с параметрами
λ0, a, C0 [1]. Страховые премии поступают непре�
рывно, так что за время Δt капитал компании уве�
личивается на величину C0Δt, страховые выплаты –
независимые случайные величины со средним зна�
чением a, моменты страховых возмещений образу�
ют пуассоновский поток интенсивности λ.

Пусть в момент времени t капитал компании равен
S(t), и в промежутке времени [t,t+Δt] на привлечение
новых клиентов расходуется часть капитала u(t)S(t)Δt,
где 0≤u(t)≤u0≤1. При u0<<1 можно считать, что скорость
поступления страховых выплат в компанию должна
увеличиваться на величину пропорциональную u(t)S(t).
Однако, затраты на рекламу, не могут, во�первых, дать
эффект ранее, чем через некоторое время τ, а, во�вто�
рых, обладают эффектом последействия, т. е. после
прекращения расходов на рекламу, она еще некоторое
время продолжает действовать. Поэтому введем функ�
цию R(t), связанную с S(t) соотношением [2, 3]

При k=0 R(t)=u(t)S(t) последействие рекламы
отсутствует. С ростом k отчисления на рекламу в
момент времени t сказываются еще какое�то время
после момента времени t.

Будем считать, что расходы на рекламу приводят к
тому, что скорость потока страховых премий увеличи�
вается с величины C0 до величины C0+C1R(t—τ) . Од�
нако с увеличением числа клиентов компании увели�
чивается и число страховых случаев. Поэтому интен�
сивность потока страховых выплат должна увеличит�
ся с величины λ0 до некоторой величины λ0+λ1R(t—τ).
Если нагрузка страховой премии остается постоян�
ной, то величины C0, C1, λ0, λ1 связаны соотношением

Откуда процесс изменения среднего капитала
компании S

–
(t) будет описываться уравнениями

(1)

с начальными условиями S(0)=S0 и R(t)=0 при t∈[–τ,0].

Цель страховой компании состоит в том, чтобы,
выбирая рекламную стратегию u(t), максимизиро�
вать критерий качества

где ρ(t) – не отрицательная, монотонно возраста�
ющая функция. При ρ=exp(—δ(T—t)), где δ – ко�
эффициент дисконтирования, максимизируется
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средний капитал за время T, при ρ(t)δ(t—τ) – капи�
тал в некоторый момент времени T и т. д.

Получившаяся оптимизационная задача может
быть решена с использованием принципа макси�
мума для систем, описываемых уравнениями с
запаздывающим аргументом [4]. Введем функцию
I(t) соотношением

и, обозначая

(2)

сведем поставленную задачу к стандартной форме.
Необходимо максимизировать x3(T), где перемен�
ные xi(t) удовлетворяют системе уравнений

с начальными условиями x1(0)=x10, x3(0)=0, x2(t)=0
при t∈[—τ,0].

Функция Гамильтона [4] для нашей задачи име�
ет вид

где сопряженные переменные Pi(t) определяются
на отрезке времени [T–τ,T] системой уравнений

(3)

с граничными условиями: P1(T)=0, P2(T)=0, P3(T)=1,
а на отрезке времени [0,T—τ] системой уравнений

(4)

Управление u(t), максимизирующие функцию
Гамильтона (5), имеет вид

Таким образом, управление является релейным,
и задача построения оптимального управления
сводится к нахождению точек переключения (то�
чек включения и точек выключения рекламы),
определяемых условием

(5)

Рассмотрим вначале участок траектории
[T–τ,T]. Из граничных условий задачи и системы
уравнений (6) следует, что в некоторой ε�окрестно�
сти точки T

Откуда в ε�окрестности точки T управление
u(t)=0. Решая систему уравнений (3), получим

(6)

Откуда на всем отрезке [T–τ,T] u(t)=0.

Рассмотрим участок траектории [0,T—τ],
на котором переменные Pi(t) определяются систе�
мой ур. (4) с граничными условиями (6). Имеем в
некоторой ε�окрестности точки T—τ

Отсюда в ε�окрестности точки T—τ управление
u(t)=0. Решая систему ур. (4) с граничными условиями
(6), получим, что в некоторой окрестности точки T—τ

(7)

Точка переключения управления (точка выклю�
чения рекламы) t *, если она существует, определя�
ется условием (4), которое с учетом (7) дает

(8)

При t *≥t u(t)=0, при t<t * u(t)=u0.

Уравнение (8) налагает определенные ограни�
чения на параметр γ. Во�первых, параметр γ>1.
Смысл условия очевиден. Из соотношений (1) и (2)
следует, что параметр γ определяет приращение ка�
питала компании за счет рекламы. Если γ<<1, то
затраты на рекламу бессмысленны.

Если ур. (8) имеет решение, то затраты на ре�
кламу начинаются в некоторый момент времени t0

и заканчиваются в момент времени t * (0≤t0<t *). По�
кажем, что t0=0. Для этого нужно показать, что при
t<t * функция x(t) (5) не меняет знак. Так как P3(t)=1
на отрезке [0,t], то пара значений P1(t) и x(t) удовле�
творяет при t∈[t0,t

*] системе уравнений
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(9)

Разрешая систему (9) относительно x(t) и учи�
тывая, что x*(t)=0, получим

Из первого ур. (9) следует, что при всех t
P
.

1(t)≤–ρ(t), где по условию ρ(t) – монотонно возра�
стающая функция. Поэтому x(t) имеет сумму сверху

(10)

Беря входящий в (10) интеграл по частям, получим

(11)

Так как ρ(z) монотонно возрастает, то ρ. (z)≥0, и
интегралом, входящим в (11), можно пренебречь,
усиливая неравенство. Поэтому

(12)

Наконец, точка t * – точка выключения рекла�
мы. Поэтому в ε�окрестности точки t * x(t *—ε)<0.

Раскладывая x(t *—ε) в ряд Тейлора, получим, учи�
тывая, что x(t *)=0,

и из ур. (9)

Откуда должно выполнятся условие

(13)

Из (12) и (13) получаем, что при t<t * x(t)<0 и, та�
ким образом, при t<t * точки переключения упра�
вления рекламой отсутствуют. Окончательно полу�
чаем, что оптимальное управление затратами на
рекламу имеет вид

где точка переключения t * определяется соотноше�
нием (8). Интересно отметить, что оптимальная ре�
кламная стратегия не зависит от начального капи�
тала компании.

Также для данной модели изменения капитала
компании с учетом расходов на рекламу (постоян�
ная доля капитала, затрачиваемого на рекламу) по�
лучены уравнения, определяющие вероятность вы�
живания и разорения страховой компании и услов�
ное среднее время до разорения. Найдены преоб�
разования Лапласа соответствующих характери�
стик и для случая малых отчислений на рекламу
получены явные выражения, определяющие веро�
ятность выживания и условное среднее время до
разорения. Показано, что отчисления на рекламу
приводят к уменьшению вероятности выживания и
условного среднего времени до разорения [5].

Страховые компании используют в своей рабо�
те классическую модель страхования. Классиче�
ская модель страховой компании, благодаря ее от�
носительной простоте, позволяет вычислить в яв�
ном виде вероятности разорения и выживания
страховой компании, выработать рекомендации по
определению необходимого начального капитала и
назначению страховых премий. В тоже время эта
модель не отражает многие черты деятельности
страховой компании в реальной жизни.

Данная модель является уточнением классиче�
ской модели, поэтому полностью подходит для вне�
дрения, т. к. является ее дальнейшим развитием.

Предложенная модель прошла апробацию в ре�
ально действующей страховой компании и полно�
стью подтвердила теоретические выкладки.
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